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1 Προτασιακή Λογική

1.1 Στοιχεία Μαθηµατικής Λογικής

Οι κυριότεροι στόχοι της Λογικής είναι οι παρακάτω:

• Ο καθορισµός µίας τυπικής γλώσσας, στην οποία διατυπώνονται προτά-
σεις.

• Η αυστηρή ερµηνεία των συµβόλων που περιέχονται στη γλώσσα, ώστε
να καθοριστεί ποιές προτάσεις είναι αληθείς και ποιές ψευδείς.

• Η εύρεση ενός αποδεικτικού συστήµατος (αλγορίθµου) µε το οποίο ϑα
µπορούµε να αποδείκνύουµε ότι µία πρόταση είναι λογική συνέπεια
ενός συνόλου προτάσεων.

Ορισµός 1.1 (λογική συνέπεια) Γράφουµε Σ |= φ για να δηλώσουµε ότι η
πρόταση φ είναι λογική συνέπεια του συνόλου προτάσεων Σ.

Ορισµός 1.2 Αν έχουµε κατασκευάσει ένα αποδεικτικό συστηµα τότε γράφου-
µε Σ ` φ για να δηλώσουµε ότι η πρόταση φ αποδεικνύεται από το Σ στο
αποδεικτικό µας σύστηµα.

Ορισµός 1.3 (ορθό) ΄Ενα αποδεικτικό σύστηµα ονοµάζεται ορθό αν Σ ` φ
συνεπάγεται Σ |= φ, δηλαδή αν οι προτάσεις που αποδεικνύονται από ένα
σύνολο υποθέσεων Σ είναι λογικές συνέπειες του Σ.

Ορισµός 1.4 (πλήρες) ΄Ενα αποδεικτικό σύστηµα ονοµάζεται πλήρες αν Σ |=
φ συνεπάγεται Σ ` φ, δηλαδή αν όλες οι λογικές συνέπειες του Σ αποδεικνύο-
νται.
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1.2 Προτασιακή Λογική

1.2.1 Σύνταξη

Το αλφάβητο της προτασιακής λογικής αποτελείται από:

• ΄Ενα αριθµήσιµο πλήθος προτασιακών µεταβλητών

• Τους λογικούς συνδέσµους ¬,∧,∨,→,↔

• Τις παρενθέσεις ( και )

Η ερµηνεία των λογικών συνδέσµων είναι πάντοτε η ίδια : ¬: όχι (άρνηση),
∧: και, ∨: ή, →: συνεπάγεται και ↔: ισοδυναµεί. Αντίθετα οι προτασιακές
µεταβλητές δεν έχουν συγκεκριµένη ερµηνεία.

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω αλφάβητο σχηµατίζουµε προτασιακούς τύπους.
Φυσικά δεν είναι οποιαδήποτε ακολουθία συµβόλων προτασιακός τύπος.

Ορισµός 1.5 (προτασιακός τύπος) Η έννοια του προτασιακού τύπου ορίζεται
επαγωγικά:

1. Κάθε προτασιακή µεταβλητή είναι προτασιακός τύπος.

2. Αν φ και ψ είναι προτασιακοί τύποι, τότε

(¬φ), (φ ∧ ψ), (φ ∨ ψ), (φ→ ψ), (φ↔ ψ)

είναι επίσης προτασιακοί τύποι.

3. Μόνο οι ακολουθίες συµβόλων που κατασκευάζονται µε ϐάση τα 1 και 2
είναι προτασιακοί τύποι.

Για παράδειγµα αν A,B,C είναι προτασιακές µεταβλητές τότε το

(((A→ (B → C))↔ ((A ∧B)→ C)))

είναι προτασιακός τύπος, ενώ το

A↔ ¬()B →

δεν είναι προτασιακός τύπος.

Οι παρενθέσεις είναι δυνατό να περιοριστούν, αν ορίσουµε προτεραιότητες στη
εφαρµογή των συνδέσµων.
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Στη συνέχεια ϑα ϑεωρούµε ότι οι σύνεσµοι ∧ και ∨ έχουν την ίδια προτεραιό-
τητα, η οποία είναι µικρότερη από την προτεραιότητα του ¬ και µεγαλύτερη
από την προτεραιότητα του →. Τέλος την µικρότερη προτεραιότητα έχει ο
σύνδεσµος ↔. Τελεστές που έχουν την ίδια προτεραιότητα προσεταιρίζονται
από αριστερά προς τα δεξιά.

1.2.2 Σηµασιολογία

΄Εστω P το σύνολο των προτασιακών µεταβλητών. Ονοµάζουµε ανάθεση αλη-
ϑοτιµών µία συνάρτηση v : P −→ {T, F}.

Μία ανάθεση αληθοτιµών δηλαδή καθορίζει ποιές προτασιακές µεταβλητές α-
ντιστοιχούν σε αληθείς προτάσεις (τιµή T ) και ποιές σε ψευδείς (τιµή F ).

Η τιµή αλήθειας για σύνθετους προτασιακούς τύπους (δηλαδή προτασιακούς
τύπους που δεν είναι προτασιακές µεταβλητές) καθορίζεται χρησιµοποιώντας
την προκαθορισµένη ερµηνεία των λογικών συνδέσµων.

Συγκεκριµένα, ορίζουµε την επέκταση v̂ της v, σύµφωνα µε τον παρακάτω
πίνακα:

v̂(φ) v̂(ψ) v̂(¬φ) v̂(φ ∧ ψ) v̂(φ ∨ ψ) v̂(φ→ ψ) v̂(φ↔ ψ)
T T F T T T T

T F F F T F F

F T T F T T F

F F T F F T T

Λέµε ότι η ανάθεση αληθοτιµών v ικανοποιεί τον προτασιακό τύπο φ ανν
v̂(φ) = T .

΄Ενας προτασιακός τύπος είναι ικανοποιήσιµος αν υπάρχει υπάρχει ανάθεση
αληθοτιµών που τον ικανοποιεί.

1.2.3 Ταυτολογίες

΄Ενας προτασιακός τύπος λέγεται ταυτολογία αν ικανοποιείται από κάθε ανά-
ϑεση αληθοτιµών.
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Οι παρακάτω προτασιακοί τύποι είναι ταυτολογίες (η απόδειξη µπορεί να γίνει
χρησιµοποιώντας πίνακες αληθοτιµών):

1. A ∧B ↔ B ∧A
2. A ∨B ↔ B ∨A
3. (A↔ B)↔ (B ↔ A)
4. (A ∧B) ∧ C ↔ A ∧ (B ∧ C)
5. (A ∨B) ∨ C ↔ A ∨ (B ∨ C)
6. ((A↔ B)↔ C)↔ (A↔ (B ↔ C))
7. A ∧ (B ∨ C)↔ (A ∧B) ∨ (A ∧ C)
8. A ∨ (B ∧ C)↔ (A ∨B) ∧ (A ∨ C)
9. ¬¬A↔ A

10. ¬(A→ B)↔ A ∧ ¬B
11. ¬(A↔ B)↔ (A ∧ ¬B) ∨ (¬A ∧B)
12. ¬(A ∧B)↔ ¬A ∨ ¬B
13. ¬(A ∨B)↔ ¬A ∧ ¬B
14. A ∨ ¬A
15. ¬(A ∧ ¬A)
16. A→ B ↔ ¬B → ¬A
17. A ∧B → C ↔ A→ (B → C)

Οι παραπάνω προτασιακοί τύποι εξακολουθούν να είναι ταυτολογίες, ακόµη
και αν οι προτασιακές µεταβλητές A,B,C, αντικατασταθούν µε οποιουσδήπο-
τε προτασιακούς τύπους φ, ψ, ω.

Οι ταυτολογίες 1-3 (4-6) δηλώνουν την αντιµεταθετική (αντίστοιχα προσεται-
ϱιστική) ιδιότητα των συνδέσµων ∧,∨,↔.

Οι ταυτολογίες 7 και 8 δηλώνουν την επιµεριστική ιδίοτητα του ∧ ως προς ∨
και του ∨ ως προς ∧ αντίστοιχα.

Οι ταυτολογίες 9-13 δηλώνουν ιδιότητες της άρνησης. Ειδικότερα οι 12-13
δηλώνουν τους κανόνες του De Morgan.

Επίσης οι ταυτολογίες 1-13,16,17 καθορίζουν ισάριθµα Ϲεύγη από ταυτολογι-
κά ισοδύναµες προτάσεις.

Λόγω της προσεταιριστικής ιδιότητας επιτρέπεται να παραλείπουµε παρενθέ-
σεις όταν έχουµε ίδιους διαδοχικούς τελεστές, που είναι είτε όλοι ∧ είτε όλοι
∨ είτε όλοι↔.
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1.2.4 Ταυτολογική Συνεπαγωγή/Ισοδυναµία

΄Εστω Σ ένα σύνολο προτασιακών τύπων (ενδεχόµενα άπειρο). Λέµε ότι το Σ
ταυτολογικά συνεπάγεται τον προτασιακό τύπο φ (συµβολισµός Σ |= φ) αν κά-
ϑε ανάθεση αληθοτιµών που ικανοποιεί όλους τους προτασιακούς τύπους του
Σ ικανοποιεί και τον φ.

Για παράδειγµα {φ→ ψ, φ} |= ψ.

Αν το Σ περιέχει µόνο µία πρόταση, γράφουµε σ |= φ αντί για {σ} |= φ.

∆ύο προτασιακοί τύποι φ και ψ λέγονται ταυτολογικά ισοδύναµοι (συµβολισµός
φ ≡ ψ) ανν φ |= ψ και ψ |= φ.
Μπορεί να εύκολα να αποδειχτεί ότι ισχύουν τα παρακάτω:

• Αν το Σ δεν είναι ικανοποιήσιµο τότε για κάθε προτασιακό τύπο φ ισχύει
Σ |= φ.

• φ |= ψ ανν |= φ→ ψ.

• Γενικότερα Σ ∪ {φ} |= ψ ανν Σ |= φ→ ψ.

• φ ≡ ψ ανν |= φ↔ ψ.

Στην ειδική περίπτωση που Σ = ∅, το ∅ |= φ σηµαίνει ότι φ είναι ταυτολογί-
α. Αυτό συµβαίνει γιατί το κενό σύνολο προτασιακών τύπων ικανοποιείται από
όλες τις αναθέσεις αληθοτιµών (για να µην ικανοποιείται ένα σύνολο προτασια-
κών τύπων Σ από µία ανάθεση αληθοτιµών ϑα πρέπει να υπάρχει τουλάχιστον
ένας προτασιακός τύπος στο Σ που δεν ικανοποιείται).

Γράφουµε |= φ (αντί για ∅ |= φ), για να δηλώσουµε ότι ο φ είναι ταυτολογία.

1.2.5 Πραγµατοποίηση Λογικών Συναρτήσεων

΄Εστω µία λογική συνάρτηση f : {T, F}n −→ {T, F}. Λέµε ότι ο προτασιακός
τύπος φ µε προτασιακές µεταβλητέςA1, A2, . . . , An πραγµατοποιεί την f αν για
οποιαδήποτε ανάθεση αληθοτιµών v ισχύει v̂(φ) = f(v(A1), v(A2), . . . , v(An)).

Αυτό σηµαίνει ότι για να υπολογίσουµε την τιµή της f για µία n-άδα αληθοτι-
µών, αρκεί να αναθέσουµε τις αληθοτιµές αυτές στις προτασιακές µεταβλητές
του φ και να αποτιµήσουµε την αληθοτιµή του.
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Είναι εύκολο να δειχτεί ότι δύο προτασιακοί τύποι πραγµατοποιούν την ίδια
συνάρτηση αν και µόνο αν είναι ταυτολογικά ισοδύναµοι.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι κάθε λογική συνάρτηση είναι πραγµατοποιήσι-
µη.

Αρχικά παρατηρούµε ότι για κάθε ανάθεση αληθοτιµών v στις µεταβλητές
A1, A2, . . . An, µπορούµε να κατασκευάσουµε έναν προτασιακό τύπο φv, ο
οποίος ικανοποιείται από τη v και δεν ικανοποιείται από καµία άλλη ανάθεση
αληθοτιµών.

Συγκεκριµένα φv = l1 ∧ l2 ∧ . . .∧ ln, όπου li = Ai αν v(Ai) = T και li = ¬Ai
αν v(Ai) = F .

Για να πραγµατοποιεί ένας προτασιακός τύπος τη συνάρτηση f ϑα πρέπει να
αληθεύει για ένα σύνολο αναθέσεων αληθοτιµών {v1, v2, . . . , vk}, το οποίο κα-
ϑορίζεται από τον πίνακα αληθοτιµών της f .

΄Ενας προτασιακός τύπος µε την παραπάνω ιδιότητα είναι ο φ = φv1 ∨ φv2 ∨
. . . ∨ φvk .

Σηµειώνουµε, ότι αν το παραπάνω σύνολο από αναθέσεις αληθοτιµών είναι
κενό, τότε η f είναι η σταθερή συνάρτηση µε τιµή F και πραγµατοποιείται
από το προτασιακό τύπο A1 ∧ ¬A1.

Συνεπώς κάθε λογική συνάρτηση είναι πραγµατοποιήσιµη από έναν προτα-
σιακό τύπο που χρησιµοποιεί µόνο τους συνδέσµους ¬,∧,∨, και ο οποίος
έχει µία πολύ συγκεκριµένη δοµή: η άρνηση εφαρµόζεται απευθείας στις µε-
ταβλητές, η σύζευξή εφαρµόζεται στις µεταβλητές ή τις αρνήσεις τους και η
διάζευξη στις προτάσεις που προκύπτουν µετά τη σύζευξη.

Η παραπάνω µορφή ονοµάζεται διαζευκτική κανονική µορφή (DNF).

Για παράδειγµα η συνάρτηση µε πίνακα αληθοτιµών
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A B C f(A,B,C)
T T T T

T T F F

T F T F

T F F T

F T T T

F T F F

F F T F

F F F F

πραγµατοποιείται από τον προτασιακό τύπο (A ∧B ∧ C) ∨ (A ∧ ¬B ∧ ¬C) ∨
(¬A ∧B ∧ C).

Επειδή κάθε προτασιακός τύπος πραγµατοποιεί κάποια συνάρτηση, η οποία
επίσης πραγµατοποιείται από έναν προτασιακό τύπο σε DNF, συµπεραίνουµε
ότι κάθε προτασιακός τύπος είναι ισοδύναµος µέ έναν προτασιακό τύπο σε
DNF.

1.2.6 Επάρκεια Συνδέσµων

Στον παρακάτω πίνακα δίνονται οι 16 διαφορετικές λογικές συναρτήσεις δύο
ϑέσεων (γενικότερα υπάρχουν 22n λογικές συναρτήσεις n ϑέσεων). Από αυτές
οι 2 είναι σταθερές, οι 4 εξαρτώνται µόνο από το ένα όρισµα. Στις υπόλοιπες 10
αντιστοιχούν σύνδεσµο δύο ϑέσων, 4 από τους οποίους έχουµε συµπεριλάβει
στη γλώσσα της προτασιακής λογικής.
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f(φ, ψ) f(T, T ) f(T, F ) f(F, T ) f(F, F )
T T T T T

φ ∨ ψ T T T F

φ← ψ T T F T

φ T T F F

φ→ ψ T F T T

ψ T F T F

φ↔ ψ T F F T

φ ∧ ψ T F F F

φ | ψ F T T T

φ+ ψ F T T F

¬ψ F T F T

φ > ψ F T F F

¬φ F F T T

φ < ψ F F T F

φ ↓ ψ F F F T

F F F F F

΄Ενα σύνολο συνδέσµων ονοµάζεται επαρκές αν κάθε λογική συνάρτηση µπορεί
να πραγµατοποιηθεί χρησιµοποιώντας µόνο αυτούς τους σύνδέσµους. Για
παράδειγµα το σύνολο συνδέσµων {¬,∧,∨} είναι επαρκές.
Αν γνωρίζουµε ότι ένα σύνολο συνδέσµων S είναι επαρκές και ϑέλουµε να
δείξουµε ότι και το S′ είναι επαρκές, αρκεί για κάθε σύνδεσµο ? ∈ S − S′ να
δείξουµε ότι A ? B ≡ φ, όπου φ ένας προτασιακός τύπος που χρησιµοποιεί
µόνο τις µεταβλητές A,B και συνδέσµους από το S′.

Π.χ. το σύνολο {¬,∧} είναι επίσης επαρκές καθώς φ ∨ ψ ≡ ¬(¬φ ∧ ¬ψ).

Αλλα επαρκή σύνολα συνδέσµων είναι {¬,∨}, {|}, {↓}. Αντίθετα το σύνολο
{∧,∨} δεν είναι επαρκές.

2 Πρωτοβάθµια (ή Κατηγορηµατική) Λογική

Η προτασιακή λογική είναι αρκετά ϕτωχή για τις απαιτήσεις των µαθηµατικών:
υπάρχουν λογικές συνέπειες οι οποίες δεν είναι ταυτολογικές συνέπειες, δη-
λαδή δεν οφείλονται στον τρόπο που δοµούνται οι προτάσεις χρησιµοποιώντας
µεταβλητές και λογικούς συνδέσµους, αλλά στο ότι οι προτάσεις αναφέρονται
σε κοινά αντικείµενα ή ιδιότητες.
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Για παράδειγµα από τις προτάσεις ‘αν ένας ακέραιος είναι µεγαλύτερος από το
1 τότε είναι µικρότερος από το τετράγωνό του’ και ‘ο x είναι ακέραιος µεγαλύ-
τερος από το 1’, µπορούµε λογικά να συµπεράνουµε ότι ‘ο x είναι µικρότερος
από το τετράγωνό του’.

Ωστόσο κάτι τέτοιο δεν µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας την προτασιακή λο-
γική, στην οποία οι τρείς παραπάνω προτάσεις αντιστοιχούν σε τρεις προτα-
σιακές µεταβλητές p, q, r που ερµηνεύονται τελείως ανεξάρτητα.

2.1 Σύνταξη

΄Ενα αλφάβητο της πρωτοβάθµιας λογικής περιέχει :

• ΄Ενα σύνολο V από σύµβολα µεταβλητών

• ΄Ενα σύνολο (ενδεχόµενα κενό) από σύµβολα σταθερών

• ΄Ενα σύνολο (ενδεχόµενα κενό) από σύµβολα συναρτήσεων n-ορισµάτων,
για κάθε n > 0

• ΄Ενα σύνολο (ενδεχόµενα κενό) από σύµβολα κατηγορηµάτων n-ορισµάτων,
για κάθε n > 0

• Τους λογικούς συνδέσµους ¬,∧,∨,→,↔

• Τους ποσοδείκτες ∀, ∃

• Σηµεία στίξης ( ) ,

Οι ακολουθίες συµβόλων που µας ενδιαφέρουν στην πρωτοβάθµια λογική εί-
ναι οι όροι, οι ατοµικές προτάσεις και οι προτάσεις.

Η έννοια του όρου ορίζεται επαγωγικά:

• Κάθε µεταβλητή είναι όρος.

• Κάθε σταθερά είναι όρος.

• Αν t1, t2, . . . , tn είναι όροι και f είναι σύµβολο συνάρτησης n-ορισµάτων
τότε f(t1, t2, . . . , tn) είναι επίσης όρος.
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Αν t1, t2, . . . , tn είναι όροι και p είναι σύµβολο κατηγορήµατος n-ορισµάτων
τότε p(t1, t2, . . . , tn) είναι ατοµική πρόταση.

Η έννοια της πρότασης ορίζεται επαγωγικά:

• Κάθε ατοµική πρόταση είναι πρόταση

• Αν φ και ψ είναι προτάσεις τότε

(¬φ), (φ ∧ ψ), (φ ∨ ψ), (φ→ ψ), (φ↔ ψ)

είναι επίσης προτάσεις.

• Αν φ είναι πρόταση και x είναι µεταβλητή τότε

(∀x φ), (∃x φ)

είναι επίσης προτάσεις.

2.2 Ελεύθερες Μεταβλητές

Μία µεταβλητή η οποία εµφανίζεται σε µία πρόταση, χωρίς όµως να ϐρίσκε-
ται στην εµβέλεια κάποιου ποσοδείκτη ονοµάζεται ελεύθερη µεταβλητή. Πιο
αυστηρά:

• Αν φ είναι ατοµική πρόταση, τότε η x εµφανίζεται ελεύθερη στην φ ανν
η x περιέχεται στην φ.

• Αν φ = ¬ψ, τότε η x εµφανίζεται ελεύθερη στην φ ανν η x εµφανίζεται
ελεύθερη στην ψ.

• Αν φ = ψ ∧ ω ή φ = ψ ∨ ω ή φ = ψ → ω ή φ = ψ ↔ ω, τότε η x
εµφανίζεται ελεύθερη στην φ ανν η x εµφανίζεται ελεύθερη στην ψ ή η
x εµφανίζεται ελεύθερη στην ω.

• Αν φ = ∀y ψ ή φ = ∃y ψ, τότε η x εµφανίζεται ελεύθερη στην φ ανν η x
εµφανίζεται ελεύθερη στην ψ και x 6= y.

Μια πρόταση που δεν περιέχει ελεύθερες µεταβλητές ονοµάζεται κλειστή πρό-
ταση.
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2.3 Σηµασιολογία

Η ερµηνεία των συµβόλων της πρωτοβάθµιας λογικής γίνεται χρησιµοποιώντας
µοντέλα. ΄Ενα µοντέλο M αντιστοιχεί :

• στα σύµβολα ∀ και ∃ ένα µή κενό σύνολο |M |, που αποτελεί το σύµπαν
των στοιχείων που µας απασχολούν.

• σε κάθε σύµβολο σταθεράς c ένα στοιχείο M(c) ∈ |M |

• σε κάθε σύµβολο συνάρτησης n ορισµάτων f , µία συνάρτησηM(f) από
το |M |n στο |M |

• σε κάθε σύµβολο κατηγορήµατος n ορισµάτων p, ένα σύνολο M(p) ⊆
|M |n

΄Οπως ϕαίνεται παραπάνω ένα µοντέλο δεν ερµηνεύει τις µεταβλητές.

Η ερµηνεία των υπολοίπων συµβόλων αρκεί για τον καθορισµό της αλήθειας
κάθε πρότασης η οποία δεν περιέχει ελεύθερες µεταβλητές.

Αν ωστόσο µία πρόταση περιέχει ελεύθερες µεταβλητές, τότε για να καθοριστεί
αν είναι αληθείς πρέπει να υπάρχει µία ερµηνεία των µεταβλητών, δηλαδή µία
συνάρτηση s από το V στο |M |.

Μπορούµε να επεκτείνουµε ένα µοντέλοM µε τη ϐοήθεια µίας ερµηνείας µε-
ταβλητών s ώστε κάθε όρος να ερµηνεύεται ως ένα στοιχείο του σύµπαντος |M |.

Η επέκταση M̂s του M µε ϐάση την s ορίζεται αναδροµικά:

• Αν x µεταβλητή τότε M̂s(x) = s(x)

• Αν c σύµβολο σταθεράς τότε M̂s(c) = M(c)

• Αν f είναι σύµβολο συνάρτησης n-ορισµάτων και t1, t2, . . . , tn είναι όροι
τότε M̂s(f(t1, t2, . . . , tn)) = M(f)(M̂s(t1), M̂s(t2), . . . , M̂s(tn))

Παρατηρούµε ότι αν ένας όρος δεν περιέχει µεταβλητές, τότε η ερµηνεία του
είναι ανεξάρτητη της ερµηνείας µεταβλητών s. Στη συνέχεια ϑα συµβολίζουµε
µε M̂(t) την ερµηνεία ενός όρου t χωρίς µεταβλητές.

Γράφουµε M, s |= φ για να δηλώσουµε ότι η πρόταση φ είναι αληθής στο µο-
ντέλο M µε την ερµηνεία µεταβλητών s (λέµε ισοδύναµα ότι το M ικανοποιεί
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την φ µε την s).

Αν δεν ισχύει M, s |= φ γράφουµε M, s 6|= φ.

Ο παρακάτω αναδροµικός ορισµός της αλήθειας οφείλεται στον Tarski.

• M, s |= p(t1, t2, . . . , tn) ανν (M̂s(t1), M̂s(t2), . . . , M̂s(tn)) ∈M(p)

• M, s |= ¬φ ανν M, s 6|= φ

• M, s |= φ ∧ ψ ανν M, s |= φ και M, s |= ψ

• M, s |= φ ∨ ψ ανν M, s |= φ ή M, s |= ψ

• M, s |= φ→ ψ ανν M, s |= φ συνεπάγεται M, s |= ψ

• M, s |= φ↔ ψ ανν M, s |= φ ισοδυναµεί M, s |= ψ

• M, s |= ∀x φ ανν για κάθε d ∈ |M | ισχύει M, s[x|d] |= φ

• M, s |= ∃x φ ανν υπάρχει d ∈ |M | τέτοιο ώστε M, s[x|d] |= φ

Στον παραπάνω ορισµό συµβολίζουµε µε s[x|d] την ερµηνεία µεταβλητών που
συµφωνεί παντού µε την s, εκτός από την µεταβλητή x την οποία ερµηνεύει
ως το στοιχείο d:

s[x|d](y) =
{
d αν y είναι η µεταβλητή x
s(y) αλλιώς

Παράδειγµα 1

Υποθέστε ότι η πρωτοβαθµια γλώσσα µας περιέχει µόνο ένα σύµβολο κατηγο-
ϱήµατος δύο ορισµάτων R. Θεωρούµε το µοντέλο M όπου

|M | = {A,B,C,D}

M(R) = {(A,A), (A,B), (A,C), (D,A)}

΄Εστω s η ερµηνεία µεταβλητών µε s(x) = A για κάθε µεταβλητή x.

Θα δείξουµε χρησιµοποιώντας τον ορισµό της αλήθειας ότι :

M, s |= ∃x∀y (R(x, y) ∨R(y, x))
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Αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει στοιχείο d ∈ |M | τέτοιο ώστε

M, s[x|d] |= ∀y (R(x, y) ∨R(y, x))

Επιλέγουµε d = A. Θα δείξουµε ότι :

M, s[x|A] |= ∀y (R(x, y) ∨R(y, x))

Θα πρέπει να δείξουµε ότι για κάθε στοιχείο d′ ∈ |M |

M, s[x|A][y|d′] |= (R(x, y) ∨R(y, x))

Αρα ϑα πρέπει να δείξουµε ότι ισχύουν όλα τα παρακάτω:

M, s[x|A][y|A] |= (R(x, y) ∨R(y, x))

M, s[x|A][y|B] |= (R(x, y) ∨R(y, x))

M, s[x|A][y|C] |= (R(x, y) ∨R(y, x))

M, s[x|A][y|D] |= (R(x, y) ∨R(y, x))

Θα αποδείξουµε τον δεύτερο από τους παραπάνω ισχυρισµούς. Με ανάλογο
τρόπο αποδεικνύονται και οι υπόλοιποι.

Για απλοποίηση του συµβολισµού ϑέτουµε r = s[x|A][y|B].

Θα πρέπει να δείξουµε ότι :

M, r |= R(x, y)

είτε ότι

M, r |= R(y, x)

Θα αποδείξουµε το πρώτο. Με ϐάση τον ορισµό της αλήθειας πρέπει να δεί-
ξουµε ότι

(M̂r(x), M̂r(y)) ∈M(R)

΄Οµως

M̂r(x) = r(x) = s[x|A][y|B](x) = s[x|A](x) = A

και

M̂r(y) = r(y) = s[x|A][y|B](y) = B
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Συνεπώς:

(M̂r(x), M̂r(y)) = (A,B) ∈M(R)

Παράδειγµα 2

Υποθέστε ότι η πρωτοβαθµια γλώσσα µας περιέχει ένα σύµβολο κατηγορή-
µατος δύο ορισµάτων p, ένα σύµβολο συνάρτησης δύο ορισµάτων f και ένα
σύµβολο σταθεράς c.

Θεωρούµε το µοντέλο M όπου

|M | = {0, 1, 2}

M(p) = {(0, 1), (0, 2), (1, 2)}

M(c) = 1

M(f)(i, j) = (i+ j) mod 3

Θα δείξουµε χρησιµοποιώντας τον ορισµό της αλήθειας ότι :

M, s |= ∀x∃y p(f(x, y), c)

για κάθε ερµηνεία µεταβλητών s.

Θα πρέπει να δείξουµε ότι για κάθε στοιχείο d ∈M

M, s[x|d] |= ∃y p(f(x, y), c)

δηλαδή ότι

M, s[x|0] |= ∃y p(f(x, y), c)

M, s[x|1] |= ∃y p(f(x, y), c)

M, s[x|2] |= ∃y p(f(x, y), c)

Θα αποδείξουµε τον πρώτο από τους παραπάνω ισχυρισµούς. Με ανάλογο
τρόπο αποδεικνύονται και οι υπόλοιποι.

Αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει στοιχείο d′ ∈ |M | τέτοιο ώστε

M, s[x|0][y|d′] |= p(f(x, y), c)
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Επιλέγουµε d′ = 0. Θα δείξουµε ότι :

M, s[x|0][y|0] |= p(f(x, y), c)

Για απλοποίηση του συµβολισµού ϑέτουµε r = s[x|0][y|0].

Ισοδύναµα ϑα πρέπει να δείξουµε ότι

(M̂r(f(x, y)), M̂r(c)) ∈M(p)

΄Οµως

M̂r(f(x, y) = M(f)(M̂r(x), M̂r(y)) = M(f)(r(x), r(y))
= M(f)(0, 0) = (0 + 0) mod 3 = 0

και

M̂r(c) = M(c) = 1

Συνεπώς

(M̂r(f(x, y)), M̂r(c)) = (0, 1) ∈M(p)

Παρατηρούµε ότι η ερµηνεία των λογικών συνδέσµων είναι η ίδια όπως στην
προτασιακή λογική. Αν M, s |= φ για κάθε ερµηνεία µεταβλητών s, τότε γρά-
ϕουµε απλά M |= φ.

Μπορεί να αποδειχτεί ότι αν οι ερµηνείες µεταβλητών s1 και s2 συµφωνούν σε
όλες τις ελεύθερες µεταβλητές της φ τότε για κάθε µοντέλο M ισχύει ότι

M, s1 |= φ ανν M, s2 |= φ.

Ειδικότερα, αν η φ δεν έχει ελεύθερες µεταβλητές τότε το αν ισχύει M, s |= φ
είναι ανεξάρτητο από την s.

2.4 Λογική Συνεπαγωγή/Ισοδυναµία

΄Εστω Γ ένα σύνολο προτάσεων (ενδεχόµενα άπειρο). Λέµε ότι ο ένα µοντέλο
M ικανοποιεί το Γ µε την ερµηνεία µεταβλητών s αν το M ικανοποιεί κάθε
πρόταση του Γ µε τη s.

Λέµε ότι το Γ λογικά συνεπάγεται την πρόταση φ (συµβολισµός Γ |= φ) αν
για κάθε µοντέλο M και κάθε ερµηνεία µεταβλητών s, τέτοια ώστε το M να
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ικανοποιεί το Γ µε τη s, το Γ ικανοποιεί και την φ µε τη s. Για παράδειγµα
{∀x (p(x)→ q(x)), p(a)} |= q(a).
Αν το Γ περιέχει µόνο µία πρόταση, γράφουµε ψ |= φ αντί για {ψ} |= φ.

Οι προτάσεις φ και ψ λέγονται λογικά ισοδύναµες (συµβολισµός φ ≡ ψ) ανν
φ |= ψ και ψ |= φ.

Στην ειδική περίπτωση που Γ = ∅, το ∅ |= φ σηµαίνει ότι η φ αληθεύει σε κάθε
µοντέλο µε οποιαδήποτε ερµηνεία µεταβλητών. Μία τέτοια πρόταση ονοµάζε-
ται έγκυρη.

Γράφουµε |= φ (αντί για ∅ |= φ), για να δηλώσουµε ότι η φ είναι έγκυρη.

Παρατηρούµε ότι αν σε µία ταυτολογία, αντικαταστήσουµε τις προτασιακές
µεταβλητές µε προτάσεις της προτοβάθµιας λογικής, τότε η πρόταση που προ-
κύπτει είναι έγκυρη.

Ωστόσο υπάρχουν έγκυρες προτάσεις οι οποίες δεν είναι στιγµιότυπα ταυτο-
λογιών, π.χ. (∀x (p(x)→ q(x)) ∧ p(a))→ q(a).

2.5 Κανονική µορφή Prenex

Μία πρόταση φ λέµε ότι ϐρίσκεται σε κανονική µορφή prenex ανν φ =
Q1x1Q2x2 . . . Qnxnψ, όπου Qi ∈ {∀, ∃} και ψ πρόταση χωρίς ποσοδείκτες.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι κάθε πρόταση είναι ισοδύναµη µε µία πρόταση σε
κανονική µορφή prenex. Κάνουµε χρήση των παρακάτω λογικών ισοδυναµιών
(µπορούν να αποδειχτούν χρησιµοποιώντας τον ορισµό της αλήθειας):

1. φ ∨ ψ ≡ ¬(¬φ ∧ ¬ψ)
2. φ→ ψ ≡ ¬(φ ∧ ¬ψ)
3. φ↔ ψ ≡ ¬(φ ∧ ¬ψ) ∧ ¬(¬φ ∧ ψ)
4. φ ∧ ψ ≡ ψ ∧ φ
5. Αν φ ≡ ψ τότε ∀x φ ≡ ∀x ψ και ∃x φ ≡ ∃x ψ
6. ¬∀x φ ≡ ∃x ¬φ
7. ¬∃x φ ≡ ∀x ¬φ
8. Αν η x δεν εµφανίζεται ελεύθερη στην φ τότε φ ∧ ∀x ψ ≡ ∀x (φ ∧ ψ)
9. Αν η x δεν εµφανίζεται ελεύθερη στην φ τότε φ ∧ ∃x ψ ≡ ∃x (φ ∧ ψ)

10. ∀x φ ≡ ∀y φxy
11. ∃x φ ≡ ∃y φxy
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όπου φxy η πρόταση που προκύπτει αν αντικαταστήσουµε κάθε ελεύθερη εµ-
ϕάνιση της x στην φ µε y. Π.χ αν φ = p(x, 1) ∧ q(x) → ∀x s(x, x) τότε
φxy = p(y, 1) ∧ q(y)→ ∀x s(x, x).

Συµβολίζουµε µε prenex(φ) το σύνολο όλων των προτάσεων σε κανονική µορ-
ϕή prenex που είναι λογικά ισοδύναµες µε την φ. Θα δείξουµε πως µπο-
ϱούµε να µετατρέψουµε µία πρόταση φ σε µία λογικά ισοδύναµη πρόταση
φ′ ∈ prenex(φ).

Αρχικά χρησιµοποιώντας τις ισοδυναµίες 1-3, µπορούµε να απαλείψουµε τους
συνδέσµους ∨,→ και↔.

Αποµένει να δείξουµε πώς ϑα κατασκευάσουµε την φ′ για µία πρόταση φ που
περιέχει µόνο τους συνδέσµους ∧ και ¬.

• Αν η φ είναι ατοµική πρόταση, τότε φ′ = φ.

• Αν φ = ∀x ψ και ψ′ ∈ prenex(ψ), τότε φ′ = ∀x ψ′, λόγω του 5.

• Αν φ = ∃x ψ και ψ′ ∈ prenex(ψ), τότε φ′ = ∃x ψ′, λόγω του 5.

• Αν φ = ¬ψ και ψ′ ∈ prenex(ψ), τότε φ ≡ ¬ψ′. Χρησιµοποιώντας τις
ισοδυναµίες 6 και 7, ο σύνδεσµος ¬ µπορεί να έρθει δεξιά από τους
ποσοδείκτες.

• Αν φ = ψ∧ω, ψ′ ∈ prenex(ψ) και ω′ ∈ prenex(ω) τότε φ ≡ ψ′∧ω′. Αρ-
χικά, χρησιµοποιώντας τις ισοδυναµίες 10 και 11, µετονοµάζουµε όλες
τις δεσµευµένες µεταβλητές στην ω′ που εµφανίζονται ελεύθερες στην ψ′.
Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας τις ισοδυναµίες 8 και 9, οι ποσοδείκτες
της ω′ µπορούν να µεταφερθούν προς τα έξω. Μετά χρησιµοποιούµε
την ισοδυναµία 4 και επαναλαµβανουµε την ίδια διαδικασία για τους
ποσοδείκτες της ψ′.

Για παράδειγµα έστω φ = ∀y (∃x p(x, y)→ ∀y q(y)). Τότε :

φ ≡ ∀y ¬(∃x p(x, y) ∧ ¬∀y q(y))
≡ ∀y ¬(∃x p(x, y) ∧ ∃y ¬q(y))
≡ ∀y ¬(∃x p(x, y) ∧ ∃z ¬q(z))
≡ ∀y ¬∃z (∃x p(x, y) ∧ ¬q(z))
≡ ∀y ¬∃z (¬q(z) ∧ ∃x p(x, y))
≡ ∀y ¬∃z ∃x (¬q(z) ∧ p(x, y))
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≡ ∀y ∀z ¬∃x (¬q(z) ∧ p(x, y))
≡ ∀y ∀z ∀x ¬(¬q(z) ∧ p(x, y)) ∈ prenex(φ)

2.6 ΄Ενα αποδεικτικό σύστηµα

Στη συνέχεια ϑα περιγράψουµε ένα αποδεικτικό σύστηµα για την πρωτοβάθ-
µια λογική. Το αποδεικτικό σύστηµα αποτελείται από λογικά αξιώµατα και
κανόνες απαγωγής.

Χρησιµοποιούµε ένα ελαττωµένο αλφάβητο στο οποίο δεν περιλαµβάνονται οι
λογικοί σύνδεσµοι ∧,∨,↔ ούτε ο ποσοδείκτης ∃ (αυτό δεν µειώνει την εκ-
ϕραστική δυνατότητα της γλώσσας καθώς το σύνολο συνδέσµων {¬,→} που
αποµένει είναι επαρκές, ενώ ∃x φ ≡ ¬∀x ¬φ).

Για οποιεσδήποτε προτάσεις φ, ψ, ω, οι παρακάτω προτάσεις είναι λογικά α-
ξιώµατα:

1. φ→ (ψ → φ)

2. (φ→ (ψ → ω))→ ((φ→ ψ)→ (φ→ ω))

3. (¬ψ → ¬φ))→ ((¬ψ → φ)→ ψ)

4. ∀x φ→ φxt , όπου t όρος τέτοιος ώστε καµία ελεύθερη µεταβλητή του να
µην δεσµεύεται κατά την αντικατάσταση.

5. ∀x (φ→ ψ)→ (φ→ ∀x ψ), όπου η x δεν εµφανίζεται ελεύθερη στην φ.

Χρησιµοποιούνται δύο κανόνες απαγωγής:

1. Modus Ponens:

φ→ ψ φ

ψ

(από τις προτάσεις φ→ ψ και φ απάγεται η ψ).

2. Κανόνας Γενίκευσης :

φ

∀x φ

(από την πρόταση φ απάγεται η ∀x φ).
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Ονοµάζουµε απόδειξη µίας πρότασης φ από ένα σύνολο προτάσεων Γ µία
πεπερασµένη ακολουθία προτάσεων φ1, φ2, . . . , φn τέτοια ώστε φ = φn και για
κάθε i, 1 ≤ i ≤ n να ισχύει ένα από τα παρακάτω:

• φi είναι λογικό αξίωµα.

• φi ∈ Γ.

• Υπάρχουν j, k < i τέτοια ώστε το φi να απάγεται από τα φj και φk µε
modus ponens (δηλαδή φj = φk → φi).

• Υπάρχει j < i τέτοιο ώστε το φi να απάγεται από το φj µε τον κανόνα
της γενίκευσης (δηλαδή φi = ∀x φj)).

Γράφουµε Γ ` φ για να δηλώσουµε ότι η φ αποδεικνύεται από το Γ.

Μπορεί κανείς να δείξει εύκολα ότι τα λογικά αξιώµατα είναι έγκυρες προ-
τάσεις και ότι οι κανόνες απαγωγής, αν ξεκινήσουν από έγκυρες προτάσεις,
παράγουν προτάσεις που είναι επίσης έγκυρες. Αυτό έχει ως συνέπεια οι προ-
τάσεις που αποδεικνύονται από ένα σύνολο Γ να είναι λογικές συνέπειες του
Γ:

Θεώρηµα 2.1 (Θεώρηµα Ορθότητας) Αν Γ ` φ τότε Γ |= φ.

Το εντυπωσιακό είναι ότι κάθε λογική συνέπεια ενός συνόλου προτάσεων Γ
µπορεί να αποδειχτεί από τό Γ χρησιµοποιώντας το παραπάνω αποδεικτικό
σύστηµα ! Αυτό αποδείχθηκε το 1930 από τον Αυστριακό λογικό Gο̈del:

Θεώρηµα 2.2 (Θεώρηµα Πληρότητας) Αν Γ |= φ τότε Γ ` φ.

΄Ενα σύνολο προτάσεων Γ λέγεται συνεπές αν Γ 6` φ ∧ ¬φ. Αν ένα σύνολο δεν
είναι συνεπές τότε οποιαδήποτε πρόταση µπορεί να αποδειχτεί από αυτό.

Τα δύο παρακάτω ϑεωρήµατα είναι συνέπεια των ϑεωρηµάτων ορθότητας και
πληρότητας.

Θεώρηµα 2.3 ΄Ενα σύνολο προτάσεων Γ είναι συνεπές αν και µόνο αν είναι
ικανοποιήσιµο.

Θεώρηµα 2.4 (Θεώρηµα Συµπάγειας) α) Αν Γ |= φ τότε υπάρχει πεπερα-
σµένο σύνολο Γ′ ⊆ Γ τέτοιο ώστε Γ′ |= φ
ϐ) Το Γ είναι ικανοποιήσιµο αν κάθε πεπερασµένο υποσύνολό του είναι ικανο-
ποιήσιµο.
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2.7 Θεωρίες

Στη συνέχεια λέγοντας πρόταση ϑα ενοούµε πάντα πρόταση χωρίς ελεύθερες
µεταβλητές.

Ορισµός 2.1 (Θεωρία) Θεωρία ονοµάζεται ένα σύνολο προτάσεων, το οποίο
είναι κλειστό ως προς λογική συνεπαγωγή (το T λέγεται κλειστό ως προς λογική
συνεπαγωγή αν για κάθε πρόταση φ, T |= φ συνεπάγεται φ ∈ T ).

Η µικρότερη δυνατή ϑεωρία (η οποία είναι υποσύνολο οποιασδήποτε άλλης
ϑεωρίας) αποτελείται από όλες τις έγκυρες προτάσεις. Η µεγαλύτερη δυνατή
ϑεωρία αποτελείται από όλες τις προτάσεις (η ϑεωρία αυτή προφανώς είναι µη
ικανοποιήσιµη).

Για κάθε κλάση µοντέλων C, το σύνολο των προτάσεων που αληθεύουν σε κά-
ϑε µοντέλο της C µπορεί να αποδειχτεί ότι είναι ϑεωρία, η οποία συµβολίζεται
T h(C).

Μπορούµε να παράγουµε µία ϑεωρία ξεκινώντας από ένα σύνολο προτάσεων
Σ. Συγκεκριµένα το σύνολο Cn(Σ) = {φ | Σ |= φ}, το οποίο περιέχει όλες τις
λογικές συνέπειες του Σ είναι µία ϑεωρία.

Μία ϑεωρία T λέγεται αξιωµατικοποιήσιµη αν υπάρχει ένα αποφασίσιµο (decidable)
σύνολο Σ (το σύνολο των µη λογικών αξιωµάτων της ϑεωρίας) τέτοιο ώστε
T = Cn(Σ).

΄Ενα σύνολο λέγεται αποφασίσιµο αν υπάρχει αλγόριθµος ο οποίος δεδοµένου
ενός στοιχείου, µπορεί να αποφασίσει αν το στοιχείο ανήκει στο σύνολο ή όχι.

Αποδεικνύεται ότι υπάρχουν σύνολα που δεν είναι αποφασίσιµα.

Μία ϑεωρία T ονοµάζεται πλήρης αν για κάθε πρόταση φ, είτε φ ∈ T , είτε
¬φ ∈ T .

Για παράδειγµα η ελάχιστη ϑεωρία δεν είναι πλήρης, καθώς υπάρχουν προτά-
σεις που δεν είναι έγκυρες ούτε οι αρνήσεις τους είναι έγκυρες (π.χ. ∀x p(x)).

Αντίθετα για κάθε µοντέλοM, η ϑεωρία T h({M}) είναι πλήρης.

Αν µία ϑεωρία είναι πλήρης και αξιωµατικοποιήσιµη τότε είναι και αποφασί-
σιµη, δηλαδή υπάρχει αλγόριθµος που αποφασίζει για το αν µία πρόταση φ
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ανήκει στη ϑεωρία.

Ο αλγόριθµος χρησιµοποιώντας το αποδεικτικό σύστηµα της προηγούµενης
ενότητας προσπαθεί να αποδείξει είτε την φ είτε την ¬φ, από το σύνολο µη
λογικών αξιωµάτων της ϑεωρίας (εδώ χρησιµοποιείται το οτι το σύνολο των µη
λογικών αξιωµάτων είναι αποφασίσιµο).
Επειδή η ϑεωρία είναι πλήρης και το αποδεικτικό σύστηµα είναι επίσης πλή-
ϱες, ο αλγόριθµος µπορεί σε πεπερασµένο χρόνο να σχηµατίσει µία από τις
δύο αποδείξεις.

Αν αποδείξει την φ τότε συµπεραίνει ότι η φ ανήκει στη ϑεωρία, ενώ αν απο-
δείξει την ¬φ συµπεραίνει ότι η φ δεν ανήκει στη ϑεωρία.

Αν µία ϑεωρία είναι αξιωµατικοποιήσιµη αλλα όχι πλήρης, τότε δεν είναι απα-
ϱαίτητα αποφασίσιµη: αν η φ ανήκει στην ϑεωρία, ο παραπάνω αλγόριθµος
ϑα µπορέσει να σχηµατίσει µία απόδειξη της φ.

Αν όµως η φ και η ¬φ δεν ανήκουν στη ϑεωρία, τότε ο αλγόριθµος ϑα συνεχίσει
να τρέχει χωρίς ποτέ να µπορέσει να αποδείξει καµία από τις φ ή ¬φ.

Συνεπώς ο αλγόριθµος µπορεί σε πεπερασµένο χρόνο να διαπιστώσει ότι µία
πρόταση ανήκει στη ϑεωρία, ωστόσο δεν µπορεί να διαπιστώσει ότι µία πρότα-
ση δεν ανήκει στη ϑεωρία.

2.8 Θεωρία Αριθµών

Στη συνέχεια ϑα µας απασχολήσει η Θεωρία Αριθµών δηλαδή, το σύνολο των
προτάσεων που αληθεύουν στην αριθµητική των ακεραίων.

Υποθέτουµε ότι το αλφάβητό µας περιέχει τα σύµβολα κατηγορηµάτων <,=,
τη σταθερά 0 και τα σύµβολα συναρτήσεων S,+, ·.

Θεωρούµε το µοντέλο N , όπου |N | = N είναι το σύνολο των ϕυσικών αριθµών
και τα διάφορα σύµβολα έχουν την προφανή ερµηνεία (το S είναι σύµβολο
συνάρτησης µίας ϑέσης και ερµηνεύεται ως ο επόµενος ακέραιος).

Σύµφωνα µε όσα έχουµε πει η ϑεωρία αριθµών T h({N}) είναι πλήρης. Ο
Gο̈del απέδειξε το 1931 ότι η ϑεωρία αριθµών δεν είναι αξιωµατικοποιήσιµη.
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Θεώρηµα 2.5 (Θεώρηµα µη Πληρότητας) ∆εν υπάρχει (πλήρης) αξιωµατι-
κοποίηση της ϑεωρία αριθµών.

Η σηµασία αυτού του ϑεωρήµατος είναι η παρακάτω: αν επιλέξουµε ένα ο-
ποιοδήποτε αποφασίσιµο σύνολο αξιωµάτων Σ ⊂ T h({N}) τότε Cn(Σ) 6=
T h({N}) η αλλιώς το Cn(Σ) είναι µία µη πλήρης ϑεωρία.

Συνέπεια του παραπάνω ϑεωρήµατος είναι ότι δεν µπορεί να κατασκευαστεί
αλγόριθµος που να αποφασίζει αν µία πρόταση αληθεύει στην αριθµητική των
ακεραίων.

3 Ταυτοποίηση (Unification)

Ορισµός 3.1 (Αντικατάσταση) Ονοµάζουµε αντικατάσταση ένα σύνολο

T h = {V1/t1, V2/t2, . . . , Vn/tn},

όπου κάθε Vi είναι µεταβλητή, κάθε ti όρος διαφορετικός από τη µεταβλητή Vi
και οι µεταβλητές V1, V2, . . . , Vn είναι διαφορετικές µεταξύ τους. Κάθε στοιχείο
Vi/ti ονοµάζεται δέσµευση της µεταβλητής Vi. Η T h ονοµάζεται αντικατάσταση
χωρίς µεταβλητές αν κανένας όρος ti δεν περιέχει µεταβλητές. Η T h ονοµάζεται
αντικατάσταση µόνο µε µεταβλητές αν κάθε όρος ti είναι µεταβλητή.

Ορισµός 3.2 (΄Εκφραση) Ονοµάζουµε έκφραση µία ακολουθία συµβόλων που
είναι όρος, literal, σύζευξη από literals ή διάζευξη από literals. Ονοµάζουµε α-
πλή έκφραση µία ακολουθία συµβόλων που είναι όρος, ή ατοµική πρόταση.

Ορισµός 3.3 ΄Εστω T h = {V1/t1, V2/t2, . . . , Vn/tn} µία αντικατάσταση καιE
µία έκφραση. Συµβολίζουµε µε ET h την έκφραση που προκύπτει από την E µε
ταυτοχρονη αντικατάσταση κάθε εµφάνισης κάθε µεταβλητής Vi, 1 ≤ i ≤ n µε
τον όρο ti. Η έκφραση ET h ονοµάζεται στιγµιότυπο της E µέσω της T h.

Ορισµός 3.4 (Σύνθεση) ΄Εστω T h = {U1/s1, U2/s2, . . . , Um/sm}
και σ = {V1/t1, V2/t2, . . . , Vn/tn} αντικαταστάσεις. Ονοµάζουµε σύνθεση T hσ
των T h και σ την αντικατάσταση που προκύπτει από το σύνολο

{U1/s1σ, U2/s2σ, . . . , Um/smσ, V1/t1, V2/t2, . . . , Vn/tn}

αν διαγραφεί κάθε δέσµευση Ui/siσ για την οποία Ui = siσ και κάθε δέσµευση
Vj/tj όπου Vj ∈ {U1, U2, . . . , Um}.
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Ορισµός 3.5 Ονοµάζουµε ταυτοτική αντικατάσταση την αντικατάσταση ε που
αντιστοιχεί στο κενό σύνολο δεσµεύσεων (ε = {}).

Θεώρηµα 3.1 ΄Εστω T h αντικατάσταση. Τότε T hε = εT h = T h.

Απόδειξη Προφανές από τον ορισµό της σύνθεσης και του ε.

Θεώρηµα 3.2 ΄Εστω E έκφραση και T h, σ αντικαταστάσεις. Τότε (ET h)σ =
E(T hσ).

Απόδειξη Αρκεί να αποδείξουµε το αποτέλεσµα όταν η E είναι µία µεταβητή
X.
΄Εστω T h = {U1/s1, U2/s2, . . . , Um/sm}
και σ = {V1/t1, V2/t2, . . . , Vn/tn}

Αν X /∈ {U1, U2, . . . , Um, V1, V2, . . . , Vn} τότε (QT h)σ = Qσ = Q = Q(T hσ).

Αν X = Ui ∈ {U1, U2, . . . , Um} τότε (QT h)σ = (UiT h)σ = siσ = Ui(T hσ) =
X(T hσ).

Αν X = Vj ∈ {V1, V2, . . . , Vn}−{U1, U2, . . . , Um} τότε (QT h)σ = (VjT h)σ =
Vjσ = tj = Vj(T hσ) = X(T hσ).

Θεώρηµα 3.3 ΄Εστω T h, σ, γ αντικαταστάσεις. Τότε (T hσ)γ = T h(σγ).

Απόδειξη Αρκεί να αποδείξουµε το ότι για τυχαία µεταβλητήX ισχύειX((T hσ)γ) =
X(T h(σγ)). ΄Οµως

X((T hσ)γ) = (X(T hσ))γ = ((XT h)σ))γ = (XT h)(σγ) = X(T h(σγ))

όπου κάθε µία από τις ισότητες ισχύει λόγω του προηγούµενου ϑεωρήµατος.

Ορισµός 3.6 ΄Εστω E, F εκφράσεις. Λέµε ότι οι E και F είναι παραλλαγές η
µία της άλλης αν υπάρχουν αντικαταστάσεις T h και σ τέτοιες ώστε E = FT h
και F = Eσ.

Ορισµός 3.7 ΄Εστω E έκφραση και V το σύνολο των µεταβλητών που εµφανί-
Ϲονται στην E. Ονοµάζουµε µετονοµασία για την E µία αντικατάσταση µόνο µε
µεταβλητές {Q1/Y1, Q2/Y2, . . . , Qn/Yn} τέτοια ώστε {Q1, Q2, . . . , Qn} ⊆ V ,
Y1, Y2, . . . , Yn είναι διαφορετικές µεταβλητές και (V − {Q1, Q2, . . . , Qn}) ∩
{Y1, Y2, . . . , Yn} = ∅.
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Θεώρηµα 3.4 ΄Εστω E και F εκφράσεις που είναι παραλλαγές η µία της άλ-
λης. Τότε υπάρχουν αντικαταστάσεις T h και σ τέτοιες ώστε E = FT h και
F = Eσ, όπου T h είναι µετονοµασία για την F και σ είναι µετονοµασία για την
E.

Απόδειξη ΄Εστω αντικαταστάσεις T h′ και σ′ τέτοιες ώστε E = FT h′ και
F = Eσ′.

΄Εστω σ η αντικατάσταση που προκύπτει από την σ′ µε διαγραφή κάθε δέ-
σµευσης X/t όπου το X δεν εµφανίζεται στην E.

Ισχύει Eσ = Eσ′ = F συνεπώς EσT h′ = FT h′ = E.

Από τη σχέση EσT h′ = E, συµπεραίνουµε ότι και οι υπολοιπόµενες δύο ι-
διότητες ώστε η σ να είναι µετονοµασία της E ικανοποιούνται.

Για τη T h εργαζόµεστε µε το ίδιο τρόπο.

Ορισµός 3.8 ΄Εστω S ένα πεπερασµένο σύνολο απλών εκφράσεων και T h µία
αντικατάσταση. Συµβολίζουµε µε ST h το σύνολο απλών εκφράσεων {ET h |
E ∈ S}.

Ορισµός 3.9 ΄Εστω S ένα πεπερασµένο σύνολο απλών εκφράσεων. Μία αντι-
κατάσταση T h ονοµάζεται ταυτοποιητής του S αν |ST h| = 1.

Ορισµός 3.10 ΄Εστω S ένα πεπερασµένο σύνολο απλών εκφράσεων. ΄Ενας
ταυτοποιητής T h του S ονοµάζεται πιο γενικός ταυτοποιητής (mgu) του S αν για
κάθε ταυτοποιητή σ του S υπάρχει µία αντικατάσταση γ τέτοια ώστε σ = T hγ.

Ορισµός 3.11 ΄Εστω S ένα πεπερασµένο σύνολο απλών εκφράσεων και έστω
x το µέγιστου µήκους κοινό prefix όλων των εκφράσεων του S. Το σύνολο
διαφωνίας του S είναι το σύνολο των όρων που ακολουθούν το x στις εκφράσεις
του S.

3.1 Αλγόριθµος Ταυτοποίησης

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΤΑΥΤΟΠΟΙΗΣΗΣ
Είσοδος

S: πεπερασµένο σύνολο απλών εκφράσεων
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Αρχικοποίηση

k := 0, σ0 = ε,unifiable:=true

Αλγόριθµος

while unifiable and |Sσk| > 1 do

Dk(Sσk) := σύνολο διαφωνίας του Sσk
if ∃V, t ∈ Dk(Sσk): V µεταβλητή που δεν εµφανίζεται στην t then

σk+1 := σ{V/t}
k := k + 1

else

unifiable := false

end if

end while

if unifiable

return σk

else

αποτυχία

Θεώρηµα 3.5 Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΤΑΥΤΟΠΟΙΗΣΗΣ µε είσοδο ένα ένα πεπερα-
σµένο σύνολο απλών εκφράσεων S τερµατίζει πάντοτε και επιστρέφει ένα έναν
πιο γενικό ταυτοποιητή του S, αν το S είναι ταυτοποιήσιµο, αλλιώς επιστρέφει
αποτυχία.

Απόδειξη: Ο αλγόριθµος τερµατίζει πάντοτε καθώς το S περιέχει ένα πεπε-
ϱασµένο πλήθος µεταβλητών και σε κάθε επανάληψη του while το πλήθος των
µεταβλητών µειώνεται κατά ένα.

Αν το S δεν είναι ταυτοποιήσιµο τότε για κάθε k ισχύει |Sσk| > 1. Συνπώς
µετά την έξοδο από το while η µεταβλητή unifiable έχει τιµή false και ο
αλγόριθµος επιστρέφει αποτυχία.

΄Εστω ότι το S είναι ταυτοποιήσιµο και έστω T h ένας ταυτοποιητής του. Θα δεί-
ξουµε πρώτα (µε επαγωγή στο k) ότι για κάθε αντικατάσταση σk που παράγεται
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από τον αλγόριθµο υπάρχει µία αντικατάσταση γk τέτοια ώστε T h = σkγk.

Για k = 0 ϑέτουµε γ0 = T h. Τότε T h = εT h = σ0γ0.

Επαγωγική υπόθεση: υπάρχει γk τέτοια ώστε T h = σkγk.

΄Εστω ότι ο αλγόριθµος παράγει την αντικατάσταση σk+1. Τότε σk+1 = σk{V/t}
όπου V µεταβλητή και t έκφραση που δεν περιέχει τη V που ανήκουν στο σύ-
νολο διαφωνίας Dk του Sσk.

Επειδή |ST h = 1| και ST h = S(σkγk) = (Sσk)γk, συµπεραίνουµε ότι
|(Sσk)γk| = 1, και άρα γk είναι ταυτοποιητής του (Sσk) όπως επίσης και
του Dk. Ειδικότερα ισχύει V γk = tγk.

Ορίζουµε γk+1 = γk − {V/V γk}.

Αν το γk έχει µία δέσµευση για τη V τότε :

γk = {V/V γk} ∪ γk+1

= {V/tγk} ∪ γk+1

= {V/tγk+1} ∪ γk+1

= {V/t}γk+1

Αν το γk δεν έχει µία δέσµευση για τη V , τότε γk+1 = γk.

Επίσης ϑα πρέπειDkγk = {V }. Απο αυτό συµπεραίνουµε ότιDk = {V,U1, . . . , Um},
m > 0, και γk ⊇ {U1/V, . . . , Um/V }.

Συνεπώς γk = {V/t}γk = {V/t}γk+1 (καθώς t = Ui για κάποιο i και Uiγk =
V ).

Σε κάθε περίπτωση

T h = σkγk = σk({V/t}γk+1) = (σk{V/t})γk+1 = σk+1γk+1

Στη συνέχεια δείχνουµε ότι αν |Sσk| > 1 τότε πάντα το σύνολο διαφωνίας Dk

περιέχει µία µεταβλητή V και µία έκφραση t που δεν περιέχει τη V .

Στο Dk υπάρχουν δύο εκφράσεις που ξεκινούν µε διαφορετικό σύµβολο. Αν
καµία από αυτέ δεν είναι µεταβλητή τότε δεν είναι δυνατό να ταυτοποιηθούν.
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Αρα το Dk περιέχει µία µεταβλητή V .

΄Εστω µία οποιοσδήποτε έκφραση t του Dk διαφορετική της V . Αν η V εµφα-
νίζεται στην t τότε V γk 6= tγk (άτοπο). Αρα η V δεν εµφανίζεται στην t.

Συνεπώς, όσο ισχύει |Sσk| > 1 ο αλγόριθµος πάντοτε µπορεί να σχηµατίσει το
σk+1 και η unifiable δεν γινεται ποτέ false.

Αρα ο αλγόριθµος τερµατίζει επειδή |Sσn| = 1, που σηµαίνει ότι το σn αποτε-
λεί ταυτοποιητή του S.

Επιπλέον όπως έχουµε δείξει, για κάθε ταυτοποιητή T h του S υπάρχει γn
τέτοιο ώστε T h = σnγn, που συνεπάγεται ότι ο σn είναι ένας πιο γενικός
ταυτοποιητής του S.

4 Σταθερά σηµεία (Fixed-points)

Ορισµός 4.1 Σχέση επί του S είναι ονοµάζεται κάθε υποσύνολο του S × S.

Ορισµός 4.2 Μια σχέση R επί του S ονοµάζεται ανακλαστική αν (x, x) ∈ R,
για κάθε στοιχείο x ∈ S. (κάθε στοιχείο σχετίζεται µε τον εαυτό του).

Ορισµός 4.3 Μια σχέση R επί του S ονοµάζεται αντισυµµετρική αν (x, y) ∈ R
και (y, x) ∈ R συνεπάγεται x = y, για οποιαδήποτε στοιχεία x, y ∈ S.

Ορισµός 4.4 Μια σχέση R επί του S ονοµάζεται µεταβατική αν (x, y) ∈ R και
(y, z) ∈ R συνεπάγεται (x, z) ∈ R, για οποιαδήποτε στοιχεία x, y, z ∈ S. (αν το
x σχετίζεται µε το y και το y σχετίζεται µε το z τότε και το x σχετίζεται µε το z).

Ορισµός 4.5 Μια σχέση ονοµάζεται µερική διάταξη αν είναι ανακλαστική, α-
ντισυµµετρική και µεταβατική.

Συνήθως χρησιµοπούµε το ≤ ή παραλλαγές του για να συµβολίσουµε µια µε-
ϱική διάταξη Επίσης γράφουµε x ≤ y αντί για (x, y) ∈≤.

Ορισµός 4.6 Το Ϲεύγος (S,≤) όπου S ένα σύνολο και ≤ µία σχέση µερικής
διάταξης επί του S ονοµάζεται µερικά διατεταγµένο σύνολο.
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Ορισµός 4.7 ΄Εστω (S,≤) ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο. ΄Ενα στοιχείο a
του S ονοµάζεται :

• µεγιστικό αν δεν υπάρχει b ∈ S, b 6= a τέτοιο ώστε a ≤ b.

• ελαχιστικό αν δεν υπάρχει b ∈ S, b 6= a τέτοιο ώστε b ≤ a.

• µέγιστο αν για κάθε b ∈ S, ισχύει b ≤ a.

• ελάχιστο αν για κάθε b ∈ S, ισχύει a ≤ b.

Παρατηρούµε ότι :

• ΄Ενα µερικά διατεταγµένο σύνολο µπορεί να έχει κανένα, ένα, ή περισ-
σότερα µεγιστικά (ελαχιστικά) στοιχεία.

• Αν ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο έχει µέγιστο (ελάχιστο) στοιχείο, τότε
αυτό είναι µοναδικό.

• Κάθε µέγιστο (ελάχιστο) στοιχείο είναι και µεγιστικό (ελαχιστικό), χωρίς
να ισχύει απαραίτητα το αντίστροφο.

Ορισµός 4.8 ΄Εστω (S,≤) ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο και X ⊆ S.

• Το a ονοµάζεται άνω ϕράγµα του X αν για κάθε x ∈ X ισχύει x ≤ a.

• Το a ονοµάζεται ελαχιστικό άνω ϕράγµα του X αν είναι άνω ϕράγµα του
X και δεν υπάρχει άνω ϕράγµα b 6= a του X τέτοιο ώστε b ≤ a.

• Το a ονοµάζεται ελάχιστο άνω ϕράγµα τουX αν είναι άνω ϕράγµα τουX
και για κάθε άνω ϕράγµα b του X ισχύει a ≤ b.

Το ελάχιστο άνω ϕράγµα του X ώς προς τη µερική διάταξη ≤ συµβολίζεται
lub≤(X) ή πιο απλά lub(X).

Ορισµός 4.9 ΄Εστω (S,≤) ένα µερικά διατεταγµένο σύνολο και X ⊆ S.

• Το a ονοµάζεται κάτω ϕράγµα του X αν για κάθε x ∈ X ισχύει a ≤ x.

• Το a ονοµάζεται µεγιστικό κάτω ϕράγµα του X αν είναι κάτω ϕράγµα του
X και δεν υπάρχει κάτω ϕράγµα b 6= a του X τέτοιο ώστε a ≤ b.

• Το a ονοµάζεται µέγιστο κάτω ϕράγµα τουX αν είναι κάτω ϕράγµα τουX
και για κάθε κάτω ϕράγµα b του X ισχύει b ≤ a.
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Το µέγιστο κάτω ϕράγµα του X ώς προς τη µερική διάταξη ≤ συµβολίζεται
glb≤(X) ή πιο απλά glb(X).

Ορισµός 4.10 ΄Ενα µερικά διατεταγµένο σύνολο (L,≤) ονοµάζεται δικτυωτό
( lattice) αν για κάθε a, b ∈ S, υπάρχουν τα lub({a, b}) και glb({a, b}).

Ορισµός 4.11 ΄Ενα µερικά διατεταγµένο σύνολο (L,≤) ονοµάζεται πλήρες
δικτυωτό (complete lattice) αν για κάθε υποσύνολο X του L, υπάρχουν τα
lub(X) και glb(X).

Σε κάθε πλήρες δικτυωτό (L,≤) υπάρχει µέγιστο στοιχείο > = lub(L) και
ελάχιστο στοιχείο ⊥ = glb(L).

Ορισµός 4.12 ΄Εστω (L,≤) ένα πλήρες δικτυωτό και X ⊆ L. Το X ονοµά-
Ϲεται κατευθυνόµενο αν κάθε πεπερασµένο υποσύνολο A του X έχει ένα άνω
ϕράγµα στο X.

Ορισµός 4.13 ΄Εστω (L,≤) ένα πλήρες δικτυωτό και T µία συνάρτηση από το
L στο L. Η T λέγεται µονοτονική αν x ≤ y συνεπάγεται T (x) ≤ T (y), για κάθε
x, y ∈ L.

Ορισµός 4.14 ΄Εστω (L,≤) ένα πλήρες δικτυωτό και T µία συνάρτηση από το
L στο L. Η T λέγεται συνεχής για κάθε κατευθυνόµενο υποσύνολο X του L
ισχύει T (lub(X)) = lub({T (x) | x ∈ X})).

Θεώρηµα 4.1 ΄Εστω (L,≤) ένα πλήρες δικτυωτό και T µία συνάρτηση από το
L στο L. Αν η T είναι συνεχής τότε είναι και µονοτονική.

Απόδειξη ΄Ασκηση

Ορισµός 4.15 ΄Εστω (L,≤) ένα πλήρες δικτυωτό και T µία συνάρτηση από
το L στο L. Το a ∈ L ονοµάζεται σταθερό σηµείο της T αν T (a) = a. Το a
ονοµάζεται ελάχιστο (µέγιστο) σταθερό σηµείο της T αν για κάθε σταθερό σηµείο
b της T ισχύει a ≤ b (αντίστοιχα b ≤ a).

Συµβολίζουµε το ελάχιστο και το µέγιστο σταθερό σηµείο της T (αν υπάρχου)
αντιστοιχα lfp(T ) και gfp(T ).
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Θεώρηµα 4.2 ΄Εστω (L,≤) ένα πλήρες δικτυωτό και T µία µονοτονική συ-
νάρτηση από το L στο L. Τότε η T έχει ελάχιστο και µέγιστο σταθερό σηµείο.
Επιπλέον

lfp(T ) = glb({x | T (x) = x}) = glb({x | T (x) ≤ x})

και

gfp(T ) = lub({x | T (x) = x}) = lub({x | x ≤ T (x)})

Απόδειξη Θέτουµε F = {x | T (x) = x}, G = {x | T (x) ≤ x}, f = glb(F ) και
g = glb(G).

Για κάθε x ∈ G ισχύει g ≤ x (επειδή g είναι κάτω ϕράγµα του G)
⇒

Για κάθε x ∈ G ισχύει T (g) ≤ T (x) (επειδή T µονοτονική)
⇒

Για κάθε x ∈ G ισχύει T (g) ≤ x (από τον ορισµό του G και τη µεταβατικότητα
της ≤)

Αρα το T (g) είναι κάτω ϕράγµα τουG και επειδή g είναι µέγιστο κάτω ϕράγµα
του G, ισχύει T (g) ≤ g. Συνεπώς g ∈ G.

Η T (g) ≤ g λογω της µονοτονικότητας της T συνεπάγεται ότι T (T (g)) ≤ T (g).
Συνεπώς T (g) ∈ G και επειδή g είναι κάτω ϕράγµα του G, έχουµε g ≤ T (g).

Επειδή η ≤ είναι αντισυµµετρική, από τις T (g) ≤ g και g ≤ T (g) συµπεραί-
νουµε ότι T (g) = g, δηλαδή το g είναι σταθερό σηµείο του T . Συνεπώς g ∈ F .

Αν b είναι ένα σταθερό σηµείο του T , τότε b ∈ G, συνεπώς g ≤ b. `Αρα
g = lfp(T ).

Από τον ορισµό του του f προκύπτει ότι f ≤ g.

Επειδή F ⊆ G και g = glb(G), συµπεραίνουµε ότι το g είναι κάτω ϕράγµα
του F . `Αρα g ≤ f .

Από τις f ≤ g και g ≤ f συµπεραίνουµε ότι g = f .

Η απόδειξη για το gfp(T ) είναι παρόµοια.
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Πόρισµα: ΄Εστω (L,≤) ένα πλήρες δικτυωτό και T µία µονοτονική συνάρτη-
ση από το L στο L. Για κάθε a ∈ L τέτοιο ώστε a ≤ T (a) υπάρχει ένα σταθερό
σηµείο a′ τέτοιο ώστε a ≤ a′ και για κάθε b ∈ L τέτοιο ώστε T (b) ≤ b υπάρχει
ένα σταθερό σηµείο b′ τέτοιο ώστε b′ ≤ b.

Απόδειξη: Επιλέγουµε a′ = gfp(T ) και b′ = lfp(T ).

Ορισµός 4.16 ΄Εστω (L,≤) ένα πλήρες δικτυωτό και T µία µονοτονική συ-
νάρτηση από το L στο L. Ορίζουµε :

• T ↑0 = ⊥

• T ↑α = T (T ↑(α−1)) αν α είναι επόµενος διατακτικός.

• T ↑α = lub{T ↑β | β < α} αν α είναι οριακός διατακτικός.

• T ↓0 = >

• T ↓α = T (T ↓(α−1)) αν α είναι επόµενος διατακτικός.

• T ↓α = glb{T ↓β | β < α} αν α είναι οριακός διατακτικός.

Ειδικότερα:

• T ↑(i+1) = T (T ↑i) για κάθε ϕυσικό αριθµό i.

• T ↑ω = lub{T ↑i | i ϕυσικός αριθµός} όπου ω µικρότερος οριακός διατα-
κτικός, που ταυτίζεται µε το σύνολο των ϕυσικών αριθµών.

Θεώρηµα 4.3 ΄Εστω (L,≤) ένα πλήρες δικτυωτό και T µία µονοτονική συνάρ-
τηση από το L στο L. Τότε ισχύουν τα παρακάτω:

1. για κάθε α, T ↑α ≤ lfp(T )

2. για κάθε α, T ↑α ≤ T ↑(α+1)

3. για κάθε α, γ, αν γ < α τότε T ↑γ ≤ T ↑α

4. για κάθε α, β, αν α < β και T ↑α = T ↑β τότε T ↑α = lfp(T )

5. Υπάρχει ένα α τέτοιο ώστε για κάθε γ, αν α ≤ γ τότε T ↑γ = lfp(T )

Απόδειξη:
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1. Με επαγωγή στους διατακτικούς. Για α = 0 ισχύει : T ↑0 = ⊥ ≤ lfp(T ).
Επαγωγική υπόθεση: έστω ότι ισχύει για όλους τους διατακτικούς β <
α.

• αν ο α είναι επόµενος διατακτικός τότε

T ↑α = T (T ↑(α−1)) ≤ T (lfp(T )) = lfp(T ),

από την επαγωγική υπόθεση, τη µονοτονικότητα της T και την
ιδιότητα του σταθερού σηµείου.

• αν ο α είναι οριακός διατακτικός τότε

T ↑α = lub{T ↑β | β < α} ≤ lfp(T ),

από την επαγωγική υπόθεση και τον ορισµό του lub.

2. Με επαγωγή στους διατακτικούς. Για α = 0 ισχύει : T ↑0 = ⊥ ≤ T ↑1.
Επαγωγική υπόθεση: έστω ότι ισχύει για όλους τους διατακτικούς β <
α.

• αν ο α είναι επόµενος διατακτικός τότε

T ↑α = T (T ↑(α−1)) ≤ T (T ↑α) = T ↑(α+1),

από την επαγωγική υπόθεση και τη µονοτονικότητα της T .
• αν ο α είναι οριακός διατακτικός τότε

T ↑α = lub{T ↑β | β < α}
≤ lub{T ↑(β+1) | β < α}
≤ T (lub{T ↑β | β < α})
= T ↑(α+1)

από την επαγωγική υπόθεση και τη µονοτονικότητα της T .

3. Με επαγωγή στους διατακτικούς. Για α = 0 ισχύει τετριµένα. Επαγωγι-
κή υπόθεση: έστω ότι για όλους τους διατακτικούς β < α ισχύει ότι για
κάθε γ < β, T ↑γ ≤ T ↑β.

• αν ο α είναι επόµενος διατακτικός τότε

T ↑γ ≤ T ↑(α−1) ≤ T ↑α,

από την επαγωγική υπόθεση και το (2).
• αν ο α είναι οριακός διατακτικός τότε

T ↑γ ≤ lub{T ↑β | β < α} = T ↑α,

από την επαγωγική υπόθεση και τον ορισµό του lub.
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4. Λόγω του (3) έχουµε T ↑α ≤ T ↑(α+1) ≤ T ↑β. Επειδή T ↑α = T ↑β, συµπε-
ϱαίνουµε ότι T ↑α = T ↑(α+1) = T (T ↑α). Συνεπώς το T ↑α είναι σταθερό
σηµείο και λόγω του (1) προκύπτει ότι T ↑α = lfp(T ).

5. ΄Εστω ζ ο ελάχιστος διατακτικός µε µεγαλύτερη πληθικότητα από την
πληθικότητα του L. Ορίζουµε τη συνάρτηση h από το ζ στο L µε h(δ) =
T ↑δ. Τότε υπάρχουν α και β τέτοια ώστε α < β και h(α) = h(β), δηλαδή
T ↑α = T ↑β. Από το (4) συµπεραίνουµε ότι T ↑α = lfp(T ). Το Ϲητούµενο
προκύπτει λόγω των (1) και (3).

Θεώρηµα 4.4 ΄Εστω (L,≤) ένα πλήρες δικτυωτό και T µία µονοτονική συνάρ-
τηση από το L στο L. Τότε ισχύουν τα παρακάτω:

1. για κάθε α, gfp(T ) ≤ T ↓α

2. για κάθε α, T ↓(α+1) ≤ T ↓α

3. για κάθε α, γ, αν γ < α τότε T ↓α ≤ T ↓γ

4. για κάθε α, β, αν α < β και T ↓α = T ↓β τότε T ↓α = gfp(T )

5. Υπάρχει ένα α τέτοιο ώστε για κάθε γ, αν α ≤ γ τότε T ↓γ = gfp(T )

Απόδειξη: ΄Οπως το προηγούµενο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.5 ΄Εστω (L,≤) ένα πλήρες δικτυωτό και T µία συνεχής συνάρτη-
ση από το L στο L. Τότε lfp(T ) = T ↑ω.

Απόδειξη: Το σύνολο {T ↑n | n < ω}, είναι κατευθυνόµενο. Συνεπώς

T (T ↑ω) = T (lub{T ↑n | n < ω})
= lub{T (T ↑n) | n < ω}
= lub{T ↑(n+1) | n < ω}
= lub{T ↑n | n < ω}
= T ↑ω

Αρα το T ↑ω είναι σταθερό σηµείο και επιπλέον T ↑ω ≤ lfp(T ). Συνεπώς T ↑ω =
lfp(T ).
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5 Λογικός Προγραµµατισµός

Ορισµός 5.1 ΄Εστω φ µία πρόταση της πρωτοβάθµιας λογικής και {X1, X2, . . . , Xn}
το σύνολο των µεταβλητών που εµφανίζονται ελεύθερες στην φ. Συµβολίζουµε
µε ∀(φ) την πρόταση ∀Q1∀Q2 . . . ∀Qnφ και µε ∃(φ) την πρόταση ∃Q1∃Q2 . . . ∃Qnφ.

Ορισµός 5.2 Ονοµάζουµε literal µία πρόταση η οποία είναι είτε ατοµική πρό-
ταση είτε άρνηση ατοµικής πρότασης. Στην πρώτη περίπτωση το literal λέγεται
ϑετικό, ενώ στη δεύτερη αρνητικό.

Ορισµός 5.3 Ονοµάζουµε clause µία πρόταση της µορφής ∀(L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨
Lm), όπου κάθε Li είναι literal.

Το clause

∀(A1 ∨ . . . ∨Ak ∨ ¬B1 ∨ . . . ∨ ¬Bn)

γράφεται ισοδύναµα

∀((B1 ∧ . . . ∧Bn)→ (A1 ∨ . . . ∨Ak))

Στο πλαίσιο του λογικού προγραµµατισµού, ϑα παριστάνουµε το παραπάνω
clause ως :

A1, . . . , Ak ← B1, . . . , Bn

Ορισµός 5.4 Ονοµάζουµε definite clause µία πρόταση της µορφής :

A← B1, . . . , Bn (n ≥ 0)

Το A ονοµάζεται κεφαλή και το B1, . . . , Bn ονοµάζεται σώµα του clause.

Ορισµός 5.5 Ονοµάζουµε κανόνα ένα definite clause της µορφής :

A← B1, . . . , Bn (n ≥ 1)

Ορισµός 5.6 Ονοµάζουµε µοναδιαίο clause ή γεγονός ένα definite clause της
µορφής :

A←

34



Ορισµός 5.7 Ονοµάζουµε λογικό πρόγραµµα ένα σύνολο από definite clau-
ses.

Ορισµός 5.8 Ονοµάζουµε στόχο ένα clause της µορφής :

← B1, . . . , Bn (n ≥ 1)

Στο συµβολισµό της πρωτοβάθµιας λογικής, ενας στόχος είναι µία πρόταση
της µορφής

∀Q1∀Q2 . . . ∀Qk(¬B1 ∨ . . . ∨ ¬Bn)

που γράφεται ισοδύναµα

¬∃Q1∃Q2 . . . ∃Qk(B1 ∧ . . . ∧Bn)

Ορισµός 5.9 Ονοµάζουµε κενό clause το clause που δεν περιέχει κανένα li-
teral. Το κενό clause συµβολίζεται µε 2.

Ορισµός 5.10 Ονοµάζουµε Horn clause ένα clause που περιέχει ένα το πολύ
ϑετικό literal.

Παρατηρούµε ότι ένα Horn clause είναι κανόνας, γεγονός ή στόχος.

Ορισµός 5.11 (Herbrand Universe) Ονοµάζουµε Herbrand Universe UP ε-
νός λογικού προγράµµατος P το σύνολο των όρων χωρίς µεταβλητές που σχη-
µατίζονται από τα σύµβολα σταθερών και συναρτήσεων που εµφανίζονται στο
P . (Αν το P δεν περιέχει σταθερές προσθέτουµε µία αυθαίρετη σταθερά π.χ. το
0.)

Ορισµός 5.12 (Βάση Herbrand) Ονοµάζουµε ϐάση Herbrand BP ενός λογι-
κού προγράµµατος P το σύνολο των ατοµικών προτάσεων χωρίς µεταβλητές που
σχηµατίζονται από τα σύµβολα κατηγορηµάτων συναρτήσεων που εµφανίζονται
στο P και όρους από το Herbrand Universe UP του P .

Στο πλαίσιο του λογικού προγραµµατισµού ϑα χρησιµοποιούµε τον όρο ερ-
µηνεία (ιντερπρετατιον) αντί για τον όρο µοντέλο. Θα χρησιµοποιούµε τον όρο
µοντέλο του προγράµµατος για µια ερµηνεία που ικανοποιεί όλα τα clauses
του προγράµµατος.
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Ορισµός 5.13 Μία ερµηνεία I των συµβόλων ενός προγράµµατος P ονοµάζε-
ται ερµηνεία Herbrand αν ισχύουν τα παρακάτω:

• |I| = UP

• για κάθε σύµβολο σταθεράς c ισχύει I(c) = c

• για κάθε σύµβολο συνάρτησης n ορισµάτων f , ισχύει I(f)(t1, . . . tn) =
f(t1, . . . tn).

Παρατηρούµε ότι κάθε ερµηνεία Herbrand I

• Απεικονίζει κάθε όρο στον εαυτό του.

• Μπορεί να περιγραφεί ως ένα υποσύνολο της ϐάσης Herbrand, το οποίο
περιέχει την ατοµική πρόταση p(t1, . . . , tn) αν και µόνο αν (t1, . . . , tn) ∈
I(p).

Θεώρηµα 5.1 ΄Εστω S ένα σύνολο από clauses. Αν το S έχει µοντέλο τότε το
S έχει µοντέλο Herbrand.

Απόδειξη: ΄Εστω M ένα µοντέλο του S. Ορίζουµε την ερµηνεία Herbrand:

H = {Q ∈ BS |M |= Q}

Θα δέίξουµε ότι η H είναι µοντέλο του P .

Ας υποθέσουµε ότιH 6|= C, για κάποιοC = ∀(A1∨. . .∨Ak∨¬B1∨. . .∨¬Bn) ∈
S.

Συνεπώς υπάρχει r τέτοιο ώστε

H, r 6|= (A1 ∨ . . . ∨Ak ∨ ¬B1 ∨ . . . ∨ ¬Bn)

που ισοδυναµεί µε

H, r |= (¬A1 ∧ . . . ∧ ¬Ak ∧B1 ∧ . . . ∧Bn)

΄Εστω Ai = p(t1, . . . , tm). Ισχύει H, r 6|= p(t1, . . . , tm).

Αρα (Ĥr(t1), . . . , Ĥr(tm)) = (Ĥ(Ĥr(t1)), . . . , Ĥ(Ĥr(tm))) 6∈ H(p).

Αρα H 6|= p(Ĥr(t1), . . . , Ĥr(tm)).
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Από τον ορισµό του H συµπεραίνουµε ότι M 6|= p(Ĥr(t1), . . . , Ĥr(tm)).

Συνεπώς (M̂(Ĥr(t1)), . . . , M̂(Ĥr(tm))) 6∈M(p).

΄Εστω µία ερµηνεία µεταβλητών s τέτοια ώστε s(x) = M̂(r(x)). Τότε ισχύει
M̂(Ĥr(t)) = M̂s(t) για κάθε όρο t.

Συνεπώς (M̂s(t1), . . . , M̂s(tm)) 6∈M(p) που συνεπάγεται,M, s 6|= p(t1, . . . , tm).

Αρα M, s 6|= Ai. Με ανάλογο τρόπο δείχνουµε ότι M, s |= Bj .

Απο τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι

M, s 6|= (A1 ∨ . . . ∨Ak ∨ ¬B1 ∨ . . . ∨ ¬Bn)

(άτοπο)

Το παραπάνω ϑεώρηµα δεν ισχύει για σύνολα που περιέχουν οποιοδήποτε
σύνολο προτάσεων.

Για παράδειγµα το σύνολο S = {p(a),∃x ¬p(x)} έχει µοντέλο, αλλά δεν έχει
Herbrand µοντέλο.

Θεώρηµα 5.2 ΄Εστω C = ∀(A1 ∨ . . . ∨ Ak ∨ ¬B1 ∨ . . . ∨ ¬Bn) ένα clause
και H µία ερµηνεία Herbrand. Τότε η H ικανοποιεί το C αν και µόνο αν η H
ικανοποιεί όλα τα στιγµιότυπα του C χωρίς µεταβλητές.

Ορισµός 5.14 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα. Συµβολίζουµε µε ground(P )
το ενδεχοµένως άπειρο σύνολο προτάσεων που προκύπτει αν αντικαταστήσουµε
κάθε clause του P µε όλα τα στιγµιότυπα του που δεν έχουν µεταβλητές.

Θεώρηµα 5.3 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα καιM ένα σύνολο µοντέλων
Herbrand του P . Τότε το⋂

M∈M
M

είναι επίσης µοντέλο Herbrand του P .
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Παρατηρούµε ότι η ϐάση Herbrand BP ενός προγράµµατος P είναι µοντέλο
του P .

Συνεπώς το σύνολο που περιέχει όλα τα µοντέλα Herbrand του P είναι µη
κενό.

Η τοµή όλων των µοντέλων Herbrand ενός προγράµµατος είναι το ελάχιστο
(ως προς τη σχέση ⊆) Herbrand µοντέλο του προγράµµατος και συµβολίζεται
µε MP .

Θεώρηµα 5.4 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα. Τότε

MP = {A ∈ BP | P |= A}.

Απόδειξη: ΄Εστω A ∈ BP . Ισχύουν τα παρακάτω:
P |= A
ανν P ∪ {¬A} δεν είναι ικανοποιήσιµο
ανν P ∪ {¬A} δεν έχει µοντέλο Herbrand
ανν για κάθε µοντέλο Herbrand H του P ισχύει H 6|= ¬A
ανν για κάθε µοντέλο Herbrand H του P ισχύει H |= A
ανν για κάθε µοντέλο Herbrand H του P ισχύει A ∈ H
ανν A ∈MP

Παρατηρούµε ότι το διατεταγµένο σύνολο (2BP ,⊆) είναι πλήρες δικτυωτό.
Για κάθε X ∈ 2BP ισχύει lub(X) =

⋃
I∈X I και glb(X) =

⋂
I∈X I. Επιπλέον

> = BP και ⊥ = ∅.

Ορισµός 5.15 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα. Ορίζουµε τον τελεστή TP ως
τη συνάρτηση από το 2BP στο 2BP µε την ιδιότητα :

TP (I) = {A | A← A1, . . . , An ∈ ground(P ) και {A1, . . . , An} ⊆ I}

Θεώρηµα 5.5 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα. Τότε ο τελεστής TP είναι µο-
νοτονικός.

Θεώρηµα 5.6 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα. Τότε ο τελεστής TP είναι συ-
νεχής.
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Απόδειξη: ΄Εστω X ένα κατευθυνόµενο υποσύνολο του 2BP . Ισχύουν τα πα-
ϱακάτω:

A ∈ TP (lub(X))

ανν A← A1, . . . , An ∈ ground(P ) και {A1, . . . , An} ⊆ lub(X)

ανν A← A1, . . . , An ∈ ground(P ) και {A1, . . . , An} ⊆
⋃
I∈X I

ανν A← A1, . . . , An ∈ ground(P )
και για κάθε i υπάρχει Ii ∈ X τ.ω. Ai ∈ Ii

ανν A← A1, . . . , An ∈ ground(P ) και {A1, . . . , An} ⊆ J , για κάποιο J ∈ X

ανν A ∈ TP (J), για κάποιο J ∈ X

ανν A ∈ lub({TP (I) | I ∈ X}).

Θεώρηµα 5.7 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα και I µία ερµηνεία Herbrand
του P . Τότε η I είναι µοντέλο του P αν και µόνο αν TP (I) ⊆ I.

Απόδειξη: Ισχύουν τα παρακάτω:
Η I είναι µοντέλο του P
ανν είναι µοντέλο του ground(P )
ανν για κάθε A← A1, . . . , An ∈ ground(P ) αν {A1, . . . , An} ⊆ I τότε A ∈ I
ανν TP (I) ⊆ I.

Θεώρηµα 5.8 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα. Τότε MP = lfp(TP ) = T ↑ωP

Απόδειξη: Ισχύουν τα παρακάτω:

MP = glb{H | H είναι µοντέλο Herbrand του P}
= glb{H | TP (H) ⊆ H}
= lfp(TP )

= T ↑ωP

Σηµειώνεται ότι ενδέχεται για κάποιο πρόγραµµα P να ισχύει gfp(TP ) 6= T ↓ωP .
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Ορισµός 5.16 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα και G ένας στόχος. Μία α-
πάντηση για το P ∪ {G} είναι µία αντικατάσταση η οποία περιλαµβάνει µόνο
µεταβλητές από το G.

Ορισµός 5.17 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα, G =← A1, . . . , Ak ένας στό-
χος και θ µία απάντηση για το P ∪ {G}. Η θ ονοµάζεται ορθή απάντηση για το
P ∪ {G} αν P |= ∀((A1 ∧ . . . ∧Ak)θ).

Η θ είναι ορθή απάντηση για το P ∪ {G} αν P ∪ {¬∀((A1 ∧ . . .∧Ak)θ)} είναι
µη ικανοποιήσιµο σύνολο προτάσεων.

Αν η θ είναι ορθή απάντηση για το P ∪ {G} τότε η πρόταση

∀((A1 ∧ . . . ∧Ak)θ)

άληθεύει σε όλα το µοντέλα του P , συνεπώς και στο MP .

Υπάρχουν ωστόσο προτάσεις που αληθεύουν στο MP , αλλα δεν είναι λογικές
συνέπειες του P . Αυτό οφείλεται στο ότι το MP έχει οριστεί µε ϐάση µονο τα
µοντέλα Herbrand του P .

Παράδειγµα 5.1 ΄Εστω P = {p(a)←}.

Τότε UP = {a} και MP = {p(a)}.

Συνεπώς MP |= ∀X (p(X)ε).

Ωστόσο η ε δεν είναι ορθή απάντηση για το P ∪ {← p(X)}, καθώς ∀X (p(X)ε)
δεν είναι λογική συνέπεια του P .

Παρατηρούµε ότι το P ∪{¬∀X (p(X)ε)} δεν έχει µοντέλο Herbrand, είναι όµως
ικανοποιήσιµο.

Θεώρηµα 5.9 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα, G =← A1, . . . , Ak ένας στό-
χος και θ µία ορθή απάντηση για το P ∪{G} τέτοια ώστε (A1∧. . .∧Ak)θ) να µην
περιέχει µεταβλητές. Η θ είναι ορθή απάντηση ανν MP |= (A1 ∧ . . . ∧Ak)θ).

Απόδειξη: Η µία κατεύθυνση προκύπτει από τον ορισµό της ορθής απάντη-
σης.
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Για την άλλη κατεύθυνση ισχύουν τα παρακάτω:

MP |= (A1 ∧ . . . ∧Ak)θ
ανν για κάθε µοντέλο Herbrand H του P ισχύει H |= (A1 ∧ . . . ∧Ak)θ
ανν για κάθε µοντέλο Herbrand H του P ισχύει H 6|= ¬(A1 ∧ . . . ∧Ak)θ
ανν P ∪ {¬(A1 ∧ . . . ∧Ak)θ} δεν έχει µοντέλο Herbrand
ανν P ∪ {¬(A1 ∧ . . . ∧Ak)θ} δεν είναι ικανοποιήσιµο
ανν P |= (A1 ∧ . . . ∧Ak)θ
ανν η θ είνα ορθή απάντηση.

Ορισµός 5.18 ΄Εστω G =← A1, . . . , Am, . . . , Ak ένας στόχος, C = A ←
B1, . . . , Bq ένα definite clause και θ ένας πιο γενικός ταυτοποιητής των Am και
A. Τότε λέµε ότι ο στόχος G′ = (← A1, . . . , B1, . . . , Bq, . . . , Ak)θ παράγεται
από ταG και C µε χρήση του θ. ΤοAm ονοµάζεται επιλεγµένη ατοµική πρόταση
του G.

Ορισµός 5.19 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα και G ένας στόχος. Μία SLD-
παραγωγή του P ∪{G} αποτελείται από µία (πεπερασµένη ή άπειρη) ακολουθία
G0 = G,G1, G2, . . . απο στόχους, µία ακολουθία C1, C2, . . . από παραλλαγές
προτάσεων του προγράµµατος P και µία ακολουθία θ1, θ2, . . . από αντικαταστά-
σεις τέτοια ώστε :

• το Ci να µην περιέχει καµία µεταβλητή που περιέχεται σε κάποιο από τα
C1 . . .Ci−1 και G1 . . .Gi−1.

• το Gi+1 να παράγεται από τα Gi και Ci+1 µε χρήση της θi+1.

Ορισµός 5.20 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα και G ένας στόχος. Μία πε-
περασµένη SLD-παραγωγή για το P ∪ {G} τέτοια ώστε Gn = 2 ονοµάζεται
SLD-αντίκρουση µήκους n.

Ορισµός 5.21 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα και G ένας στόχος. Μία µη
περιορισµένη SLD-παραγωγή για το P ∪ {G} ορίζεται παρόµοια µε την SLD-
παραγωγή, µε τη διαφορά ότι τα θi επιτρέπεται να είναι οποιοιδήποτε ταυτοποι-
ητές (όχι απαραίτητα πιο γενικοί).

Ορισµός 5.22 Μία SLD-παραγωγή µπορεί να είναι πεπερασµένη ή άπειρη.
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Μία πεπερασµένη SLD-παραγωγή είναι επιτυχηµένη αν είναι SLD-αντίκρουση.

Μία πεπερασµένη SLD-παραγωγή είναι αποτυχηµένη αν δεν τελειώνει µε το
2 και δεν µπορεί να επεκταθεί.

Ορισµός 5.23 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα. Το σύνολο επιτυχίας του P
είναι το σύνολο όλων των A ∈ BP για τα οποία υπάρχει SLD-αντίκρουση του
P ∪ {← A}.

Ορισµός 5.24 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα και G ένας στόχος. Μία α-
ντικατάσταση θ ονοµάζεται υπολογιζόµενη απάντηση για P ∪ {G} αν είναι ο
περιορισµός της σύνθεσης θ1 · · · θn στις µεταβλητές του G, όπου θ1, . . . , θn είναι
η ακολουθία των αντικαταστάσεων σε µία SLD-αντίκρουση του P ∪ {G}.

Θεώρηµα 5.10 (Ορθότητα της SLD-resolution) ΄Εστω P ένα λογικό πρό-
γραµµα και G ένας µη κενός στόχος. Τότε κάθε υπολογιζόµενη απάντηση για
το P ∪ {G} είναι και ορθή απάντηση για το P ∪ {G}.

Απόδειξη: ΄Εστω G =← A1, . . . , Am, . . . , Ak. ΄Εστω θ1, . . . , θn η ακολουθία
των αντικαταστάσεων σε µία SLD-αντίκρουση του P ∪ {G} και θ η υπολογιζό-
µενη απάντηση από αυτή την SLD-αντίκρουση.

Η θ είναι ο περιορισµός της σύνθεσης θ1 · · · θn στις µεταβλητές του G.
Συνεπώς (A1, . . . , Am, . . . , Ak)θ1 · · · θn = (A1, . . . , Am, . . . , Ak)θ.

Αρκεί να δείξουµε ότι P |= ∀((A1, . . . , Am, . . . , Ak)θ1 · · · θn). Η απόδειξη ϑα
γίνει µε επαγωγή στο µήκος n της αντίκρουσης.

΄Εστω n = 1. Παρατηρούµε ότι αν ο στόχος αποτελείται από k literal και ο
κανόνας που χρησιµοποιείται σε κάποιο ϐήµα έχει q literal στο σώµα, τότε ο
νέος στόχος ϑα έχει k − 1 + q literal. Για να είναι η παραπάνω ποσότητα ίση
µε 0, υποθέτωντας ότι k 6= 0, ϑα πρέπει να ισχύει G =← A1, C1 = A ← και
A1θ1 = Aθ1.

Αρα A1θ1 ← είναι στιγµιότυπο µιας πρότασης του προγράµµατος. Συνεπώς
P |= ∀(A1θ1).

΄Εστω ότι ο ισχυρισµός ισχύει για αντικρούσεις µήκους µικρότερου του n. ΄Ε-
στω C1 = A← B1, . . . , Bq και Am η επιλεγµένη ατοµική πρόταση στο πρώτο

42



ϐήµα της αντίκρουσης.

Τότε G1 =← (A1, . . . , B1, . . . , Bq, . . . , Ak)θ1. Απο επαγωγική υπόθεση ισχύ-
ει :

P |= ∀(((A1 ∧ . . . ∧Am−1 ∧B1 ∧ . . . ∧Bq ∧Am+1 . . . ∧Ak)θ1)θ2 . . . θn)

Συνεπώς

P |= ∀(((B1 ∧ . . . ∧Bq)θ1)θ2 . . . θn)

Επιπλέον

P |= ∀(((A← B1 ∧ . . . ∧Bq)θ1)θ2 . . . θn)

Συνεπώς P |= ∀((Aθ1)θ2 . . . θn) ή ισοδύναµα P |= ∀((Amθ1)θ2 . . . θn).

Επίσης

P |= ∀(((A1 ∧ . . . ∧Am−1 ∧Am+1 . . . ∧Ak)θ1)θ2 . . . θn)

Από τις δύο τελευταίες προκύπτει ότι

P |= ∀(((A1 ∧ . . . ∧Am−1 ∧Am ∧Am+1 . . . ∧Ak)θ1)θ2 . . . θn)

Πόρισµα: Το σύνολο επιτυχίας ενός προγράµµατος είναι υποσύνολο του ε-
λάχιστου µοντέλου Herbrand του προγράµµατος.

Ορισµός 5.25 ΄Εστω A µία ατοµική πρότση. Συµβολίζουµε µε [A] το σύνολο
όλων των στιγµιοτύπων χωρίς µεταβλητές του A.

Θεώρηµα 5.11 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα G =← A1, . . . , Ak ένας στό-
χος. ΄Εστω ότι το P ∪{G} έχει µία SLD-αντίκρουση µήκους n και θ1, . . . , θn η α-
κολουθία των αντικαταστάσεων στην αντίκρουση αυτή. Τότε

⋃k
j=1[Ajθ1 . . . θn] ⊆

T ↑nP .

Απόδειξη: Με επαγωγή στο µήκος της SLD-αντίκρουσης.

Για n = 1, ϑα πρέπει να ισχύει G =← A1, C1 = A← και A1θ1 = Aθ1. Ισχύει
[A] ⊆ T ↑1P που συνεπάγεται [Aθ1] = [A1θ1] ⊆ T ↑1P .

΄Εστω ότι ο ισχυρισµός ισχύει για αντικρούσεις µήκους µικρότερου του n.
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Αν Aj δεν είναι η επιλεγµένη ατοµική πρόταση στο πρώτο ϐήµα της αντί-
κρουσης, τότε Ajθ1 είναι µία ατοµική πρόταση του G1. Από την επαγωγική
υπόθεση έχουµε [(Ajθ1)θ2 . . . θn] = [Ajθ1θ2 . . . θn] ⊆ T ↑n−1

P ⊆ T ↑nP .

Αν Aj είναι η επιλεγµένη ατοµική πρόταση στο πρώτο ϐήµα τότε έστω C1 =
A← B1, . . . , Bq. Συνεπως Ajθ1 = Aθ1.

Αν q = 0 τότε [A] ⊆ T ↑1P . Συνεπώς [Ajθ1 . . . θn] ⊆ [Ajθ1] = [Aθ1] ⊆ [A] ⊆
T ↑1P ⊆ T

↑n
P .

Αν q > 0 τότε για κάθε i, 1 ≤ i ≤ q, Biθ1 είναι µία ατοµική πρόταση του
G1. Από την επαγωγική υπόθεση έχουµε [(Biθ1)θ2 . . . θn] = [Biθ1θ2 . . . θn] ⊆
T ↑n−1
P .

Από τον ορισµό του TP προκύπτει ότι [Ajθ1θ2 . . . θn] = [Aθ1θ2 . . . θn] ⊆ T ↑nP .

Λήµµα 5.1 (Mgu-Lemma) ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα,G ένας στόχος και
έστω ότι το P ∪ {G} έχει µία µη περιορισµένη SLD-αντίκρουση µε ακολουθία
των αντικαταστάσεων θ1, . . . , θn. Τότε το P ∪ {G} έχει µία SLD-αντίκρουση µε
ακολουθία των αντικαταστάσεων θ′1, . . . , θ

′
n, τέτοια ώστε θ1 . . . θn = θ′1 . . . θ

′
nγ,

για κάποια αντικατάσταση γ.

Απόδειξη: Με επαγωγή στο µήκος της µη περιορισµένης SLD-αντίκρουσης.

Για n = 1, ϑα πρέπει να ισχύει G =← A1, C1 = A ← και A1θ1 = Aθ1.
΄Εστω θ′1 ένας πιο γενικός ταυτοποιητής των A1 και A. Χρησιµοποιώντας τον
θ′1 µπορούµε να σχηµατίσουµε µία SLD-αντίκρουση µήκους 1 του P ∪ {G}.
Επιπλέον, υπάρχει γ τέτοιο ώστε θ1 = θ′1γ (αφού θ′ είναι πιο γενικός ταυτοπο-
πιητής).

΄Εστω ότι ο ισχυρισµός ισχύει για αντικρούσεις µήκους µικρότερου του n.

΄Εστω µία µη περιορισµένη SLD-αντίκρουση του P ∪ {G} στην οποία η ακο-
λουθία στόχων είναι G0 = G,G1, G2 . . . , Gn. ΄Εστω C1 = A ← B1, . . . , Bq
και Am η επιλεγµένη πρόταση στο πρώτο ϐήµα. ΄Εστω θ′1 ένας πιο γενικός
ταυτοποιητής των Am και A. Συνεπώς υπάρχει µία αντικατάσταση σ τέτοια
ώστε θ1 = θ′1σ.

Χρησιµοποιώντας τις αντικαταστάσεις θ′1, σθ2, . . . , θn µπορούµε να σχηµατί-
σουµε µία µή περιορισµένη SLD-αντίκρουση του P ∪ {G}, µε ακολουθία
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στόχων G0 = G,G′1, G2, . . . , Gn.

Από επαγωγική υπόθεση το P ∪ {G′1}, έχει µία SLD-αντίκρουση µε ακολου-
ϑία αντικαταστάσεων θ′2, . . . , θ

′
n τέτοια ώστε σθ2 . . . θn = θ′2 . . . θ

′
nγ, για κάποια

αντικατάσταση γ.

Συνεπώς το P ∪{G}, έχει µία SLD-αντίκρουση µε ακολουθία αντικαταστάσεων
θ′1, θ

′
2, . . . , θ

′
n τέτοια ώστε θ1θ2 . . . θn = θ′1σθ2 . . . θn = θ′1θ

′
2 . . . θ

′
nγ.

Λήµµα 5.2 (Lifting-Lemma) ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα, G ένας στό-
χος και θ µία αντικατάσταση. ΄Εστω επίσης ότι το P ∪ {Gθ} έχει µία SLD-
αντίκρουση µε ακολουθία των αντικαταστάσεων θ1, . . . , θn. Τότε το P ∪ {G}
έχει µία SLD-αντίκρουση µε ακολουθία των αντικαταστάσεων θ′1, . . . , θ

′
n, τέτοια

ώστε θθ1 . . . θn = θ′1 . . . θ
′
nγ, για κάποια αντικατάσταση γ.

Απόδειξη: ΄Εστω C1 = A ← B1, . . . , Bq και Am η επιλεγµένη πρόταση στο
πρώτο ϐήµα της SLD-αντίκρουσης του P ∪ {Gθ}.

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι η θ δεν περιέχει
αντικατάσταση για καµία µεταβλητή του C1.

Συνεπώς θθ1 είναι ένας ταυτοποιητής των A και Am. Επιπλέον Aθθ1 = Aθ1.

Χρησιµοποιώντας τις αντικαταστάσεις θθ1, θ2, . . . , θn µπορούµε να σχηµατί-
σουµε µία µή περιορισµένη SLD-αντίκρουση του P ∪{G} (στην οποία η ακο-
λουθία των στόχων είναι η ίδια µε αυτή της SLD-αντίκρουσης του P ∪ {Gθ}
µε εξαίρεση τον αρχικό στόχο).

Το λήµµα προκύπτει άµεσα µε εφαρµογή του mgu-lemma.

Θεώρηµα 5.12 Το σύνολο επιτυχίας ενός προγράµµατος ισούται µε το ελάχι-
στο µοντέλο Herbrand του προγράµµατος.

Απόδειξη: Η µία κατεύθυνση έχει ήδη αποδειχτεί.

Θα δείξουµε µε επαγωγή στο n ότι το T ↑nP είναι υποσύνολο του συνόλου επι-
τυχίας. Το Ϲητούµενο προκύπτει άµεσα καθώς για κάθε πρόγραµµα P ισχύει
MP = T ↑ωP =

⋃
n<ω T

↑n
P .
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Για n = 0 ισχύει τετριµένα, καθώς T ↑0P = ∅.

΄Εστω ότι ισχύει για κάθε i < n. ΄Εστω A ∈ T ↑nP . Συνεπώς υπάρχει ένα clause
H ← B1, . . . , Bq στο πρόγραµµα και µία αντικατάσταση θ τέτοια ώστεA = Hθ

και Bjθ ∈ T ↑(n−1)
P , για κάθε j, 1 ≤ j ≤ n.

Αν q = 0, τότε προφανώς υπάρχει µία SLD-αντίκρουση του P∪{← A} µήκους
1.

Αν q > 0, τότε από επαγωγική υπόθεση υπάρχει µία SLD-αντίκρουση του
P ∪ {← Bjθ} για κάθε j.

Επειδή τα Bjθ δεν περιέχουν µεταβλητές, οι παραπάνω SLD-αντικρούσεις
µπορούν να συνδυαστούν σε µία SLD-αντίκρουση του P ∪{← (B1, . . . , Bq)θ}.

Η παραπάνω µπορεί να επεκταθεί µε ένα αρχικό ϐήµα στο οποίο χρησιµο-
ποιείτε η αντικατάσταση θ σε µία (ενδεχοµένως µη περιρισµένη - αφού ο θ δεν
είναι απαραίτητα πιο γενικός ταυτοποιητής) SLD-αντίκρουση του P ∪{← A}.

Λήµµα 5.3 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα και A µία ατοµική πρόταση τέτοια
ώστε P |= ∀(A). Τότε υπάρχει µία SLD-αντίκρουση του P ∪ {← A} στην οποία
η υπολογιζόµενη απάντηση είναι η ταυτοτική αντικατάσταση.

Απόδειξη: ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn οι µεταβλητές που εµφανίζονται στην A.

΄Εστω a1, a2, . . . , an διακριτές σταθερές οι οποίες δεν εµφανίζονται ούτε στο P
ούτε στην A.

΄Εστω θ = {X1/a1, X2/a2, . . . Xn/an}. Ισχύει P |= Aθ, συνεπώς µε ϐάση το
προηγούµενο ϑεώρηµα υπάρχει µία SLD-αντίκρουση του P ∪{← Aθ}. Επει-
δή η πρόταση Aθ δεν περιέχει µεταβλητές η υπολογιζόµενη απάντηση στην
παραπάνω SLD-αντίκρουση είναι η ταυτοτική αντικατάσταση.

Επειδή οι σταθερές ai δεν εµφανίζονται ούτε στο P ούτε στην A µπορούµε
να µπορούµε να µετατρέψουµε την παραπάνω SLD-αντίκρουση σε µία SLD-
αντίκρουση του P ∪{← A}, αντικαθιστώντας τις σταθερές a1, a2, . . . , an µε τις
µεταβλητές X1, X2, . . . , Xn.
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Θεώρηµα 5.13 (Πληρότητα της SLD-resolution) ΄Εστω P ένα λογικό πρό-
γραµµα και G ένας στόχος. Για κάθε ορθή απάντηση θ για το P ∪ {G} υπάρχει
µία υπολογιζόµενη απάντηση σ για το P ∪{G} τέτοια ώστε η θ να ισούται µε τον
περιορισµό της σγ, για κάποια αντικατάσταση γ.

Απόδειξη: ΄Εστω G =← A1, A2, . . . , Ak και έστω θ ορθή απάντηση.

Τότε P |= ∀((A1 ∧A2 ∧ . . . ∧Ak)θ).

Από το προηγούµενο λήµµα, για κάθε i, 1 ≤ i ≤ k, υπάρχει µία SLD-
αντίκρουση του P ∪ {← Aiθ} µε υπολογιζόµενη απάντηση την ταυτοτική.

Συνδυάζοντας τις παραπάνω SLD-αντικρούσεις µπορούµε να σχηµατίσουµε
µία µία SLD-αντίκρουση του P ∪ {Gθ} µε υπολογιζόµενη απάντηση την ταυ-
τοτική.

΄Εστω θ1, θ2, . . . , θn η ακολουθία των αντικαταστάσεων στην παραπάνω SLD-
αντίκρουση του P ∪ {Gθ}.

Ισχύει (Gθ)(θ1θ2 . . . θn) = Gθ. Συνεπώς ο περιορισµός της θθ1θ2 . . . θn στις
µεταβλητές του G είναι η θ.

Επίσης, από το lifting lemma υπάρχει µία SLD-αντίκρουση του P ∪{G} µε α-
κολουθία αντικαταστάσεων θ′1, θ

′
2, . . . , θ

′
n, τέτοια ώστε θθ1θ2 . . . θn = θ′1θ

′
2 . . . θ

′
nγ

για κάποια αντικατάσταση γ.

Η υπολογιζόµενη απάντηση στην SLD-αντίκρουση του P ∪ {G} είναι ο περιο-
ϱισµός σ της θ′1θ

′
2 . . . θ

′
n στις µεταβλητές του G.

Αν στη σχέση θθ1θ2 . . . θn = θ′1θ
′
2 . . . θ

′
nγ πάρουµε τον περιορισµό των δύο

µελών στις µεταβλητές του G προκύπτει ότι η θ ισούται µε τον περιορισµό της
σγ στις µεταβλητές του G.

6 Λογικά Προγράµµατα µε ΄Αρνηση

Ο τρόπος µε τον οποίο έχουµε ορίσει την ορθή απάντηση δεν µας επιτρέπει να
χειριστούµε στόχους που περιέχουν αρνητικά literal.

΄Εστω P είναι ένα λογικό πρόγραµµα και A µία ατοµική πρόταση από τη ϐά-
ση Herbrand BP . Επειδή η BP είναι Herbrand µοντέλο του P , το σύνολο
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P ∪ {A} είναι ικανοποιήσιµο. Συνεπώς P 6|= ¬A.

Αρα δεν µπορούµε ποτέ να εξάγουµε το συµπέρασµα ότι ένα αρνητικό literal
αποτελεί λογική συνέπεια ενός προγράµµατος.

Παράδειγµα: ΄Εστω το παρακάτω πρόγραµµα P :
worldCupWinner(uruguay,1930)←
worldCupWinner(italy,1934)←
worldCupWinner(italy,1938)←
worldCupWinner(uruguay,1950)←
worldCupWinner(westgermany,1954)←
worldCupWinner(brazil,1958)←
worldCupWinner(brazil,1962)←
worldCupWinner(england,1966)←
worldCupWinner(brazil,1970)←
worldCupWinner(westgermany,1974)←
worldCupWinner(argentina,1978)←
worldCupWinner(italy,1982)←
worldCupWinner(argentina,1986)←
worldCupWinner(westgermany,1990)←
worldCupWinner(brazil,1994)←
worldCupWinner(france,1998)←
worldCupWinner(brazil,2002)←
worldCupWinner(italy,2006)←

Παρ’οτι κοιτώντας το παραπάνω πρόγραµµα ϑα µπορούσαµε να εξάγουµε ως
συµπέρασµα ότι οι παρακάτω προτάσεις αληθεύουν
¬ worldCupWinner(greece,2010)←
¬ worldCupWinner(hungary,1954)←
¬ worldCupWinner(italy,1899)←

αυτές οι προτάσεις δεν αποτελούν λογικές συνέπειες του προγράµµατος.

Ο Reiter πρότεινε την υπόθεση του κλειστού κόσµου (ςλοσεδ ωορλδ ασσυµ-
πτιον) σύµφωνα µε την οποία αν µία ατοµική πρόταση A ∈ BP πρόταση δεν
είναι λογική συνέπεια του P τότε µπορούµε να εξάγουµε ως συµπέρασµα τη
¬A.

Σύµφωνα µε την υπόθεση του κλειστού κόσµου ένα literal χωρίς µεταβλητές
L εξάγεται ως συµπέρασµα από ένα πρόγραµµα P ανν MP |= L, όπου MP το
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ελάχιστο Herbrand µοντέλο του P .

(για απλούστευση της περιγραφής υποθέτουµε ότι όλες οι σταθερές και τα συ-
ναρτησιακά σύµβολα του L εµφανίζονται και στο P ).

Με την παραπάνω προσέγγιση µπορούµε να εξάγουµε ως συµπέρασµα µε
ϐάση ένα πρόγραµµα P οποιαδήποτε αρνητικό literal χωρίς µεταβλητές ¬A
τέτοιο ώστε A ∈ BP −MP .

Στο λογικό προγραµµατσµό χρησιµοποιούµε την άρνηση ως αποτυχία : η α-
ποτυχία απόδειξης της πρότασης A ∈ BP συνιστά απόδειξη της ¬A.

Στη συνέχεια ϑα δούµε πώς µπορεί να οριστεί η σηµασιολογία ενός προγράµ-
µατος, ώστε να µπορούµε να χειριστούµε στόχους που περιέχουν αρνητικά
literals.

Επίσης ϑα διευρύνουµε την έννοια του λογικού προγράµµατος, ώστε να επι-
τρέπεται η ύπαρξη αρνητικών literals στο σώµα των κανόνων.

Ορισµός 6.1 Ονοµάζουµε λογικό πρόγραµµα µε άρνηση ένα σύνολο προτάσε-
ων της µορφής :

A← B1, . . . , Bm,¬C1, . . . ,¬Cn, (m,n ≥ 0)

όπου Bi και Cj είναι ατοµικές προτάσεις.

Ο ῝λαρκ πρότεινε τη χρήση της συµπλήρωσης comp(P ) ενός προγράµµατος
P µε άρνηση αντί του ίδιου του P , κατά τον ορισµό της ορθής απάντησης.

Η συµπλήρωση ενός προγράµµατος οµαδοποιεί του κανόνες που έχουν ως
κεφαλή ατοµικές προτάσεις που σχηµατίζονται µε το ίδιο σύµβολο κατηγορή-
µατος (χρησιµοποιώντας διαζευξη στο σώµα) και µετατρέπει τα← σε↔.

Με τον παραπάνω τρόπο για κάθε σύµβολο κατηγορήµατος σχηµατίζεται µία
πρόταση που αποτελεί το συµπληρωµένο ορισµό του κατηγορήµατος.

Η συµπλήρωση ενός προγράµµατος comp(P ) αποτελείται από τους συµπλη-
ϱωµένους ορισµους όλων των κατηγορηµάτων, µαζί µε ένα σύνολο αξιωµάτων
για την ισότητα.
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Παράδειγµα 6.1 ΄Εστω το παρακάτω πρόγραµµα P :
p(a)←
p(b)←
q(c)←

Οι ορισµοί των p, q στο comp(P ) είναι :

∀(p(X)↔ (X = a) ∨ (X = b))
∀(q(X)↔ (X = c))

Παρατηρούµε ότι comp(P ) |= ¬p(c), ενώ αντίθετα P 6|= ¬p(c)

Παράδειγµα 6.2 ΄Εστω το παρακάτω πρόγραµµα P :
p(a)←
q(b)←
r(Y )← ¬p(Y )

Οι ορισµοί των p, q, r στο comp(P ) είναι :

∀(p(X)↔ (X = a))
∀(q(X)↔ (X = b))
∀(r(X)↔ ∃Y (X = Y ) ∧ ¬p(Y ))

Παρατηρούµε ότι comp(P ) |= r(b), ενώ αντίθετα P 6|= r(b)

Παράδειγµα 6.3 ΄Εστω το παρακάτω πρόγραµµα P :

nat(0)←
nat(s(Z))← nat(Z)

Ο ορισµός του nat στο comp(P ) είναι :

∀(nat(X)↔ (X = 0) ∨ ∃Z (X = s(Z)) ∧ nat(Z))

Παρατηρούµε ότι comp(P ) |= ¬nat(mickeymouse), ενώ αντίθετα
P 6|= ¬nat(mickeymouse)

Παράδειγµα 6.4 ΄Εστω το παρακάτω πρόγραµµα P :
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even(0)←
even(s(Z))← ¬even(Z)

Ο ορισµός του even στο comp(P ) είναι :

∀(even(X)↔ (X = 0) ∨ ∃Z (X = s(Z)) ∧ ¬even(Z))

Παρατηρούµε ότι comp(P ) |= ¬even(s(0)), ενώ αντίθετα P 6|= ¬even(s(0))

Ορισµός 6.2 ΄Εστω ένα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση P και έστω ένα κατη-
γόρηµα p που εµφανίζεται στο P . Ο συµπληρωµένος ορισµός του p σχηµατίζεται
µε την παρακάτω διαδικασία :

• επιλέγονται n µεταβλητές X1, X2, . . . , Xn που δεν εµφανίζονται στο P ,
όπου n το πλήθος ορισµάτων του p.

• κάθε πρόταση του προγράµµατος της µορφής p(t1, . . . , tn) ← L1, . . . , Lk
(όπου Li ϑετικό ή αρνητικό literal) µετασχηµατίζεται στην ισοδύναµη πρό-
ταση
p(X1, . . . , Xn)← ∃Y1 . . . ∃Ym((X1 = t1)∧. . .∧(Xn = tn)∧L1∧. . .∧Lk)
όπου Y1 . . . Ym οι µεταβλητές που εµφανίζονται στην αρχική πρόταση.

• έστω ότι οι προτάσεις που πρέκυψαν από το προηγούενο ϐήµα και έχουν
στην κεφαλή το p είναι :

p(X1, . . . , Xn)← φ1

. . .

p(X1, . . . , Xn)← φs

Τότε ο συµπληρωµένος ορισµός του p είναι :

∀X1 . . . ∀X1(p(X1, . . . , Xn)↔ φ1 ∨ . . . ∨ φs)

Ορισµός 6.3 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση. Η συµπλήρωση
comp(P ) του P είναι το σύνολο προτάσεων που περιέχει :

• Το συµπληρωµένο ορισµό για καθε σύµβολο κατηγορήµατος που εµφανί-
Ϲεται στο P

• Τα παρακάτω αξιώµατα τη ισότητας :
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1. ¬(c = d) για κάθε Ϲεύγος διαφορετικών σταθερών c, d.

2. ∀(¬(f(X1, . . . , Xm) = g(Y1, . . . , Yn))) για κάθε Ϲεύγος διαφορετι-
κών συµβόλων συναρτήσεων f, g.

3. ∀(¬(f(X1, . . . , Xm) = c)) για κάθε σύµβολο σταθεράς c και σύµβο-
λο συνάρτησης f .

4. ∀(¬(t = X)) για κάθε όρο t διαφορετικό της X που περιέχει την X.

5. ∀(¬(X1 = Y1)∨. . .∨¬(Xn = Yn)→ ¬(f(X1, . . . , Xn) = f(Y1, . . . , Yn)))
για κάθε σύµβολο συνάρτησης f .

6. ∀(X = X)

7. ∀((X1 = Y1)∧ . . .∧ (Xn = Yn)→ f(X1, . . . , Xn) = f(Y1, . . . , Yn))
για κάθε σύµβολο συνάρτησης f .

8. ∀((X1 = Y1)∧. . .∧(Xn = Yn)→ (p(X1, . . . , Xn)→ p(Y1, . . . , Yn)))
για κάθε σύµβολο κατηγορήµατος p (συµπεριλαµβανοµένου του =).

Στη συνέχεια δίνουµε ορισµένα παραδείγµατα από τα οποία ϕαίνονται τα αρ-
νητικά σηµεία της παραπάνω προσέγγισης :

Παράδειγµα 6.5 ΄Εστω το παρακάτω πρόγραµµα P :

p(a)← ¬q(a),¬p(a)

Οι ορισµοί των p, q στο comp(P ) είναι :

∀(p(X)↔ (X = a) ∧ ¬q(a) ∧ ¬p(a))
∀(q(X)↔ false).

Το παραπάνω σύνολο προτάσεων είναι µη ικανοποιήσιµο, συνεπώς έχει ως λο-
γικές συνέπειες όλες τις προτάσεις !

΄Εστω ότι στο πρόγραµµα P προσθέσουµε την πρόταση

q(a)← q(a)

η οποία ϕαινοµενικά είναι άνευ σηµασίας, αφού δεν περιέχει καµία πληροφο-
ϱία. Συνεπώς ϑα περιµέναµε το νέο πρόγραµµα P ′ να έχει την ίδια σηµασία µε
το P . Ωστόσο οι ορισµοί των p, q στο comp(P ′) είναι :

∀(p(X)↔ (X = a) ∧ ¬q(a) ∧ ¬p(a))
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∀(q(X)↔ (X = a) ∧ q(a)).

Το παραπάνω σύνολο προτάσεων έχει ένα µοναδικό Herbrand µοντέλο H ′ =
{q(a)}.

Αν στο πρόγραµµα P προσθέσουµε την πρόταση

p(a)← p(a)

τότε οι ορισµοί των p, q στο comp(P ′′) (όπου P ′′ το πρόγραµµα που προκύπτει
είναι):

∀(p(X)↔ ((X = a) ∧ ¬q(a) ∧ ¬p(a)) ∨ ((X = a) ∧ p(a)))
∀(q(X)↔ false).

Το παραπάνω σύνολο προτάσεων έχει ένα µοναδικό Herbrand µοντέλο H ′′ =
{p(a)}.

Παράδειγµα 6.6 ΄Εστω το παρακάτω πρόγραµµα P :

nat(0)←
nat(s(Z))← nat(Z)
nat(Z)← nat(Z)

Ο ορισµός του nat στο comp(P ) είναι :

∀(nat(X)↔
(X = 0) ∨ ∃Z ((X = s(Z)) ∧ nat(Z)) ∨ ∃Z ((X = Z) ∧ nat(Z)))

Παρατηρούµε ότι comp(P ) 6|= ¬nat(mickeymouse). Συνεπώς και σ΄ αυτό το
παράδειγµα η εισαγωγή του τρίτου κανόνα αλλοίωσε τη σηµασία του προγράµ-
µατος.

Παράδειγµα 6.7 ΄Εστω το παρακάτω πρόγραµµα P :

edge(a, b)←
edge(c, d)←
edge(d, c)←
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reachable(a)←
reachable(Z)← reachable(Y ), edge(Y, Z)

Με ϐάση το παραπάνω προγράµµατος ϑα περιµέναµε ότι ϑα µπορούσαµε να
εξάγουµε το συµπέρασµα ότι οι προτάσεις ¬reachable(c) και ¬reachable(d) α-
ληθεύουν.

Ωστόσο ο ορισµός των reachable και edge στο comp(P ) είναι :

∀(reachable(X)↔
(X = a) ∨ ∃Y ∃Z (X = Z) ∧ reachable(Y ) ∧ edge(Y,Z))

∀(edge(X1, X2)↔
(X1 = a) ∧ (X2 = b) ∨ (X1 = c) ∧ (X2 = d) ∨ (X1 = d) ∧ (X2 = c)

Ισχύει comp(P ) 6|= ¬reachable(c). Συνεπώς η σηµασιολογία που αποδίδεται µε
ϐάση τη συµπλήρωση ῝λαρκ στο P δεν συµφωνεί µε τη διασθητική σηµασία του
προγράµµατος.

Παράδειγµα 6.8 ΄Εστω το παρακάτω πρόγραµµα P :

bird(tweety)←
fly(Y )← bird(Y ),¬abnormal(Y )
abnormal(Y )← irregular(Y )
irregular(Y )← abnormal(Y )

Με ϐάση το παραπάνω προγράµµατος ϑα περιµέναµε ότι ϑα µπορούσαµε να ε-
ξάγουµε το συµπέρασµα ότι η προταση fly(tweety) αληθεύει.

Ωστόσο το comp(P ) περιλαµβάνει τις παρακάτω προτάσεις :

∀(bird(X)↔ (X = tweety))

∀(fly(X)↔ ∃Y ((X = Y ) ∧ bird(Y ),¬abnormal(Y ))

∀(abnormal(X)↔ ∃Y ((X = Y ) ∧ irregular(Y ))

∀(irregular(X)↔ ∃Y ((X = Y ) ∧ abnormal(Y ))
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Ισχύει comp(P ) 6|= fly(tweety). Και σε αυτή την περίπτωση η σηµασιολογί-
α που αποδίδεται µε ϐάση τη συµπλήρωση ῝λαρκ στο P δεν συµφωνεί µε τη
διασθητική σηµασία του προγράµµατος.

Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε προσεγγίσεις στις οποίες µε ϐάση το πρό-
γραµµα επιλέγεται ένα µοντέλοMP το οποίο περιγράφει τη σηµασιολογία του
προγράµµατος.

Στην περίπτωση όπου το P δεν περιέχει άρνηση, τότε όπως έχουµε δει το
µοντέλο MP επιλέγεται να είναι το ελάχιστο Herbrand µοντέλο του προγράµ-
µατος.

Αν το P περιέχει άρνηση τότε δεν έχει απαραίτητα ελάχιστο Herbrand µοντέ-
λο, αλλά ενδέχεται να έχει περισσότερα από ένα ελαχιστικά Herbrand µοντέλα.

Επιπλέον δεν είναι πάντα εύκολο να επιλέξουµε το MP .

Παράδειγµα 6.9 Το πρόγραµµα P1:

p(0)← ¬q(0)

έχει δύο ελαχιστικά µοντέλα Herbrand H1 = {p(0)} και H2 = {q(0)}. Από
αυτά το H1 περιγράφει καλύτερα τη σηµασιολογία του P1.

Το πρόγραµµα P2:

q(0)← ¬p(0)

είναι λογικά ισοδύναµο µε το P1, συνεπώς έχει ίδιο σύνολο Herbrand µοντέ-
λων. Από τα δύο ελαχιστικά µοντέλα Herbrand, το H2 περιγράφει καλύτερα
τη σηµασιολογία του P2.

Το πρόγραµµα P3:

p(0)← ¬q(0)
q(0)← ¬p(0)

είναι λογικά ισοδύναµο µε τα P1, P2. Λόγω συµµετρίας δεν µπορούµε να επι-
λέξουµε κάποιο από τα δύο ελαχιστικά µοντέλα Herbrand (ούτε κάποιο άλλο
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Herbrand µοντέλο), για να περιγράψουµε τη σηµασιολογία του P3.

Από το παραπάνω παράδειγµα ϕαίνεται ότι δεν µπορούµε πάντοτε να επιλέξου-
µε ένα Herbrand µοντέλο που να περιγράφει τη σηµασιολογία ενός λογικού
προγράµµατος µε άρνηση.

Στη συνέχεια ϑα αναζητήσουµε δοµικές ιδιότητες των λογικών προγραµµάτων
µε άρνηση που επιτρέπουν τη µονοσήµαντη επιλογή ενός µοντέλου Herbrand.

Επίσης, για να µπορέσουµε να αποδόσουµε σηµασιολογία σε οποιοδήποτε
λογικό πρόγραµµα ϑα στραφούµε σε µοντέλα Herbrand µε 3 τιµές αλήθειας.

΄Εστω το παρακάτω πρόγραµµα P :

even(0)←
even(s(s(X)))← even(X)
odd(X)← ¬even(X)

Παρατηρούµε ότι στο παραπάνω πρόγραµµα το κατηγόρηµα even ορίζεται α-
πό ένα τµήµα του P στο οποίο δεν περιέχεται άρνηση. Συνεπώς, µπορούµε
να ϐρούµε την ερµηνεία του even στο MP , χρησιµοποιώντας σηµασιολογία
ελάχιστου µοντέλου σε αυτό το τµήµα του προγράµµατος.

Στη συνέχεια, ϑεωρώντας την ερµηνεία του even στοMP δεδοµένη, µπορούµε
να ϐρούµε την ερµηνεία του odd.

Η παραπάνω ιδέα σχηµατισµού του µοντέλου MP σε στάδια µπορεί να γενι-
κευτεί για µια ευρεία κατηγορία προγραµµάτων.

Ορισµός 6.4 ΄Ενα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση P ονοµάζεται διαστρωµα-
τωµένο αν είναι δυνατό να διαµερίσουµε το σύνολο των κατηγορηµάτων που
εµφανίζονται σε αυτό σε r σύνολα S0, S1, . . . , Sr−1, έτσι ώστε για κάθε κανόνα:

A← B1, . . . , Bm,¬C1, . . . ,¬Cn, (m,n ≥ 0)

του P , να ισχύουν τα παρακάτω

• stratum(Bi) ≤ stratum(A) για 1 ≤ i ≤ m

• stratum(Cj ) < stratum(A) για 1 ≤ j ≤ n
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όπου stratum(Q) = k αν το σύµβολο κατηγορήµατος του Χ ανήκει στο Sk.

Ορισµός 6.5 Το γράφηµα εξαρτήσεων κατηγορηµάτων PDGP ενός λογικού
προγράµµατος µε άρνηση P είναι ένα κατευθυνόµενο γράφηµα µε ϐρόχους στο
οποίο :

• Το σύνολο κορυφών είναι το σύνολο των κατηγορηµάτων που εµφανίζο-
νται στο P .

• Υπάρχει ακµή από το p στο q αν υπάρχει κανόνας στον οποίο το p εµφα-
νίζεται στην κεφαλή και το q στο σώµα.

• Η ακµή από το p στο q ονοµάζεται αρνητική αν υπάρχει κανόνας στον
οποίο το p εµφανίζεται στην κεφαλή και το q στο σώµα σε ένα άτοµο µε
άρνηση.

Θεώρηµα 6.1 Μπορούµε να διαπιστώσουµε αν ένα λογικό πρόγραµµα µε άρ-
νηση είναι διαστρωµατωµένο σε πολυωνυµικό χρόνο.

Απόδειξη: Ασκηση

Ορισµός 6.6 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα και J µία ερµηνεία Herbrand.
Ορίζουµε τον τελεστή [ΨP ]J ως τη συνάρτηση από το 2BP στο 2BP µε την ιδιό-
τητα :

[ΨP ]J(I) = {A | A← B1, . . . , Bm,¬C1, . . . ,¬Cn ∈ ground(P )

και {B1, . . . , Bm} ⊆ I ∪ J και {C1, . . . , Cn} ∩ J = ∅}

Θεώρηµα 6.2 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση και J µία ερµηνεία
Herbrand. Τότε ο τελεστής [ΨP ]J είναι συνεχής.

Απόδειξη: Ασκηση

Ορισµός 6.7 ΄Εστω P ένα διαστρωµατωµένο λογικό πρόγραµµα µε άρνηση,
S0, S1, . . . , Sr−1 τα σύνολα κατηγορηµάτων που ορίζουν τη διαστρωµάτωση και
έστω Pi το σύνολο προτάσεων του P που περιέχουν στην κεφαλή σύµβολο
κατηγορήµατος που ανήκει στο Si. Η σηµασιολογία του P περιγράφεται από το
µοντέλο Herbrand MP = Mr όπου

M0 = ∅

Mk+1 = Mk ∪ [ΨPk ]↑ωMk
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Μπορεί να αποδειχθεί ότι η παραπάνω κατασκευή είναι ανεξάρτητη από τη συ-
γκεκεριµένη διαστρωµάτωση S0, S1, . . . , Sr−1 που χρησιµοποιείται. Συνεπώς
το MP για διαστρωµατωµένα προγράµµατα είναι καλά ορισµένο.

Θεώρηµα 6.3 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα χωρίς άρνηση. Τότε το P εί-
ναι διαστρωµατωµένο. Επιπλέον το µοντέλο MP που σχηµατίζεται µε ϐάση το
προηγούµενο ορισµό ταυτίζεται µε το ελάχιστο Herbrand µοντέλο του P .

Απόδειξη: Αφού το P δεν περιέχει άρνηση, µπορούµε να τοποθετήσουµε όλα
τα κατηγορήµατα σε ένα στρώµα S0.

Συνεπώς P0 = P .

Επίσης εύκολα προκύπτει ότι [ΨP ]∅ = TP .

Αρα M1 = M0 ∪ [ΨP0 ]↑ωM0
= [ΨP ]↑ω∅ = T ↑ωP .

Παράδειγµα 6.10 ΄Εστω το παρακάτω πρόγραµµα P :

even(0)←
even(s(X))← ¬even(X)
odd(X)← ¬even(X)

Το πρόγραµµα αυτό δεν είναι διαστρωµατωµένο, αφού το κατηγόρηµα even ε-
ξαρτάται µέσω άρνησης από τον εαυτό του.

Για να ορίσουµε τη σηµασιολογία προγραµµάτων όπως το παραπάνω, τοποθε-
τούµε στα strata ατοµικές προτάσεις χωρίς µεταβλητές αντί για κατηγορήµατα.

Αν η αληθοτιµή της πρότασης A ∈ BP εξαρτάται από την αληθοτιµή της πρό-
τασης B ∈ BP , τότε η A δεν µπορεί να ανήκει σε χαµηλότερο stratum από τη
B. Επιπλέον, αν η αληθοτιµή της πρότασης A εξαρτάται από την αληθοτιµή
της πρότασης B µέσω άρνησης, τότε η B πρέπει να ανήκει σε χαµηλότερο
stratum από τη A.

Για παράδειγµα, για το παραπάνω πρόγραµµα µπορούµε να διαµερίσουµε τη
ϐάση Herbrand σε ένα άπειρο πλήθος από strata:

S0 = {even(0)}

S1 = {odd(0), even(s(0))}
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· · ·

Si = {odd(si−1(0)), even(si(0))}

. . .

Για πιο σύνθετα προγράµµατα, ενδέχεται να µην αρκεί οι δείκτες για τα strata
να είναι ακέραιοι, αλλά να απαιτούνται άπειροι διατακτικοί.

Για παράδειγµα έστω το παρακάτω πρόγραµµα P :

p(0)←
p(s(X))← ¬p(X)
q(0)← ¬p(X)
q(s(X))← ¬q(X)

Παρατηρούµε ότι τα στοιχεία της BP που σχηµατίζονται µέ το κατηγόρηµα p
πρέπει να τοποθετηθούν σε χωρίστά strata.

Συνεπώς πριν από το stratum που ϑα περιέχει το q(0) ϑα πρέπει να προηγού-
νται άπειρα strata. Αυτό είναι αδύνατο αν το q(0) ανήκει στο Si για i ακέραιο.

Μπορούµε να διαµερίσουµε τη ϐάση Herbrand µε τον παρακάτω τρόπο:

S0 = {p(0)}

· · ·

Si = {p(si(0))}

· · ·

Sω = {q(0)}

· · ·

Sω+i = {q(si(0))}

59



Ορισµός 6.8 ΄Ενα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση P ονοµάζεται τοπικά δια-
στρωµατωµένο αν είναι δυνατό να διαµερίσουµε τη ϐάση Herbrand του στα
σύνολα S0, S1, . . . , Sα, . . ., όπου α < γ και γ ένας αριθµήσιµος διατακτικός,
έτσι ώστε για κάθε στιγµιότυπο χωρίς µεταβλητές :

A← B1, . . . , Bm,¬C1, . . . ,¬Cn

ενός κανόνα του P να ισχύουν τα παρακάτω

• stratum(Bi) ≤ stratum(A) για 1 ≤ i ≤ m

• stratum(Cj ) < stratum(A) για 1 ≤ i ≤ n

όπου stratum(Q) = a αν Q ∈ Sa.

Ορισµός 6.9 Το γράφηµα εξαρτήσεων DGP ενός λογικού προγράµµατος µε
άρνηση P είναι ένα άπειρο κατευθυνόµενο γράφηµα µε ϐρόχους στο οποίο :

• Το σύνολο κορυφών είναι η ϐάση Herbrand του P .

• Υπάρχει ακµή από το A στο B αν υπάρχει στιγµιότυπο χωρίς µεταβλητές
ενός κανόνα του P , του οποίου η κεφαλή είναι A και το σώµα περιέχει το
B ή το ¬B.

• Η ακµή από τοA στοB ονοµάζεται αρνητική αν υπάρχει στιγµιότυπο χωρίς
µεταβλητές ενός κανόνα του P , του οποίου η κεφαλή είναι A και το σώµα
περιέχει το ¬B.

Θεώρηµα 6.4 ΄Ενα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση είναι τοπικά διαστρωµατω-
µένο αν και µόνο αν το γράφηµα εξαρτήσεών του δεν περιέχει (άπειρη) διαδροµή
η οποία να περνάει από άπειρο πλήθος αρνητικών ακµών.

Ορισµός 6.10 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση. Ορίζουµε τη σχέση
προτεραιότητας @P επί της ϐάσης Herbrand του P , έτσι ώστε A @P B αν
υπάρχει κατευθυνόµενο µονοπάτι από την A στην B στο γράφηµα DGP το
οποίο να περνάει από τουλάχιστον µία αρνητική ακµή.

Θεώρηµα 6.5 ΄Ενα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση είναι τοπικά διαστρωµατω-
µένο αν και µόνο αν

• Η σχέση @P είναι ασύµµετρη
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• ∆εν υπάρχει άπειρη ακολουθία ατοµικών προτάσεων χωρίς µεταβλητές
A1, A2, A3 . . . τέτοια ώστε A1 @P A2 @P A3 @P . . .

Θεώρηµα 6.6 Το να αποφασίσουµε αν ένα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση P
είναι τοπικά διαστρωµατωµένο είναι µη επιλυσιµο πρόβληµα.

Ορισµός 6.11 ΄Εστω P ένα τοπικά διαστρωµατωµένο λογικό πρόγραµµα µε
άρνηση και έστω S0, S1, . . . , Sα, όπου α < γ τα σύνολα κατηγορηµάτων που
ορίζουν την τοπική διαστρωµάτωση. Η σηµασιολογία του P περιγράφεται από
το µοντέλο Herbrand MP = Mγ όπου

M0 = ∅

Mα = [ΨP ]↑ωMα−1
∩
⋃
β<α

Sβ αν α επόµενος διατακτικός

Mα =
⋃
β<α

Mβ αν α οριακός διατακτικός

΄Οπως και στην περίπτωση της διαστρωµάτωσης, µπορεί να αποδειχθεί ότι η
παραπάνω κατασκευή είναι ανεξάρτητη από τη συγκεκεριµένη τοπική δια-
στρωµάτωση που χρησιµοποιείται. Συνεπώς το MP για διαστρωµατωµένα
προγράµµατα είναι καλά ορισµένο.

Θεώρηµα 6.7 Αν ένα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση P είναι διαστρωµατωµένο
τότε είναι και τοπικά διαστρωµατωµένο. Επίσης οι δύο κατασκευές που έχουν
περιγραφεί δίνουν ακριβώς το ίδιο µοντέλο MP .

Ορισµός 6.12 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση και M,N δύο δια-
ϕορετικά Herbrand µοντέλα του P . Λέµε ότι το N είναι προτιµότερο από το M
(συµβολισµός N << M αν για κάθε ατοµική πρόταση A ∈ N −M , υπάρχει
µία ατοµική πρόταση B ∈M −N τέτοια ώστε A @P B.

Ορισµός 6.13 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση. Λέµε ότι το µοντέλο
Herbrand M είναι τέλειο µοντέλο του P αν δεν υπάρχει µοντέλο Herbrand N
του P τέτοιο ώστε N << M .

Θεώρηµα 6.8 Κάθε τοπικά διαστρωµατωµένο πρόγραµµα P έχει ένα µοναδικό
τέλειο µοντέλο, το οποίο είναι προτιµότερο από κάθε Herbrand µοντέλο του P
και ταυτίζεται µε το MP .
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Υπάρχουν προγράµµατα τα οποία έχουν µοναδικό τέλειο µοντέλο, αλλά δεν
είναι τοπικά διαστρωµατωµένα. Η σηµασιολογία αυτών των προγραµµάτων
περιγράφεται από το µοναδικό τέλειο µοντέλο.

Ωστόσο υπάρχουν προγράµµατα τα οποία έχουν προφανή σηµασία, ωστόσο
δεν έχουν τέλειο µοντέλο.

Παράδειγµα 6.11 ΄Εστω το παρακάτω πρόγραµµα P :

p(1, 2)←
q(X)← p(X,Y ),¬q(Y )

Για να καταλάβουµε τη σηµασία του P σχηµατίζουµε το ground(P ):

p(1, 2)←
q(1)← p(1, 2),¬q(2)
q(1)← p(1, 1),¬q(1)
q(2)← p(2, 2),¬q(2)
q(2)← p(2, 1),¬q(1)

Το πρόγραµµα εµφανώς δεν είναι τοπικά διαστρωµατωµένο.

Το µοντέλο που περιγράφει τη σηµασία του προγράµµατος είναι τοM = {p(1, 2), q(1)}.

Αν ϑέσουµεN = {p(1, 2), q(2)}, τότε ισχύειN << M . Συνεπώς τοM δεν είναι
τέλειο µοντέλο.

Το παραπάνω πρόγραµµα για την ακρίβεια δεν έχει τέλειο µοντέλο.

Ορισµός 6.14 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση. 3-τιµη ερµηνεία
Herbrand του P ονοµάζεται µία συνάρτηση I από την ϐάση Herbrand BP του
P στο {0, 1

2 , 1}.

Το 1 αντιστοιχεί στο αληθές, το 0 στο ψευδές, ενώ το 1
2 στο µη ορισµένο.

Ισοδύναµα µία 3-τιµη ερµηνεία Herbrand µπορεί να περιγραφεί ως ένα Ϲεύγος
συνόλων (IT , IF ) όπου

IT = {A ∈ BP | I(A) = 1}
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IF = {A ∈ BP | I(A) = 0}

Αντίστροφα κάθε Ϲεύγος συνόλων (IT , IF ) τέτοιο ώστε IT ⊆ BP , IF ⊆ BP και
IT ∩ IF 6= ∅ ορίζει µία 3-τιµη ερµηνεία Herbrand.

Ορισµός 6.15 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση και I µία 3-τιµη
ερµηνεία Herbrand του P . Ορίζουµε την επέκταση Î της I µε τον παρακάτω
τρόπο :

• Î(A) = I(A) για κάθε A ∈ BP .

• Î(¬φ) = 1− Î(φ) για κάθε πρόταση φ.

• Î(φ ∧ ψ) = min(Î(φ), Î(ψ)) για οποιεσδήποτε προτάσεις φ, ψ.

• Î(φ ∨ ψ) = max(Î(φ), Î(ψ)) για οποιεσδήποτε προτάσεις φ, ψ.

• Î(φ← ψ) =
{

1 αν Î(φ) ≥ Î(ψ)
0 αλλιώς

για οποιεσδήποτε προτάσεις φ, ψ.

• Î(∀x φ) = min{Î(φxt ) | t ∈ UP } για κάθε πρόταση φ και µεταβλητή x.

• Î(∃x φ) = max{Î(φxt ) | t ∈ UP } για κάθε πρόταση φ και µεταβλητή x.

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε δύο µερικές διατάξεις επί του συνόλου I όλων των
3-τιµων ερµηνειών Herbrand.

Ορισµός 6.16 ΄Εστω I, J δύο 3-τιµες Herbrand ερµηνείες ενός προγράµµατος
P . Τότε I � J αν για κάθε A ∈ BP ισχύει I(A) ≤ J(A).

Ορισµός 6.17 ΄Εστω I, J δύο 3-τιµες Herbrand ερµηνείες ενός προγράµµατος
P . Τότε I �F J αν για κάθε A ∈ BP ισχύει I(A) ∈ {0, 1} ⇒ J(A) = I(A).

Η � διατάσσει τις 3-τιµες ερµηνείες ως προς το ϐαθµό αλήθειας, ενώ η �F ως
προς το ϐαθµό πληροφορίας.

Το διατεταγµένο σύνολο (I,�) είναι πλήρες δικτυωτό, µε ελάχιστο στοιχείο
την ερµηνεία ⊥, µε ⊥(A) = 0 για κάθε A ∈ BP και µέγιστο στοιχείο την
ερµηνεία >, µε >(A) = 1 για κάθε A ∈ BP .

Το διατεταγµένο σύνολο (I,�F ) δεν είναι δικτυωτό, καθώς υπάρχουν Ϲεύγη 3-
τιµων ερµηνειών τις οποίες δεν υπάρχει άνω ϕράγµα. Το (I,�F ) έχει ελάχιστο
στοιχείο την ερµηνεία ⊥F , µε ⊥(A) = 1

2 για κάθε A ∈ BP .
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Ορισµός 6.18 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα και J µία τρίτιµη ερµηνεία
Herbrand. Ορίζουµε τον τελεστή [ΘP ]J ως τη συνάρτηση από το I στο I τέτοια
ώστε :

• [ΘP ]J(I)(A) = 1 αν υπάρχειA← B1, . . . , Bm,¬C1, . . . ,¬Cn ∈ ground(P )
τέτοιο ώστε I(Bi) = 1 για κάθε i και J(Cj) = 0 για κάθε j.

• [ΘP ]J(I)(A) = 0 αν για κάθεA← B1, . . . , Bm,¬C1, . . . ,¬Cn ∈ ground(P )
υπάρχει i ώστε I(Bi) = 0 είτε υπάρχει j ώστε J(Cj) = 1.

• [ΘP ]J(I)(A) = 1
2 αλλιώς.

Θεώρηµα 6.9 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα και J µία τρίτιµη ερµηνεία H-
erbrand. Τότε ο τελεστής [ΘP ]J είναι συνεχής

Ορισµός 6.19 Συµβολίζουµε µε ΩP (J) το ελάχιστο σταθερό σηµείο του [ΘP ]J
ως προς �.

Επειδή ο [ΘP ]J είναι συνεχής ισχύει ΩP (J) = [ΘP ]↑ωJ , όπου [ΘP ]↑0J = ⊥.

Ορισµός 6.20 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση. Ορίζουµε το MP,α

για κάθε διατακτικό α:

MP,0 = ⊥F

MP,α = ΩP (MP,α−1) αν α επόµενος διατακτικός

MP,α = lub�F {MP,β | β < α} αν α οριακός διατακτικός

Θεώρηµα 6.10 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση. Τότε ισχύουν τα
παρακάτω:

• Αν α < β τότε MP,α �F MP,β

• Υπάρχει γ τέτοιο ώστε MP,γ+1 = MP,γ = lfp�F (ΩP ).

Ορισµός 6.21 ΄Εστω P ένα λογικό πρόγραµµα µε άρνηση. Η σηµασιολογία
του P ορίζεται από το ωελλ ϕουνδεδ µοντέλο του MP = lfp�F (ΩP ).

Θεώρηµα 6.11 ΄Εστω P ένα τοπικά διαστρωµατωµένο λογικό πρόγραµµα µε
άρνηση. Τότε το ωελλ ϕουνδεδ µοντέλο του είναι 2-τιµο και ταυτίζεται µε το
µοναδικό τέλειο µοντέλο του.
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7 Προτασιακή Τροπική Λογική

Η προτασιακή τροπική λογική επεκτείνει την προτασιακή λογική µε τον τελε-
στή 2 (box). Μερικοί ενδεχόµενοι τρόποι ερµηνείας της πρότασης 2A είναι :

• Είναι γνωστό ότι αληθεύει η A

• Πιστεύεται ότι αληθεύει η A

• Η A ϑα αληθεύει σε κάθε µελλοντική στιγµή

• Η A ϑα αληθεύει την επόµενη χρονική στιγµή

• Η A ϑα αληθεύει µετά την εκτέλεση της επόµενης εντολής του προγράµ-
µατος

• Η A ϑα αληθεύει µετά την ολοκλήρωση του προγράµµατος

• Η A ϑα αληθεύει µετά την κίνηση ενός παίκτη σε ένα παιχνίδι

7.1 Σύνταξη

Το αλφάβητο της προτασιακής τροπικής λογικής αποτελείται από:

• ΄Ενα αριθµήσιµο πλήθος προτασιακών µεταβλητών

• Τους λογικούς συνδέσµους ¬,∧,∨

• Τον τροπικό τελεστή 2

• Τις παρνθέσεις ( και )

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω αλφάβητο σχηµατίζουµε τις προτάσεις της
προτασιακής τροπικής λογικής.

Ορισµός 7.1 Η έννοια της πρότασης (της προτασικής τροπικής λογικής) ορίζε-
ται επαγωγικά:

1. Κάθε προτασιακή µεταβλητή είναι πρόταση.

2. Αν A και B είναι προτάσεις, τότε (A∧B), (A∨B) είναι επίσης προτάσεις.

3. Αν A είναι πρόταση, τότε (¬A), (2A) είναι επίσης προτάσεις.

Θα χρησιµοποιούµε τις παρακάτω συντοµογραφίες :
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• (A→ B) = (¬(A ∨B))

• (A↔ B) = ((A→ B) ∧ (B → A))

• (3A) = (¬(2(¬A)))

Για περιορισµό της χρήσης παρενθέσεων χρησιµοποιούµε κανόνες προτεραιό-
τητας. Η προτεραιότητα των λογικών συνδέσµων - τελεστών ϕαίνεται παρακάτω
σε ϕθίνουσα σειρά:

• 2, 3, ¬ (µέγιστη προτεραιότητα).

• ∧

• ∨

• →

• ↔ (ελάχιστη προτεραιότητα).

7.2 Σηµασιολογία

Ορισµός 7.2 Πλαίσιο ονοµάζεται ένα Ϲεύγος F = (W,R) όπου

• W είναι ένα µη κενό σύνολο κόσµων

• R είναι µία διµελής σχέση επί του W που ονοµάζεται σχέση προσπελασι-
µότητας

Ορισµός 7.3 Μοντέλο ονοµάζεται µία τριάδαM = (W,R, V ) όπου

• (W,R) είναι ένα πλαίσιο.

• V είναι µία συνάρτηση από το σύνολο προτασιακών µεταβλητών Φ στο
2W .

Λέµε ότι το µοντέλοM είναι ϐασισµένο στο πλαισιο (W,R).

ΑνM = (W,R, V ) και w ένας κόσµος που ανήκει στο W γράφουµεM, w |=
A για να δηλώσουµε ότι η πρόταση A είναι αληθής στον κόσµο w του µοντέλου
M. Σε αντίθετη περίπτωση γράφουµεM, w 6|= A.

Ορισµός 7.4 ΄Εστω M = (W,R, V ) µοντέλο και w ∈ W . Το M, w |= A
ορίζεται αναδροµικά:
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• M, w |= X, όπου X προτασιακή µεταβλητή, ανν w ∈ V (X)

• M, w |= ¬A, αννM, w 6|= ¬A

• M, w |= A ∧B, αννM, w |= A καιM, w |= B

• M, w |= A ∨B, αννM, w |= A ήM, w |= B

• M, w |= 2A, ανν για κάθε v ∈W , (w, v) ∈ R συνεπάγεταιM, v |= A

Λήµµα 7.1 M, w |= 3A, ανν υπάρχει v ∈ W τέτοιο ώστε (w, v) ∈ R και
M, v |= A.

Απόδειξη:
M, w |= 3A
αννM, w |= ¬2¬A
αννM, w 6|= 2¬A
ανν δεν ισχύει ότι για κάθε v ∈W , (w, v) ∈ R συνεπάγεταιM, v |= ¬A
ανν υπάρχει v ∈W τέτοιο ώστε (w, v) ∈ R καιM, v 6|= ¬A
ανν υπάρχει v ∈W τέτοιο ώστε (w, v) ∈ R καιM, v |= A

Ορισµός 7.5 Η πρόταση A λέγεται ικανοποιήσιµη αν υπάρχει µοντέλοM =
(W,R, V ) τέτοιο ώστεM, w |= A, για κάποιο w ∈W .

Ορισµός 7.6 Λέµε ότι η πρόταση A αληθεύει στο µοντέλοM = (W,R, V ) και
γράφουµεM |= A αν για κάθε w ∈W ισχύειM, w |= A.

Ορισµός 7.7 Λέµε ότι η πρόταση A είναι έγκυρη στο πλαίσιο F = (W,R) και
γράφουµε F |= A αν για κάθε µοντέλοM που είναι ϐασισµένο στο πλαίσιο F
ισχύειM |= A.

Ορισµός 7.8 ΄Εστω C µία κλάση πλαισίων. Λέµε ότι η πρότασηA είναι έγκυρη
στν κλάση C αν για κάθε πλαίσιο F ∈ C ισχύει F |= A.

Ορισµός 7.9 Λέµε ότι η πρότασηA ορίζει (ή χαρακτηρίζει) την κλάση πλαισίων
C αν F |= A ισοδυναµεί F ∈ C.

Θεώρηµα 7.1 Η πρόταση 2X → X, ορίζει την κλάση των πλαισίων µε ανα-
κλαστική σχέση προσπελασιµότητας.
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Απόδειξη: Για τη µία κατεύθυνση, έστω F = (W,R) πλαίσιο όπου R ανα-
κλαστική σχέση.

΄ΕστωM µοντέλο ϐασισµένο στο F και κόσµος w ∈W .

Περίπτωση 1η: M, w 6|= 2X. Τότε προφανώςM, w |= 2X → X.

Περίπτωση 2η: M, w |= 2X. Τότε για κάθε v ∈ W , (w, v) ∈ R συνεπάγεται
M, v |= X. Επειδή η R είναι ανακλαστική, ισχύει (w,w) ∈ R. Συνεπώς
M, w |= X που συνπάγεταιM, w |= 2X → X.

Αρα για κάθε µοντέλο M ϐασισµένο στο F και κάθε κόσµο w ∈ W ισχύει
M, w |= 2X → X, που συνεπάγεται F |= 2X → X.

Για τη αντίστροφη κατεύθυνση, έστω F = (W,R) πλαίσιο όπου R δεν είναι
ανακλαστική σχέση. Τότε υπάρχει ένα κόσµος w τέτοιος ώστε (w,w) /∈ R.

Ορίζουµε µοντέλοM = (W,R, V ), τέτοιο ώστε V (X) = W − {w}.

Επειδή (w,w) /∈ R, αν (w, v) ∈ R τότε v ∈ W − {w}, άρα v ∈ V (X). Αυτό
σηµαίνει ότι για κάθε v ∈ W αν (w, v) ∈ R τότεM, v |= X, που συνεπάγεται
M, w |= 2X.

Επειδή w /∈ V (X) έχουµεM, w 6|= X.

Από τα παραπάνω έχουµε ότι M, w 6|= 2X → X που συνεπάγεται F 6|=
2X → X.

Ορισµός 7.10 Μία σχέση R επί ενός συνόλου W ονοµάζεται σειριακή αν για
κάθε x ∈W υπάρχει y ∈W τέτοιο ώστε (x, y) ∈ R.

Θεώρηµα 7.2 Η πρόταση 2X → 3X, ορίζει την κλάση των πλαισίων µε
σειριακή σχέση προσπελασιµότητας.

Απόδειξη: Για τη µία κατεύθυνση, έστω F = (W,R) πλαίσιο όπου R σειρια-
κή σχέση.

΄ΕστωM µοντέλο ϐασισµένο στο F και κόσµος w ∈W .

Περίπτωση 1η: M, w 6|= 2X. Τότε προφανώςM, w |= 2X → 3X.
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Περίπτωση 2η: M, w |= 2X. Επειδή η R είναι σειριακή, υπάρχει v τέτοιο
ώστε (w, v) ∈ R. ΕπειδήM, w |= 2X ϑα πρέπειM, v |= X. Αυτό συνεπάγε-
ται ότιM, w |= 3X και άραM, w |= 2X → 3X.

Αρα για κάθε µοντέλο M ϐασισµένο στο F και κάθε κόσµο w ∈ W ισχύει
M, w |= 2X → 3X, που συνεπάγεται F |= 2X → 3X.

Για τη αντίστροφη κατεύθυνση, έστω F = (W,R) πλαίσιο όπου R δεν είναι
σειρική σχέση. Τότε υπάρχει κόσµος w τέτοιος ώστε για κάθε v ∈W να ισχύει
(w, v) 6∈ R.

΄Εστω το µοντέλοM = (W,R, V ) για αυθαίρετα επιλεγµένο V . ΤότεM, w |=
2X και M, w 6|= 3X. Συνεπώς M, w 6|= 2X → 3X που συνεπάγεται
F 6|= 2X → 3X.

Θεώρηµα 7.3 Η πρόταση 2X → 22X, ορίζει την κλάση των πλαισίων µε
µεταβατική σχέση προσπελασιµότητας.

Απόδειξη: Για τη µία κατεύθυνση, έστω F = (W,R) πλαίσιο όπου R µετα-
ϐατική σχέση.

΄ΕστωM µοντέλο ϐασισµένο στο F και κόσµος w ∈W .

Περίπτωση 1η: M, w 6|= 2X. Τότε προφανώςM, w |= 2X → 22X.

Περίπτωση 2η: M, w |= 2X. Θα δείξουµε ότιM, w |= 22X.

Αρκεί να δείξω ότι για κάθε v ∈W , (w, v) ∈ R συνεπάγεταιM, v |= 2X

ή ισοδύναµα ότι

για κάθε v, u ∈W , (w, v) ∈ R και (v, u) ∈ R συνεπάγεταιM, u |= X.

΄Εστω δύο κόσµοι u, v τέτοιοι ώστε (w, v) ∈ R και (v, u) ∈ R. Επειδή η R εί-
ναι µεταβατική έχουµε (w, u) ∈ R και επειδήM, w |= 2X πρέπειM, u |= X.

Αρα πράγµατι αν v, u ∈ W , (w, v) ∈ R και (v, u) ∈ R τότεM, u |= X. Συνε-
πώςM, w |= 2X → 22X.
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Αρα για κάθε µοντέλο M ϐασισµένο στο F και κάθε κόσµο w ∈ W ισχύει
M, w |= 2X → 22X, που συνεπάγεται F |= 2X → 22X.

Για τη αντίστροφη κατεύθυνση, έστω F = (W,R) πλαίσιο όπου R δεν είναι
µεταβατική σχέση. Τότε υπάρχουν κόσµοι w, v, u τέτοιοι ώστε (w, v) ∈ R,
(v, u) ∈ R και (w, u) /∈ R.

Ορίζουµε µοντέλοM = (W,R, V ), τέτοιο ώστε V (X) = W − {u}.

Επειδή (w, u) /∈ R, αν (w, x) ∈ R τότε x ∈ W − {u}, άρα x ∈ V (X). Αυτό
σηµαίνει ότι για κάθε x ∈W αν (w, x) ∈ R τότεM, x |= X, που συνεπάγεται
M, w |= 2X.

Επειδή u /∈ V (X) έχουµεM, u 6|= X. Επειδή (v, u) ∈ R, το παραπάνω συνε-
πάγεται ότιM, v 6|= 2X. Επειδή (w, v) ∈ R, το το τελευταίο συνεπάγεται ότι
M, w 6|= 22X.

Από τα παραπάνω έχουµε ότιM, w 6|= 2X → 22X που συνεπάγεται F 6|=
2X → 22X.

Συνεπώς µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την τροπική λογική για να ορίσου-
µε ιδιότητες σχέσεων.

Το ίδιο µπορούµε να κάνουµε χρησιµοποιώντας προτάσεις της πρωτοβάθµιας
λογικής. Για παράδειγµα οι ανακλαστικές, σειριακές και µεταβατικές σχέσεις
µπορούν να οριστούν αντίστοιχα από τις παρακάτω προτάσεις :

• ∀x R(x, x)

• ∀x∃y R(x, y)

• ∀x∀y∀z(R(x, y) ∧R(y, z)→ R(x, z))

΄Ενα σηµαντικό ερώτηµα είναι το ποιές ιδιότητες µπορούµε να ορίσουµε χρη-
σιµοποιώντας προτάσεις της προτασιακής τροπικής λογικής και ποια η σχέση
τους µε τις ιδιότητες που µπορούµε να ορίσουµε χρησιµοποιώντας προτάσεις
της προτασιακής τροπικής λογικής.

Ορισµός 7.11 ΄Εστω M1 = (W1, R1, V1) και M2 = (W2, R2, V2) µοντέλα
και έστω f συνάρτηση από το W1 στο W2. Η f ονοµάζεται p-µορφισµός από το
M1 στοM2 αν ισχύουν τα παρακάτω:
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• (w, v) ∈ R1 συνεπάγεται (f(w), f(v)) ∈ R2

• (f(w), u) ∈ R2 συνεπάγεται ∃v ((w, v) ∈ R1 ∧ f(v) = u)

• w ∈ V1(X) ανν f(w) ∈ V2(X) για κάθε προτασιακή µεταβλητή X

Θεώρηµα 7.4 ΄ΕστωM1 = (W1, R1, V1) καιM2 = (W2, R2, V2) µοντέλα και
έστω f p-µορφισµός από τοM1 στοM2. Τότε για κάθε πρόταση A και κάθε
κόσµο w ∈W1, ισχύει

M1, w |= A αννM2, f(w) |= A

Απόδειξη: Με επαγωγή στη δοµή της A.

1. Αν A είναι µία προτασιακή µεταβλητή X τότε :
M1, w |= A
αννM1, w |= X
ανν w ∈ V1(X)
ανν f(w) ∈ V2(X) (από την τρίτη ιδιότητα του π-µορφισµού)
αννM2, f(w) |= X
αννM2, f(w) |= A

2. Αν A = B ∧ C τότε :
M1, w |= A
αννM1, w |= B ∧ C
αννM1, w |= B καιM1, w |= C
αννM2, f(w) |= B καιM2, f(w) |= C (από επαγωγική υπόθεση)
αννM2, f(w) |= B ∧ C
αννM2, f(w) |= A

3. Αν A = B ∨ C όµοια.

4. Αν A = ¬B τότε :
M1, w |= A
αννM1, w |= ¬B
αννM1, w 6|= B
αννM2, f(w) 6|= B (από επαγωγική υπόθεση)
αννM2, f(w) |= ¬B
αννM2, f(w) |= A
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5. ΄Εστω A = 2B.

΄Εστω ότιM1, w |= A και έστω τυχαίος κόσµος u τέτοιος ώστε (f(w), u) ∈
R2.

Από την δεύτερη ιδιότητα του p-µορφισµού υπάρχει v τέτοιο ώστε (w, v) ∈
R1 και f(v) = u.

ΕπειδήM1, w |= 2B, ϑα πρέπειM1, v |= B.

Από την επαγωγική υπόθεση έχουµεM2, u |= B.

Συνεπώς για κάθε u τέτοιο ώστε (f(w), u) ∈ R2, ισχύειM2, u |= B που
συνεπάγεταιM2, f(w) |= 2B.

Αντίστροφα, έστω ότιM2, f(w) |= A και έστω τυχαίος κόσµος v τέτοιος
ώστε (w, v) ∈ R1.

Από την πρώτη ιδιότητα του p-µορφισµού (f(w), f(v)) ∈ R2.

ΕπειδήM2, f(w) |= 2B, ϑα πρέπειM2, f(v) |= B.

Από την επαγωγική υπόθεση έχουµεM1, v |= B.

Συνεπώς για κάθε v τέτοιο ώστε (w, v) ∈ R1, ισχύει M1, v |= B που
συνεπάγεταιM1, w |= 2B.

Ορισµός 7.12 ΄Εστω F1 = (W1, R1) και F2 = (W2, R2) πλαίσια και έστω f
συνάρτηση από το W1 στο W2. Η f ονοµάζεται p-µορφισµός από το F1 στο F2

αν ισχύουν τα παρακάτω:

• (w, v) ∈ R1 συνεπάγεται (f(w), f(v)) ∈ R2

• (f(w), u) ∈ R2 συνεπάγεται ∃v ((w, v) ∈ R1 ∧ f(v) = u)

Ορισµός 7.13 ΄Εστω F1 = (W1, R1) και F2 = (W2, R2) πλαίσια. Αν υπάρχει
p-µορφισµός από το F1 στο F2 που να είναι επί του W2 τότε το F2 ονοµάζεται
π-µορφικό είδωλο του F1.
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Θεώρηµα 7.5 Αν τοF2 = (W2, R2) είναι π-µορφικό είδωλο τουF1 = (W1, R1)
τότε για κάθε πρόταση A ισχύει :

F1 |= A συνεπάγεται F2 |= A

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουµε τον ισοδύναµο ισχυρισµό

F2 6|= A συνεπάγεται F1 6|= A

΄Εστω ότι F2 6|= A. Τότε υπάρχει µοντέλο M2 = (W2, R2, V2), και κόσµος
w ∈W2 τέτοια ώστεM2, w 6|= A.

Ορίζουµε µοντέλοM1 = (W1, R1, V1), ϑέτοντας :

V1(X) = {v | f(v) ∈ V2(X)}

για κάθε προτασιακή µεταβλητή X.

Η f είναι p-µορφισµός από τοM1 στοM2. Επιπλέον επειδή η f είναι επί του
W2, υπάρχει u τέτοιο ώστε f(u) = w.

Από το προηγούµενο ϑεώρηµα ισχύειM1, u 6|= A, που συνεπάγεται F1 6|= A.

Θεώρηµα 7.6 Η δεν υπάρχει πρόταση της προτασιακής τροπικής λογικής που
να ορίζει την κλάση των πλαισίων µε ασύµµετρη σχέση προσπελασιµότητας.

Απόδειξη: ΄Εστω τα πλαίσια F1 = (N, {(i, i + 1) | i ∈ N}) και F2 =
({0, 1}, {(0, 1), (1, 0)}).

Παρατηρούµε ότι το πρώτο πλαίσιο έχει ασύµµετρη σχέση προσπελασιµότη-
τας, ενώ το δεύτερο όχι.

Η συνάρτηση f από το N στο {0, 1} µε f(x) = x µοδ 2 είναι επί του {0, 1} και
εύκολα προκύπτει ότι αποτελεί p-µορφισµό από το F1 στο F2.

΄Εστω ότι η πρόταση A της προτασιακής τροπικής λογικής ορίζει τη κλάση των
ασύµµετρων πλαισίων. Τότε επειδή των F1 είναι ασύµµετρο πλαίσιο ισχύει
F1 |= A.

Από το προηγούµενο ϑεώρηµα όµως ϑα έπερεπε ισχύει επίσης F2 |= A. Αυτό
είναι άτοπο γιατί το F2 δεν είναι ασύµµετρο πλαίσιο.
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Αρα δεν υπάρχει πρόταση της προτασιακής τροπικής λογικής ορίζει τη κλάση
των ασύµµετρων πλαισίων.

Οι ασύµµετρες σχέσεις ορίζονται στην πρωτοβάθµια λογική από την πρόταση
∀x∀y R(x, y)→ ¬R(x, y).

Θεώρηµα 7.7 Η πρόταση 2(2X → X) → 2X ορίζει τα πλαίσια στα οποία η
σχέση προσπελασιµότητας R έχει τις παρακάτω ιδιότητες :

• είναι µεταβατική

• δεν υπάρχει άπειρη ακολουθία κόσµων w0, w1, . . . , wn, . . . τέτοια ώστε
για κάθε i να ισχύει (wi, wi+1) ∈ R.

Απόδειξη: ΄Εστω ότι η σχέση προσπελασιµότητας ενός πλαισίου F = (W,R)
ικανοποιεί τις παραπάνω ιδιότητες.

Ας υποθέσουµε ότι F 6|= 2(2X → X) → 2X. Συνεπώς υπάρχει µοντέλο
M = (W,R, V ) και κόσµος w0 ∈ W τέτοια ώστεM, w0 |= 2(2X → X) και
M, w0 6|= 2X.

Η δεύτερη σχέση συνεπάγεται οτί υπάρχει w1 ∈ W τέτοιος ώστε (w0, w1) ∈ R
καιM, w1 6|= X.

ΕπειδήM, w0 |= 2(2X → X) και (w0, w1) ∈ R ϑα πρέπειM, w1 |= 2X →
X και επειδήM, w1 6|= X, ϑα πρέπειM, w1 6|= 2X.

Η τελευταία σχέση συνεπάγεται οτί υπάρχει w2 ∈W τέτοιος ώστε (w1, w2) ∈ R
καιM, w2 6|= X.

Επιπλέον, λόγω της µεταβατικότητας της R, ισχύει (w0, w2) ∈ R.

Με το ίδιο σκεπτικό προκύπτει ότι υπάρχει w3 ∈W τέτοιο ώστε (w2, w3) ∈ R,
w4 ∈W τέτοιο ώστε (w3, w4) ∈ R, κλπ.

Συνεπώς µπορούµε να σχηµατίσουµε µια άπειρη αλυσίδα κόσµων ως προς την
R, κάτι που αντικρούει την δεύτερη ιδιότητα τηςR. Αρα καταλήξαµε σε άτοπο.

Συνεπώς F |= 2(2X → X)→ 2X.
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Αντίστροφα ας υποθέσουµε ότι η σχέση προσπελασιµότητας ενός πλαισίου
F = (W,R) δεν ικανοποιεί κάποια από τις παραπάνω ιδιότητες.

Αν ηR δεν είναι µεταβατική, τότε υπάρχουν κόσµοιw, v, u τέτοιοι ώστε (w, v) ∈
R, (v, u) ∈ R και (w, u) 6∈ R. Ορίζουµε V τέτοια ώστε V (X) = W − {v, u}.
ΤότεM, w 6|= 2(2X → X)→ 2X.

Αν υπάρχουν άπειρες αλυσίδες κόσµων ως προς την R, τότε ορίζουµε V τέτοια
ώστε V (X) = W −S, όπου S το σύνολο των κόσµων από τους οποίους ξεκινά-
ει άπειρη αλυσίδα. Τότε για κάθε w ∈ S ισχύειM, w 6|= 2(2X → X)→ 2X.

Μπορεί να αποδειχτεί ότι δεν υπάρχει πρόταση της πρωτοβάθµιας λογικής που
να ορίζει τις σχέσεις που έχουν τις παραπάτω δύο ιδιότητες.

Συνεπώς:

• Υπάρχουν ιδιότητες σχέσεων που δεν ορίζονται από προτάσεις της πρω-
τοβάθµιας λογικής αλλα ορίζονται από προτάσεις της προτασιακής τρο-
πικής λογικής.

• Υπάρχουν ιδιότητες σχέσεων που δεν ορίζονται από προτάσεις της προ-
τασιακής τροπικής λογικής αλλα ορίζονται από προτάσεις της πρωτο-
ϐάθµιας λογικής.
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