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Λογική Συνεπαγωγή / Ισοδυναµία

Το M ικανοποιεί το Γ στο περιβάλλον s

m

Το M ικανοποιεί κάθε πρόταση του Γ στο s

΄Οπου:

Γ : σύνολο προτάσεων

M : µοντέλο

s : περιβάλλον
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Λογική Συνεπαγωγή / Ισοδυναµία

φ ≡ ψ ⇐⇒


φ |= ψ

και

ψ |= φ

Παραδείγµατα:

1. φ ∨ ψ ≡ ¬(¬φ ∧ ¬ψ)

2. φ→ ψ ≡ ¬φ ∨ ψ
3. ¬∃xφ ≡ ∀x¬φ
4. ¬∀xφ ≡ ∃x¬φ
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Κανονική µορφή Prenex

Q1x1 . . .Qnxn ψ

΄Οπου:

Qi ∈ {∃,∀}
xi µεταβλητή

ψ πρόταση χωρίς ποσοδείκτες

Κάθε πρόταση φ µπορεί να µετασχηµατιστεί σε κάποια λογικά

ισοδύναµη φ′ σε κανονική µορφή prenex
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Κανονική µορφή Prenex

Χρήσιµες λογικές ισοδυναµίες για µετασχηµαρισµούς

1. φ ∨ ψ ≡ ¬(¬φ ∧ ¬ψ)

2. φ→ ψ ≡ ¬(φ ∧ ¬ψ)

3. φ↔ ψ ≡ ¬(φ ∧ ¬ψ) ∧ ¬(¬φ ∧ ψ)

4. φ ∧ ψ ≡ ψ ∧ φ
5. Αν φ ≡ ψ τότε ∀x φ ≡ ∀x ψ και ∃x φ ≡ ∃x ψ
6. ¬∀x φ ≡ ∃x ¬φ
7. ¬∃x φ ≡ ∀x ¬φ
8. Αν η x δεν εµφανίζεται ελεύθερη στην φ τότε

φ ∧ ∀x ψ ≡ ∀x (φ ∧ ψ)

9. Αν η x δεν εµφανίζεται ελεύθερη στην φ τότε

φ ∧ ∃x ψ ≡ ∃x (φ ∧ ψ)

10. ∀x φ ≡ ∀y φx
y

11. ∃x φ ≡ ∃y φx
y
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∆ιαδικασία µετασχηµατισµού σε κανονική µορφή Prenex

1. Απαλοίφουµε τους τελεστές→,↔ και ∨.

2. ΄Εστω φ η πρόταση που αποµένει (η οποία έχει µόνο ∧ και ¬).

2α. Φέρνουµε τους ποσοδείκτες στα αριστερά χρησιµοποιώντας τα 8

και 9.

2β. Φέρνουµε τα ¬ δεξιά από τους ποσοδείκτες χρησιµοποιώντας τα 6

και 7

2γ. Χρησιµοποιούµε τα 10 και 11 αν χρειάζεται να αλλάξουµε

µεταβλητή.
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Παράδειγµα

Να µετατραπεί σε κανονική µορφή Prenex η:

φ = ∀y (∃x p(x, y)→ ∀y q(y))
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΄Ενα αποδεικτικό σύστηµα

΄Ενα αποδεικτικό σύστηµα είναι ένα σύνολο από αξιώµατα µαζί µε

κανόνες απαγωγής

Αλφάβητο:

I ∆ΕΝ περιλαµβάνει τα ∨,∧,↔, ∃

Αξιώµατα:

I φ→ (ψ → φ)
I (φ→ (ψ → ω))→ ((φ→ ψ)→ (φ→ ω))
I (¬ψ → ¬φ)→ ((¬ψ → φ)→ ψ)
I ∀x φ→ φx

t

I (∀x (φ→ ψ)) → (φ→ ∀x ψ)

Κανόνες Απαγωγής:

I
φ→ ψ φ

ψ
(Modus ponens)

I
φ

∀xφ (Κανόνας Γενίκευσης)
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Ορθότητα - Πληρότητα

I Το προηγούµενο αποδεικτικό σύστηµα είναι ΟΡΘΟ:

Γ ` φ ⇒ Γ |= φ

I Το προηγούµενο αποδεικτικό σύστηµα είναι ΠΛΗΡΕΣ (Gödel):

Γ |= φ ⇒ Γ ` φ
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Παράδειγµα

΄Εστω Γ = {A, (A→ B), (B → C)} και k = ((¬D)→ C).

Να δείξετε ότι Γ |= k και Γ ` k .

I Το Γ |= k είναι προφανές.

I Θα δείξουµε το Γ ` k ως εξής:

1. A

2. (A→ B)
3. B (Modus ponens στα 1,2)

4. (B → C)
5. C (Modus ponens στα 3,4)

6. C → ((¬D)→ C) (Αξίωµα)

7. ((¬D)→ C) (Modus Ponens στα 5,6)
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