
Μαθηματικά ΙΙ - 7η Σειρά Ασκήσεων

Δ. Βλάχος - Απρίλιος 2020

Οι ασκήσεις που δίνονται συνοδεύονται από ένα πλήρως λυμένο παράδειγμα και από άλυτες ασκήσεις για

εξάσκηση με απάντηση. ΄Οπου χρειαστεί, αναφέρονται και κάποια βασικά σημεία της θεωρίας.

Πολλές φορές για ευκολία, η μερική παράγωγος ∂g/∂x συβολίζεται με gx και η ∂
2g/∂x∂y με gxy.

1. Για τα επόμενα συστήματα συντεταγμένων να βρείτε τους συντελεστές h της μετρικής, το d~s, το ds2, τον
στοιχειώδη όγκο και τα διανύσματα της βάσης:

• Κυλινδρικές παραβολικές συντεταγμένες

x =
1

2
(u2 − v2)

y = uv

z = z

• Κυλινδρικές ελλειπτικές συντεταγμένες

x = x coshu cos v

y = a sinhu sin v

z = z

• Παραβολικέςς συντεταγμένες

x = uv cosφ

y = uv sinφ

z =
1

2
(u2 − v2)

• Διπολικές συντεταγμένες

x =
a sinhu

coshu+ cos v

y =
a sin v

coshu+ cos v

Λύση:

Θα λύσουμε για τις παραβολικές συντεταγμένες:

h2u =

(
∂x

∂u

)2

+

(
∂y

∂u

)2

+

(
∂z

∂u

)2

= u2 + v2

h2v =

(
∂x

∂v

)2

+

(
∂y

∂v

)2

+

(
∂z

∂v

)2

= u2 + v2

h2φ =

(
∂x

∂φ

)2

+

(
∂y

∂φ

)2

+

(
∂z

∂φ

)2

= (uv)2
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΄Ετσι:

d~s = hudu ·~iu + hvdv ·~iv + hφdφ ·~iφ
=

√
u2 + v2du ·~iu +

√
u2 + v2dv ·~iv + uvdφ ·~iφ

ds2 = (u2 + v2)(du)2 + (u2 + v2)(dv)2 + u2v2(dφ)2

dV = uv(u2 + v2)dudvdφ

Για να βρούμε τα μοναδιαία διανύσματα εργαζόμαστε ως εξής:

d~s = dx~ix + dy~iy + dz~iz =⇒

d~s = (
∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv +

∂x

∂φ
dφ)~ix + (

∂y

∂u
du+

∂y

∂v
dv +

∂y

∂φ
dφ)~iy + (

∂z

∂u
du+

∂z

∂v
dv +

∂z

∂φ
dφ)~iz =⇒

d~s = (
∂x

∂u
~ix +

∂y

∂u
~iy +

∂z

∂u
~iz)du+ (

∂x

∂v
~ix +

∂y

∂v
~iy +

∂z

∂v
~iz)dv + (

∂x

∂φ
~ix +

∂y

∂φ
~iy +

∂z

∂φ
~iz)dφ

και εξισώνοντας τους συντελεστές των du, dv, dφ με την παραπάνω έκφραση έχουμε:

~iu =
1

hu
(
∂x

∂u
~ix +

∂y

∂u
~iy +

∂z

∂u
~iz) =

1√
u2 + v2

(v cosφ ·~ix + v sinφ ·~iy + u ·~iz)

~iv =
1√

u2 + v2
(u cosφ ·~ix + u sinφ~iy − v~iz)

~iz =
1

uv
(−uv sinφ ·~ix + uv cosφ ·~iy)

- Απάντηση:

• Κυλινδρικές παραβολικές συντεταγμένες:

hu = hv =
√
u2 + v2, hz = 1

d~s =
√
u2 + v2(du ·~iu + dv ·~iv) + dz ·~iz

dV = (u2 + v2)dudvdz

~iu =
1

√
u2 + v2

(u~ix − v~iy)

~iv =
1

√
u2 + v2

(−v~ix + u~iy)

• Κυλινδρικές ελλειπτικές συντεταγμένες:

hu = hv = a
√

sinh2 u+ sin2 v, hz = 1

d~s = a
√

sinh2 u+ sin2 v(du ·~iu + dv ·~iv) + dz ·~iz
dV = a2(sinh2 u+ sin2 v)dudvdz

~iu =
1

a
√

sinh2 u+ sin2 v
(a sinhu cos v ·~ix + a coshu sin v ·~iy)

~iv =
1

a
√

sinh2 u+ sin2 v
(−a coshu sin v ·~ix + a sinhu cos v ·~iy)

• Διπολικές συντεταγμένες:

hu = hv =
a

coshu+ cos v

d~s =
a

coshu+ cos v
(du ·~iu + dv ·~iv)

dA =
a2

(coshu+ cos v)2
dudv

~iu =
1

coshu+ cos v
((1 + cos v coshu) ·~ix − sin v sinhu ·~iy)

~iv =
1

coshu+ cos v
(sin v sinhu ·~ix + (1 + cos v coshu) ·~iy)
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2. Αν x1, x2, x3 οι συντεταγμένες σε ένα καμπυλόγραμμο σύστημα συντεταγμένων και τα αντίστοιχα μονα-
διαία διανύσματα ~e1, ~e2, ~e3, να δείξετε ότι

~∇ ·
(

~e1
h2h3

)
= ~∇ ·

(
~e2
h1h3

)
= ~∇ ·

(
~e3
h1h2

)
= 0

Λύση:

Γνωρίζουμε ότι ~∇xi = 1
hi
~ei γιατί:

~∇xi = 1

hj

∂xi

∂xj
~ej =

1

hj
δij~ej =

1

hi
~ei

΄Ετσι, επειδή ~e1 × ~e2 = ~e3 θα έχουμε:

~∇x1 × ~∇x2 =
1

h1h2
~e1 × ~e2 =

1

h1h2
~e3 =⇒

~∇ · (~∇x1 × ~∇x2) = ~∇( ~e3
h1h2

) = 0

από την ταυτότητα ~∇ · (~∇φ× ~∇ψ) = 0. ΄Ομοια αποδεικνύουμε και τις άλλες σχέσεις.

3. Στο ίδιο σύστημα συντεταγμένων με την προηγούμενη άσκηση, να δείξετε ότι:

~∇× ~V =
1

h1h2h3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
h1~e1 h2~e2 he~e3

∂

∂x1
∂

∂x2
∂

∂x3

h1V1 h2V2 h3V3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Λύση:

Είναι ~∇× (~∇xi) = 0 = ~∇× (~ei/hi) και μπορούμε να γράψουμε το διάνυσμα ~V :

~V =
~e1
h1

(h1V1) +
~e2
h2

(h2V2) +
~e3
h3

(h3V3)

Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα ~∇× (φ~V ) = φ(~∇× ~V ) + (~∇φ)× ~V έχουμε:

~∇× ~V = ~∇(h1V1)×
~e1
h1

+ ~∇(h2V2)×
~e2
h2

+ ~∇(h3V3)×
~e3
h3

=

3∑
i=1

~∇(hiVi)×
~ei
hi

=

3∑
i=1

 3∑
j=1

1

hj

∂(hiVi)

∂xj
~ej

× ~ei
hi

Εδώ μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την ταυτότητα ~ei × ~ej =
∑3
k=1 εijk~ek. ΄Ετσι:

~∇× ~V =

3∑
k=1

3∑
i=1

3∑
j=1

εjik
1

hihjhk

∂(hiVi)

∂xj
(hk~ek)

=
1

h1h2h3

3∑
k=1

3∑
i=1

3∑
j=1

εkji(hk~ek)
∂

∂xj
(hiVi)

=
1

h1h2h3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
h1~e1 h2~e2 he~e3

∂

∂x1
∂

∂x2
∂

∂x3

h1V1 h2V2 h3V3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3



γιατί ισχύει∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ =
3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

εijkaibjck

4. Για τα καμπυλόγραμμα συστήματα συντεταγμένων της άσκησης 1, να υπολογίσετε τα ~∇φ,∇2φ, ~∇· ~V , ~∇×
~V .

- Απάντηση:

• Κυλινδρικές παραβολικές συντεταγμένες

h =
√
u2 + v2

~∇φ = h−1

(
∂φ

∂u
~iu +

∂φ

∂v
~iv

)
+
∂φ

∂z
~iz

∇2φ = h−2

(
∂2φ

∂u2
+
∂2φ

∂v2

)
+
∂2φ

∂z2

~∇ · ~V = h−2

[
∂

∂u
(hVu) +

∂

∂v
(hVv)

]
+
∂Vz

∂z

~∇× ~V =

(
h−1 ∂Vz

∂v
−
∂Vv

∂z

)
~iu+(

∂Vu

∂z
− h−1 ∂Vz

∂u

)
~iv + h−2

[
∂

∂u
(hVv)−

∂

∂v
(hVu)

]
~iz

• Κυλινδρικές ελλειπτικές συντεταγμένες: όμοια όπως πριν αλλά h = a
√

sinh2 u+ sin2 v

• Παραβολικές συντεταγμένες

h =
√
u2 + v2

~∇ψ = h−1

(
∂ψ

∂u
~iu +

∂ψ

∂v
~iv

)
+ (uv)−1 ∂ψ

∂φ
~iφ

∇2ψ =
1

h2u

∂

∂u

(
u
∂ψ

∂u

)
+

1

h2v

∂

∂v

(
v
∂ψ

∂v

)
+

1

u2v2
∂2ψ

∂φ2

~∇ · ~V =
1

h2u

∂

∂u
(uhVu) +

1

h2v

∂

∂v
(vhVv) +

1

uv

∂Vφ

∂φ

~∇× ~V =

[
1

hv

∂

∂v
(vVφ)−

1

uv

∂Vv

∂φ

]
~iu+[

1

uv

∂Vu

∂φ
−

1

hu

∂

∂u
(uVφ)

]
~iv +

1

h2

[
∂

∂u
(hVv)−

∂

∂v
(hVu)

]
~iφ

• Διπολικές συντεταγμένες: όμοια με τις κυλινδρικές παραβολικές συντεταγμένες αλλά h = a
coshu+cos v

και χωρίς τα

Vz και τις παραγώγους ως προς z.

5. Στις κυλινδρικές συντεταγμένες, να υπολογίσετε τα ~∇ ·~ir, ~∇ ·~iθ, ~∇×~ir, ~∇×~iθ
- Απάντηση: r−1, 0, 0, r−1~iz

6. Στις σφαιρικές συντεταγμένες, να υπολογίσετε τα ~∇ ·~ir, ~∇ ·~iθ, ~∇×~iθ, ~∇×~iφ
- Απάντηση: 2r−1, r−1 cot θ, r−1~iφ, r

−1(cot θ ~ir −~iθ)

7. Στις κυλινδρικές συντεταγμένες, να υπολογίσετε τα ~∇× (ln r ~iz), ~∇ ln r, ~∇ · (r~ir + z~iz)

- Απάντηση: −r−1~iθ, r
−1~ir, 3

8. Στις σφαιρικές συντεταγμένες, να υπολογίσετε τα ~∇× (r~iθ), ~∇(r cos θ), ~∇ · ~r
- Απάντηση: 2~iφ, cos θ ~ir − sin θ ~iθ, 3

9. Στις κυλινδρικές συντεταγμένες, να υπολογίσετε τα ∇2r, ∇2(1/r), ∇2 ln r

- Απάντηση: r−1, r−3, 0

10. Στις σφαιρικές συντεταγμένες, να υπολογίσετε τα ∇2r, ∇2(r2), ∇2(1/r2)

- Απάντηση: 2r−1, 6, 2r−4
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