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2η ενότητα ασκήσεων

• Άλγεβρα Boole

• Λογικές συναρτήσεις

• Λογικές πύλες

• Λογικά κυκλώματα με πύλες NOT, AND και OR

• Λογικά κυκλώματα με πύλες NAND και NOR

• Λογικά κυκλώματα πολλών επιπέδων πυλών
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 Άλγεβρα Boole
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Αξιώματα άλγεβρας Boole

Α1. Κλειστότητα ως προς τους τρεις τελεστές, αφού σύμφωνα με

τους ορισμούς των τριών λογικών πράξεων το αποτέλεσμά τους

δεν μπορεί να είναι διαφορετικό από 0 ή 1, δηλαδή, εάν x, y ∈ A = 

{0, 1}, τότε x ⋅⋅⋅⋅ y ∈ A, x + y ∈ A και x′, y′ ∈ A.

Α2. Αντιμεταθετικότητα: η διάταξη των στοιχείων κατά την

εκτέλεση των λογικών πράξεων AND και OR δεν επηρεάζει το

αποτέλεσμα, δηλαδή, εάν x, y ∈ A, τότε

x ⋅ y = y ⋅⋅⋅⋅ x και x + y = y + x.

Α3. Επιμεριστικότητα: το λογικό γινόμενο επιμερίζεται στο λογικό

άθροισμα και το λογικό άθροισμα επιμερίζεται στο λογικό

γινόμενο, δηλαδή, εάν x, y, z ∈ A, τότε

x ⋅⋅⋅⋅ (y + z) = (x ⋅⋅⋅⋅ y) + (x ⋅⋅⋅⋅ z) και x + y ⋅⋅⋅⋅ z = (x + y)⋅⋅⋅⋅(x + z).

x
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Α4. Ουδέτερα στοιχεία: για τις λογικές πράξεις AND και OR τα
ουδέτερα στοιχεία είναι 1 και 0, αντίστοιχα, δηλαδή, εάν x ∈ A, 
τότε x ⋅⋅⋅⋅ 1 = x και x + 0 = x.

Α5. Συμπλήρωμα: από τον ορισμό της λογικής αντιστροφής
προκύπτει ότι, εάν x ∈ A, τότε x ⋅⋅⋅⋅ x′ = 0 και x + x′ = 1, όπου το
στοιχείο x′ αναφέρεται ως συμπλήρωμα του στοιχείου ή της
μεταβλητής x. Το συμπλήρωμα συμβολίζεται και ως .

Σε κάθε ζεύγος αξιωμάτων το ένα τμήμα μπορεί να προκύψει από
το άλλο, με αμοιβαία εναλλαγή των λογικών πράξεων AND, OR 
και των στοιχείων 0 και 1 (αρχή δυϊσμού). Συνεπώς, κάθε
αλγεβρική έκφραση η οποία μπορεί να παραχθεί από τα αξιώματα
εξακολουθεί να ισχύει, εάν εναλλάξουμε τους τελεστές και τα
ουδέτερα στοιχεία.

x

Αξιώματα άλγεβρας Boole



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

6

Θ1. Οι λογικές πράξεις μιας μεταβλητής με τον εαυτό της έχουν

αποτέλεσμα τη μεταβλητή αυτή, δηλαδή x ⋅⋅⋅⋅ x = x, x + x = x.

Θ2. Οι λογικές πράξεις μιας μεταβλητής με το αντίστοιχο

ουδέτερο στοιχείο έχουν αποτέλεσμα το ουδέτερο στοιχείο, 

δηλαδή x ⋅⋅⋅⋅ 0 = 0, x + 1 = 1.

Θ3. Θεώρημα διπλής άρνησης: το συμπλήρωμα του

συμπληρώματος μιας μεταβλητής ισούται με τη μεταβλητή αυτή, 

δηλαδή (x′)′ = x.

Θ4. Προσεταιριστική ιδιότητα λογικού αθροίσματος και λογικού

γινομένου: (x + y) + z = x + (y + z), (x ⋅⋅⋅⋅ y) ⋅⋅⋅⋅ z = x ⋅⋅⋅⋅ (y ⋅⋅⋅⋅ z).

Θεωρήματα άλγεβρας Boole
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Θ5. Θεώρημα De Morgan: το συμπλήρωμα του αποτελέσματος

μιας λογικής πράξης AND ή OR ανάμεσα σε δύο μεταβλητές

λαμβάνεται, εάν συμπληρώσουμε κάθε μεταβλητή και

εναλλάξουμε τους τελεστές, δηλ. (x + y)′ = x′ ⋅⋅⋅⋅ y′, (x ⋅⋅⋅⋅ y)′ = x′ + y′.

Θ6. Θεώρημα απορρόφησης: κατά τη λογική πρόσθεση μιας

μεταβλητής με το λογικό γινόμενο της μεταβλητής αυτής με άλλη

μεταβλητή, το λογικό γινόμενο απορροφάται, δηλαδή x + x ⋅⋅⋅⋅ y = x. 

Αντίστοιχα ισχύει και η απορρόφηση του λογικού αθροίσματος, 

δηλαδή x ⋅⋅⋅⋅ (x + y) = x. 

Θ7. Θεώρημα ομοφωνίας: αποτελεί ειδική περίπτωση του

θεωρήματος απορρόφησης, που εκφράζεται αλγεβρικά με τις

σχέσεις: x ⋅⋅⋅⋅ y + x′ ⋅⋅⋅⋅ z + y ⋅⋅⋅⋅ z =  x ⋅⋅⋅⋅ y + x′ ⋅⋅⋅⋅ z 

και (x + y) ⋅⋅⋅⋅ (x′ + z) ⋅⋅⋅⋅ (y + z) = (x + y) ⋅⋅⋅⋅ (x′ + z).

Θεωρήματα άλγεβρας Boole
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Προτεραιότητα τελεστών

• 1η προτεραιότητα: υπολογισμός εκφράσεων εντός παρενθέσεων.

• Ακολουθεί ο υπολογισμός συμπληρωμάτων (τελεστής ′), ο

υπολογισμός των λογικών γινομένων (τελεστής ⋅⋅⋅⋅) και τέλος ο

υπολογισμός των λογικών αθροισμάτων (τελεστής +). 

• Εάν για τον υπολογισμό του συμπληρώματος της έκφρασης

x + (y ⋅⋅⋅⋅ z) εφαρμόσουμε γενίκευση του θεωρήματος De Morgan, 

συμπληρώνοντας τις μεταβλητές και εναλλάσσοντας τελεστές, 

χωρίς να τηρήσουμε την ορθή προτεραιότητά τους, καταλήγουμε

στην εσφαλμένη έκφραση x′ ⋅⋅⋅⋅ y′ + z′.

• Ακολουθώντας τη σωστή προτεραιότητα τελεστών:
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Αλγεβρικοί μετασχηματισμοί

• Οι αλγεβρικοί μετασχηματισμοί που βασίζονται στα αξιώματα

και θεωρήματα της άλγεβρας Boole, χρησιμοποιούνται για την

απλοποίηση αλγεβρικών εκφράσεων.

• Η τεχνική αυτή δεν συνιστά συστηματική μεθοδολογία

απλοποίησης αλγεβρικών εκφράσεων. 

• Συστηματικός τρόπος ελαχιστοποίησης αλγεβρικών εκφράσεων

είναι η μέθοδος του χάρτη Karnaugh και άλλες μέθοδοι που

χρησιμοποιούνται εργαλεία απλοποίησης με τη βοήθεια

ηλεκτρονικού υπολογιστή.

• Στη συνέχεια, για λόγους απλότητας, ο τελεστής ⋅⋅⋅⋅ θα

παραλείπεται εντός των αλγεβρικών εκφράσεων, αλλά θα

υπονοείται.
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• Για την απλοποίηση της αλγεβρικής έκφρασης x′y + xz + yz + 

yzw′, εκτελούμε τους ακόλουθους μετασχηματισμούς:

• Αρχικά, χρησιμοποιήσαμε το αξίωμα της επιμεριστικότητας στα

δύο τελευταία λογικά γινόμενα της έκφρασης και στη συνέχεια

το αξίωμα ουδέτερου στοιχείου (1 + w′ = 1). 

• Αξιοποιώντας το αξίωμα του συμπληρώματος (x + x′ = 1), 

δημιουργήσαμε λογικά γινόμενα, ώστε στη συνέχεια να

εφαρμοστεί το αξίωμα επιμεριστικότητας ώστε να μειώσουμε το

πλήθος των λογικων γινομένων της έκφρασης.

Άσκηση 1
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• Για την απλοποίηση της xy + xy′ + x′y, εκτελούμε τους

ακόλουθους μετασχηματισμούς:

• Αρχικά προσθέσαμε το λογικό γινόμενο xy (το οποίο ήδη

υπάρχει στην αρχική έκφραση), αφού με βάση το πρώτο

θεώρημα η ενέργεια αυτή δεν αλλοιώνει την αρχική έκφραση. 

• Αυτό έγινε για να δημιουργηθεί συνδυασμός λογικών γινομένων, 

που μας δίνει τη δυνατότητα εφαρμογής του αξιώματος της

επιμεριστικότητας, ώστε τελικά να λάβουμε πιο απλή έκφραση.

• Οι επιλογές που ακολουθήθηκαν, αποτελούν χρήσιμες πρακτικές

απλοποίησης, ωστόσο δεν μπορεί να υποστηρίξει κανείς ότι

συνιστούν μεθοδολογία απλοποίησης.

Άσκηση 2
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• Απόδειξη της σχέσης: x′y′ + y′z + xz + xy + yz′ = x′y′ + xz + yz′:

• Αξιοποιήσαμε το αξίωμα για το συμπλήρωμα στοιχείου

(x + x′ = 1), έτσι ώστε να δημιουργηθούν λογικά γινόμενα

κατάλληλα για την εφαρμογή, στη συνέχεια, του αξιώματος της

επιμεριστικότητας που οδηγεί σε μείωση του πλήθους των

λογικών γινομένων της έκφρασης: 

Άσκηση 3
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Άσκηση 4

• Απόδειξη του πρώτου τμήματος του θεωρήματος ομοφωνίας:

• Χρησιμοποιήσαμε ξανά το αξίωμα συμπληρώματος (x + x′ = 1),

για να δημιουργήσουμε λογικά γινόμενα τέτοια, ώστε να είναι

δυνατή, στη συνέχεια, η εφαρμογή του αξιώματος της

επιμεριστικότητας που θα μας οδηγεί σε μείωση του πλήθους

των λογικών γινομένων της έκφρασης.
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Άσκηση 5

• Απόδειξη της αλγεβρικής σχέσης:

• Εφαρμόσαμε το αξίωμα της επιμεριστικότητας στα δύο ζεύγη

λογικών γινομένων της έκφρασης του πρώτου μέλους και στη

συνέχεια το αξίωμα του συμπληρώματος.
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Άσκηση 6

• Απόδειξη της αλγεβρικής σχέσης:

• Αξιοποιούμε το αξίωμα συμπληρώματος (x + x′ = 1), έτσι ώστε

να δημιουργηθούν λογικά γινόμενα κατάλληλα για την

εφαρμογή του αξιώματος επιμεριστικότητας που οδηγεί σε

μείωση του πλήθους των λογικών γινομένων της έκφρασης
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Άσκηση 7

• Απόδειξη της αλγεβρικής σχέσης:

• Εφαρμόσαμε αρχικά το θεώρημα ομοφωνίας (xy + x′z = xy + x′z 

+ yz με x =  Α, y = B και z = CD′E και ύστερα από σχετικά

απλούς μετασχηματισμούς, στην τελευταία ισότητα εφαρμόσαμε

το θεώρημα απορρόφησης (x + xy = x με x = Α′ και y = CD′E).
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 Λογικές συναρτήσεις
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Περιγραφή λογικών συναρτήσεων

• Οι λογικές συναρτήσεις περιγράφονται συνήθως από

αλγεβρικές εκφράσεις που περιλαμβάνουν δυαδικές μεταβλητές, 

τις σταθερές τιμές 0 και 1, τους τελεστές των τριών λογικών

πράξεων, παρενθέσεις και αγκύλες. 

• Κάθε λογική συνάρτηση λαμβάνει τιμή 0 ή 1, ανάλογα με τις

λογικές τιμές των δυαδικών μεταβλητών που συμμετέχουν σε

αυτήν. 

F(x,y,z) = x′y + xz

• Περιλαμβάνει 3 δυαδικές μεταβλητές και λαμβάνει λογική τιμή

1, όταν η μεταβλητή x και η μεταβλητή y έχουν τιμή 0 και 1, 

αντίστοιχα, ή όταν οι μεταβλητές x και z έχουν τιμή 1, ενώ

λαμβάνει λογική τιμή 0 για τους υπόλοιπους δυνατούς

συνδυασμούς των μεταβλητών. 



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

19

• Εκτός, από την περιγραφή μέσω αλγεβρικής έκφρασης, 

υπάρχουν κι άλλοι τρόποι περιγραφής, όπως ο πίνακας αλήθειας

που περιλαμβάνει όλους τους δυνατούς συνδυασμούς τιμών των

μεταβλητών που συμμετέχουν στη συνάρτηση, καθώς και την

τιμή της συνάρτησης αυτής για κάθε συνδυασμό. 

• Για n μεταβλητές, το πλήθος των δυνατών συνδυασμών

τωνμεταβλητών είναι 2n και προκύπτουν εύκολα, εάν γράψουμε

κατά σειρά τους δυαδικούς αριθμούς από 0 έως 2n-1 και

αντιστοιχίσουμε κάθε δυαδικό ψηφίο σε μία από τις μεταβλητές. 

• Ο πίνακας αλήθειας είναι μοναδικός για μία συνάρτηση, αλλά

αυτό δεν ισχύει για μία αλγεβρική έκφραση που περιγράφεί μια

συνάρτηση.

Περιγραφή λογικών συναρτήσεων
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Περιγραφή λογικών συναρτήσεων



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

21

Μια λογική συνάρτηση F′ είναι συμπληρωματική συνάρτηση

μιας συνάρτησης F, όταν λαμβάνει λογική τιμή 1 ή 0, για τους

συνδυασμούς τιμών των μεταβλητών για τους οποίους η

συνάρτηση F λαμβάνει τιμή 0 ή 1, αντίστοιχα.

Συμπληρωματική λογική συνάρτηση
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Άσκηση 8
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Γενικευμένο θεώρημα De Morgan

• Η συμπληρωματική συνάρτηση F′ προκύπτει από την F, ως εξής:

• Δηλαδή κατά την παραγωγή της F′, στη θέση κάθε μεταβλητής

τίθεται το συμπλήρωμά της, οι τελεστές + και ⋅⋅⋅⋅ εναλλάσσονται

και οι σταθερές τιμές 0 και 1, επίσης εναλλάσσονται. 

• Κατά την παραγωγή της συμπληρωματικής συνάρτησης, πρέπει

να τηρείται η προτεραιότητα των τελεστών. 
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Άσκηση 9

• Εξαγωγή της συμπληρωματικής συνάρτησης F′ της συνάρτησης: 

F(x,y,z,w) = x′(y + z)′(y + wz′)(x + z), 

με εφαρμογή του γενικευμένου θεωρήματος De Morgan.
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• Εξαγωγή της συμπληρωματικής συνάρτησης της F:

F(Α,Β,C,D) = (AC′ + A′B′)[(B′ + C′)D′ + D]

με εφαρμογή του γενικευμένου θεωρήματος De Morgan και στη

συνέχεια απλοποίησή της με αλγεβρικούς μετασχηματισμούς.

• Στην τελευταία ισότητα εφαρμόστηκε το θεώρημα ομοφωνίας.

Άσκηση 9
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Άσκηση 10
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Άσκηση 10
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Αφού πρόκειται για

συμπληρωματικές

συναρτήσεις, για τους

συνδυασμούς τιμών

των μεταβλητών για

τους οποίους η F 

λαμβάνει τιμή 1, η F′

λαμβάνει τιμή 0, ενώ

για τους συνδυασμούς

για τους οποίους η F 

λαμβάνει τιμή 0, η F′

λαμβάνει τιμή 1.

Άσκηση 10
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• Ελαχιστόροι: m0 έως m7

(ο δείκτης συμπίπτει με

το δεκαδικό αριθμό που

αντιστοιχεί σε κάθε

ελάχιστο όρο). 

• Mεγιστόροι (M0 έως M7) 

είναι τα συμπληρώματα των

αντίστοιχων ελαχιστόρων

και προκύπτουν από τους

ελαχιστόρους με το

θεώρημα De Morgan. 

• Για n μεταβλητές, 

σχηματίζονται 2n

ελαχιστόροι και μεγιστόροι.

Ελαχιστόροι Μεγιστόροι

Ελαχιστόροι και μεγιστόροι λογικών συναρτήσεων
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Κανονικές και πρότυπες μορφές λογικής συνάρτησης

• Οι αλγεβρικές εκφράσεις μιας λογικής συνάρτησης σε μορφή

αθροίσματος ελαχιστόρων και γινομένου μεγιστόρων, 

αναφέρονται ως κανονικές μορφές (canonical forms).

• Οι κανονικές μορφές είναι μοναδικές για μία συνάρτηση.

• Για να μετατρέψουμε την έκφραση μιας λογικής συνάρτησης

από τη μια κανονική μορφή στην άλλη, εναλλάσσουμε τα

σύμβολα m, M και τους τελεστές · και +, και ως δείκτες στα

σύμβολα θέτουμε τους δείκτες των ελαχιστόρων ή των

μεγιστόρων που λείπουν από την αρχική κανονική μορφή. 

• Οι μορφές συνρτήσεων αθροίσματος γινομένων ή γινομένου

αθροισμάτων, χωρίς στα γινόμενα και τα αθροίσματα αυτά να

συμμετέχουν όλες οι μεταβλητές, αναφέρονται ως πρότυπες

μορφές (standard forms).
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Μετατροπή πρότυπης σε κανονική μορφή

• Για να μετατρέψουμε πρότυπη μορφή αθροίσματος γινομένων

σε κανονική, ελέγχουμε κάθε γινόμενο, ώστε να διαπιστώσουμε

ποιες μεταβλητές λείπουν από αυτό. 

• Για κάθε μεταβλητή που λείπει σε κάποιο από τα γινόμενα

(έστω x), πολλαπλασιάζουμε το γινόμενο με τον όρο (x + x′). 

• Ο όρος αυτός ισούται με 1 και η σχετική πράξη δεν επηρεάζει

την τιμή του γινομένου. 

• Έπειτα εφαρμόζουμε το αξίωμα επιμεριστικότητας σε κάθε

ελλιπές γινόμενο και λαμβάνουμε την επιθυμητή κανονική

μορφή αθροίσματος ελαχιστόρων.
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• Για να μετατρέψουμε πρότυπη μορφής γινομένου αθροισμάτων

σε κανονική, για κάθε μεταβλητή που λείπει σε κάποιο άθροισμα

(έστω x), προσθέτουμε στο άθροισμα τον όρο xx′, αφού η πράξη

αυτή δεν επηρεάζει την τιμή του αθροίσματος.

• Κατόπιν, εφαρμόζουμε το αξίωμα της επιμεριστικότητας σε κάθε

ελλιπές άθροισμα και λαμβάνουμε την επιθυμητή κανονική

μορφή γινομένου μεγιστόρων. 

• Η μετατροπή μεταξύ πρότυπων μορφών γίνεται εύκολα με

χρήση του αξιώματος της επιμεριστικότητας.

Μετατροπή πρότυπης σε κανονική μορφή
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Άσκηση 11

• Μετατροπή της πρότυπης μορφής F(x,y,z) = xy + x′z + yz σε

κανονική μορφή αθροίσματος ελαχιστόρων:

• Οι όροι m3 και m7 προκύπτουν και δεύτερη φορά στο τελικό

άθροισμα, αλλά απαλείφονται λόγω του πρώτου θεωρήματος της

άλγεβρας Boole. 

• Η κανονική μορφή γινομένου μεγιστόρων προκύπτει απευθείας

με χρήση του θεωρήματος De Morgan, ως εξής: F(x,y,z) = Σ(1, 

3, 6, 7) = Π(0, 2, 4, 5).
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• Μετατροπή της πρότυπης μορφής

F(x,y,z) = (x + y + z)(x′ + y)(y + z)(x+z)(x′ + y + z)

σε κανονική μορφή γινομένου μεγιστόρων:

Άσκηση 12
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Άσκηση 13

Αρχικά θα πρέπει να μετατρέψουμε τη συνάρτηση που δίνεται

σε πρότυπη μορφή αθροίσματος γινομένων με χρήση του αξιώ-

ματος της επιμεριστικότητας. Στη συνέχεια, για κάθε μεταβλη-

τή που δε συμμετέχει σε κάποιο από τα γινόμενα (έστω x), πολ-

λαπλασιάζουμε το γινόμενο με τον όρο (x + x′) και εφαρμόζετε

το αξίωμα της επιμεριστικότητας σε κάθε ελλιπές γινόμενο, ώ-

στε τελικά να λάβουμε τη ζητούμενη κανονική μορφή αθροί-

σματος ελαχιστόρων. Επισημαίνεται ότι το μέγιστο πλήθος των

ελαχιστόρων μιας συνάρτησης τεσσάρων μεταβλητών ανέρχε-

ται σε 15.
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Άσκηση 13

Στο τέλος, απαλοιφή των λογικών αθροισμάτων που επαναλαμβάνονται.
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Άσκηση 14

• Μετατρέπουμε την πρότυπη μορφή αθροίσματος γινομένων

F(x,y,z) = xy + x′z + yz σε πρότυπη μορφή γινομένου αθροι-

σμάτων, με χρήση του αξιώματος επιμεριστικότητας και απα-

λοιφή των μεταβλητών που επαναλαμβάνονται στα αθροίσματα, 

καθώς και των αθροισμάτων που επαναλαμβάνονται στη νέα

μορφή της συνάρτησης.
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Άσκηση 15

Ακολουθώντας παρόμοια μεθοδολογία, αρχικά μπορούμε

να μετατρέψουμε την δεδομένη μορφή σε πρότυπη μορφή

γινομένου αθροισμάτων με χρήση του αξιώματος της επι-

μεριστικότητας. Κατόπιν, για κάθε μεταβλητή που δε συμ-

μετέχει σε κάποιο από τα αθροίσματα που προκύπτουν (έστω

a), μπορούμε να προσθέσουμε το γινόμενο με τον όρο (aa′) 

και να εφαρμόσουμε το αξίωμα της επιμεριστικότητας σε

κάθε ελλιπές άθροισμα, ώστε τελικά να λάβουμε τη ζητού-

μενη κανονική μορφή γινομένου μεγιστόρων. 
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Άσκηση 15

Εναλλακτικά, από την έκφραση της συνάρτησης που δίνεται, 

δημιουργούμε τον πίνακα αλήθειας της συνάρτησης, υπολο-

γίζοντας την τιμή της συνάρτησης για κάθε συνδυασμό

τιμών των μεταβλητών. 

Με βάση τον πίνακα αυτόν, μπορούμε να γράψουμε τη συ-

νάρτηση σε κανονική μορφή γινομένου μεγιστόρων, λαμβά-

νοντας υπόψη ότι οι μεγιστόροι που συμμετέχουν είναι εκεί-

νοι που αντιστοιχούν σε μηδενική τιμή της συνάρτησης.
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Άσκηση 15
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Άσκηση 16
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Άσκηση 16
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Άσκηση 17



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

44

Άσκηση 17
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Άσκηση 17
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Άσκηση 17
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 Λογικές πύλες



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

48

Λογικές πύλες

= ( ) =

=
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Λογικές πύλες

• Οι λογικές πύλεςς AND,  OR, ΧΟR μπορούν εύκολα να

• Δε συμβαίνει το ίδιο για τις NAND, NOR, XNOR.
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Άσκηση 18
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Άσκηση 18
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Άσκηση 19
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Άσκηση 19
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Άσκηση 20
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Άσκηση 21



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

56

Άσκηση 21
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Άσκηση 21
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 Λογικά κυκλώματα
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Άσκηση 22

• Υλοποιούμε τη συνάρτηση F(x,y,z) = xy + x′z + yz με λογικό

κύκλωμα πυλών NOT-AND-OR.

• Εάν στη συνάρτηση εφαρμόσουμε το θεώρημα ομοφωνίας, 

προκύπτει η ισοδύναμη συνάρτηση F(x,y,z) = xy + x′z, που

υλοποιείται με μία πύλη AND λιγότερη, αφού τα λογικά

γινόμενα που συμμετέχουν στη συνάρτηση μειώνονται κατά 1.
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• Εφαρμόζοντας το αξίωμα της επιμεριστικότητας στην συνάρτηση

F(x,y,z) = xy + x′z + yz, λαμβάνουμε την ισοδύναμη συνάρτηση

F(x,y,z) = (x + z)(x′ + y)(y + z) που είναι μορφή γινομένου

αθροισμάτων και υλοποιούμε με κύκλωμα πυλών NOT-OR-AND.

• Με το θεώρημα ομοφωνίας, προκύπτει η ισοδύναμη συνάρτηση

F(x,y,z) = (x + z)(x′ + y), που υλοποιείται με 1 πύλη OR λιγότερη.

Άσκηση 23
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• Εάν εφαρμόσουμε το θεώρημα διπλής άρνησης και στη συνέχεια

το θεώρημα De Morgan στη λογική συνάρτηση μορφής

αθροίσματος γινομένων F(x,y,z) = xy + x′z + yz, λαμβάνουμε

την ισοδύναμη λογική συνάρτηση: F(x,y,z) = [(xy + x′z + yz)′]′ = 

[(xy)′(x′z)′(yz)′]′

• Υλοποιούμε με λογικό κύκλωμα μόνο πυλών NAND.

Άσκηση 24
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• Εάν εφαρμόσουμε όμοια διαδικασία στη συνάρτηση μορφής

γινομένου αθροισμάτων, F(x,y,z) = (x + z)(x′ + y)(y + z), 

λαμβάνουμε την ισοδύναμη λογική συνάρτηση:

F(x,y,z) = {[(x + z)(x′ + y)(y + z)]′}′ = [(x + z)′ + (x′ + y)′ + (y + z)′]′.

• Υλοποιούμε με λογικό κύκλωμα μόνο πυλών NOR.

Άσκηση 25
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Άσκηση 26

Με βάση όσα αναφέρθηκαν προηγουμένως για να υλοποιήσετε
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Άσκηση 26
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• Οι υλοποιήσεις λογικών συναρτήσεων με δύο επίπεδα πυλών

(μη συμπεριλαμβανομένου του επιπέδου πυλών που πιθανώς

χρησιμοποιείται για την εξαγωγή των συμπληρωματικών μορφών

των μεταβλητών εισόδου), είναι ικανοποιητικές στις περιπτώσεις

λογικών συναρτήσεων με λίγες μεταβλητές. 

• Στην περίπτωση συναρτήσεων πολλών μεταβλητών, μπορεί να

χρησιμοποιηθεί παραγοντοποίηση (αξίωμα επιμεριστικότητας), 

ώστε να επιτευχθεί υλοποίηση σε περισσότερα επίπεδα πυλών, 

αλλά με πύλες μικρού πλήθους εισόδων

• Οι πύλες αυτές παρουσιάζουν καλύτερα χαρακτηριστικά σε σχέση

με τις πύλες πολλών εισόδων, όπως μικρότερη καθυστέρηση

απόκρισης και μεγαλύτερη ανεκτικότητα στην παρουσία θορύβου.

Λογικά κυκλώματα πολλών επιπέδων
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Άσκηση 27

• Η λογική συνάρτηση:

F(Α, B, C, D, E, G, H) = AC′G + ADEG + BC′H + BDEH,

απαιτεί για την υλοποίησή της 1 αντιστροφέα για την παραγωγή

της συμπληρωματικής μορφής της μεταβλητής εισόδου C, 4 

πύλες AND (2 με 3 εισόδους και 2 με 4 εισόδους) για την

παραγωγή των λογικών γινομένων και μία πύλη OR 4 εισόδων

για την παραγωγή του συνολικού λογικού αθροίσματος. 

• Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της παραγοντοποίησης, 

εφαρμόζοντας (αξίωμα επιμεριστικότητας), καταλήγουμε σε

ισοδύναμη συνάρτηση που απαιτεί για την υλοποίησή της τρία

επίπεδα πυλών:

F = AC′G + ADEG + BC′H + BDEH= 

= AG(C′ + DE) + BH(C′ + DE) = (AG + BH)(C′ + DE)
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Καταλήξαμε σε υλοποίηση που περιλαμβάνει 7 λογικές πύλες (μία

περισσότερη), αλλά καμία λογική πύλη δε διαθέτει περισσότερες

από δύο εισόδους.

Άσκηση 27
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• H μέθοδος της παραγοντοποίησης μπορεί να μας προσφέρει τη

δυνατότητα να χρησιμοποιήσουμε λογικές πύλες XOR ή XNOR

ώστε να μειώσουμε το κόστος της υλοποίησης. 

• Επίσης, μία ή περισσότερες πύλες ή, στη γενικότερη περίπτωση, 

ένα ή περισσότερα υποκυκλώματα μπορούν να υλοποιούν

συναρτήσεις που χρησιμοποιούνται περισσότερες από μία φορές

στο συνολικό λογικό κύκλωμα.

• Η συνάρτηση F(x,y,z,w) = x′z′w′ + yz′w + x′zw + yzw′, απαιτεί

για την υλοποίησή της 3 αντιστροφείς, 4 πύλες AND 3 εισόδων

και 1 πύλη OR 4 εισόδων.

• Εφαρμόστε τη μέθοδο παραγοντοποίησης, ώστε να καταλήξετε

σε «οικονομικότερη» ισοδύναμη συνάρτηση. 

Άσκηση 28
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Τέλος 2ης ενότητας ασκήσεων


