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1η ενότητα ασκήσεων

• Αναλογικά και ψηφιακά σήματα

• Μετατροπή αναλογικών σημάτων σε ψηφιακά

• Ψηφιακά συστήματα

• Παράσταση αριθμητικών δεδομένων σε διάφορα
αριθμητικά συστήματα με έμφαση στο δυαδικό
σύστημα

• Εκτέλεση αριθμητικών πράξεων με δυαδικούς
αριθμούς

• Αριθμοί κινητής υποδιαστολής

• Δυαδικοί κώδικες παράστασης δεδομένων
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 Αναλογικά και ψηφιακά σήματα

 Μετατροπή αναλογικών σημάτων σε ψηφιακά

 Ψηφιακά συστήματα
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Μετατροπή αναλογικών σηματων σε ψηφιακά

• Αναλογική παράσταση μεγέθους (αναλογικό σήμα): γραφική

παράστασή με το χρόνο.

• Δειγματοληψία (sampling): λήψη δειγμάτων του μεγέθους σε

διακριτές χρονικές στιγμές.

• Η αναπαράσταση της τιμής κάθε δείγματος με έναν αριθμό

πεπερασμένου πλήθους ψηφίων, αποτελεί την ψηφιοποίηση

(digitization), αποτέλεσμα της οποίας είναι η ψηφιακή παράσταση

του μεγέθους, δηλαδή μια απλή ακολουθία αριθμών που

αναπαριστά το μέγεθος των διαδοχικών δειγμάτων (ψηφιακό σήμα). 

• Η ψηφιοποίηση προϋποθέτει αρχικά τη διαίρεση της κλίμακας του

μεγέθους σε επίπεδα (στάθμες), ώστε κάθε δείγμα του μεγέθους να

αντιστοιχιστεί στο πλησιέστερο επίπεδο, διαδικασία που αναφέρεται

ως κβαντισμός (quantization).
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• Η διαδικασία της ψηφιοποίησης ολοκληρώνεται με την

κωδικοποίηση (encoding, coding), κατά την οποία κάθε επίπεδο

κβαντισμού και κατά συνέπεια κάθε δείγμα που αντιστοιχεί στο

επίπεδο αυτό, κωδικοποιείται με μία απλή ακολουθία αριθμών.

• Συνήθως, ακολουθείται η δυαδική κωδικοποίηση, στην οποία

χρησιμοποιούνται δυαδικά ψηφία (binary digits ή bits) που

μπορούν να λάβουν δύο τιμές 0 και 1. 

• Για τη δυαδική κωδικοποίηση 2Ν τιμών ενός μεγέθους, 

απαιτούνται Ν δυαδικά ψηφία.

• Η παράσταση που προκύπτει από τον κβαντισμό (κβαντισμένο

σήμα) και κατά συνέπεια η ψηφιακή παράσταση (ψηφιακό σήμα), 

δεν αποδίδουν με ακρίβεια το αναλογικό μέγεθος. Το σφάλμα που

εισάγεται αναφέρεται ως σφάλμα κβαντισμού. 

Μετατροπή αναλογικών σηματων σε ψηφιακά
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Μετατροπή αναλογικών σηματων σε ψηφιακά

αναλογικό ύψος
κβαντισμένο ύψος
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Άσκηση 2

Ψηφιακό σήμα
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| Σφάλμα κβαντισμού |

Άσκηση 2
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• Η δειγματοληψία ενός αναλογικού σήματος xα(t) επιτυγχάνεται
λαμβάνοντας δείγματα αυτού ανά Τ δευτερόλεπτα: x = xα(nT). 

• x είναι το σήμα διακριτού χρόνου που προκύτει από την
δειγματοληψία, Τ το χρονικό διάστημα μεταξύ διαδοχικών
δειγμάτων (περίοδος δειγματοληψίας) και n ο αριθμός των
δειγμάτων. F = 1 / T: ρυθμός ή συχνότητα δειγματοληψίας.

• Ο κβαντισμός είναι μη αντιστρέψιμη διαδικασία. Στον
ομοιόμορφο κβαντισμό η απόσταση (διαφορά) Δ μεταξύ δύο
επιπέδων κβαντισμού, δηλαδή των προκαθορισμένων τιμών στις
οποίες στρογγυλοποιούνται οι τιμές του δειγματοληπτημένου
σήματος, είναι σταθερή. 

Δειγματοληψία και κβαντισμός
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• Σφάλμα κβαντισμού: διαφορά μεταξύ αρχικής (x) και

κβαντισμένης τιμής (xq). Η απόλυτη τιμή του περιορίζεται

(μέγιστη τιμή) στο μισό της διαφοράς μεταξύ δύο επιπέδων

κβαντισμού. 

• Η αύξηση του πλήθους των επιπέδων κβαντισμού (L) οδηγεί

στη μείωση του σφάλματος.

Δειγματοληψία και κβαντισμός

R: περιοχή κβαντισμού
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Άσκηση 3

• Για την μετατροπή αναλογικού σήματος x (x ϵ [0, xmax]) σε

ψηφιακό χρησιμοποιούμε τον κβαντιστή L επίπεδα κβαντισμού..

• Δίνεται η κυματομορφή του αναλογικού σήματος (τάση πλάτους

10 Volt, ως συνάρτηση του χρόνου t):
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• Πόσες στάθμες του παραπάνω κβαντιστή απαιτούνται, έτσι ώστε

το σφάλμα μετατροπής από αναλογικό σε ψηφιακό να είναι το

πολύ 15% της μέγιστης τιμής του σήματος ;

• Να σχεδιάσετε το σήμα στην εξοδο του κβαντιστή για 10 sec, με

όσα επίπεδα υπολογίσατε, εάν λαμβανεται δειγματοληψία του

σήματος κάθε 1 sec.

Άσκηση 3
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Άσκηση 3

• Η απόσταση (διαφορά) Δ μεταξύ δύο επιπέδων κβαντισμού, 

δηλαδή των προκαθορισμένων τιμών στις οποίες αντιστοιχίζονται

οι τιμές του δειγματοληπτημένου σήματος έιναι:

• Το μέγιστο σφάλμα ισούται με το μισό της διαφοράς μεταξύ δύο

επιπέδων κβαντισμού:
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• Το ποσοστό του σφάλματος

επί της μέγιστης τιμής του

σήματος είναι:

• Για να επιτευχθεί σφάλμα το πολύ 15%, απαιτείται πλήθος

επιπέδων L, τέτοιο ώστε:

• Επομένως το πλήθος επιπέδων κβαντισμού θα πρέπει να είναι 5, 

που σημαίνει ότι Δ = 10 / (5 – 1) = 10 / 4 = 2.5 V .

Άσκηση 3
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Άσκηση 4
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Άσκηση 4
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Άσκηση 5
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Άσκηση 5
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Άσκηση 5
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Αριθμητικά συστήματα
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Άσκηση 19
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Προσημασμένοι δυαδικού αριθμοί
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Προσημασμένοι δυαδικού αριθμοί
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Άσκηση 20
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ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ
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Άσκηση 20

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ
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Άσκηση 21
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εύκολα προκύπτει ότι:
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Άσκηση 21

Έτσι οι δεκαδικοί αριθμοί – 4, –3, –2 & –1,  παριστάνονται

με τους τριαδικούς αριθμούς 12, 20, 21 & 22, αντίστοιχα. 

Σημειώνεται ότι το συμπλήρωμα ενός αριθμού Α με n ψηφία

ως προς τη βάση r ισούται με rn – A, συνεπώς για τριαδικό

αριθμό Α με 2 ψηφία το συμπλήρωμα ως προς 3 είναι 32 – Α. 

Αφού 33 = 27, με 3 ψηφια μπορούν να παρασταθούν 27 

αριθμοί (το 0, 13 θετικοί και 13 αρνητικοί).
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Άσκηση 22
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Άσκηση 22
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Άσκηση 22
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0
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Βασικές πράξεις δυαδικών αριθμών
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Άσκηση 24
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Άσκηση 24
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Άσκηση 25
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Άσκηση 26

μικρότερο μικρότερο
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Άσκηση 27
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Άσκηση 27



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

93
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Άσκηση 28
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Αριθμοί κινητής υποδιαστολής
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Αριθμοί κινητής υποδιαστολής

• Για να ικανοποιηθεί η ανάγκη παράστασης πολύ μεγάλων

ακέραιων και πολύ μικρών κλασματικών αριθμών, στα ψηφιακά

υπολογιστικά συστήματα έχει υιοθετηθεί η παράσταση αριθμών

κινητής υποδιαστολής (floating point numbers).

• Πρότυπο παράστασης αριθμών κινητής υποδιαστολής ΙΕΕΕ 754.
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Πολλαπλασιασμός και διαίρεση
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 Δυαδικοί κώδικες
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Άσκηση 36
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Άσκηση 37

Απόλυτος οπτικός κωδικοποιητής για

μέτρηση γωνίας περιστροφής άξονα
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Άσκηση 37
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Άσκηση 37



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

135

Άσκηση 37
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2η ενότητα ασκήσεων

• Άλγεβρα Boole

• Λογικές συναρτήσεις

• Λογικές πύλες

• Λογικά κυκλώματα με πύλες NOT, AND και OR

• Λογικά κυκλώματα με πύλες NAND και NOR

• Λογικά κυκλώματα πολλών επιπέδων πυλών
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 Άλγεβρα Boole
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Αξιώματα άλγεβρας Boole

Α1. Κλειστότητα ως προς τους τρεις τελεστές, αφού σύμφωνα με

τους ορισμούς των τριών λογικών πράξεων το αποτέλεσμά τους

δεν μπορεί να είναι διαφορετικό από 0 ή 1, δηλαδή, εάν x, y ∈ A = 

{0, 1}, τότε x ⋅⋅⋅⋅ y ∈ A, x + y ∈ A και x′, y′ ∈ A.

Α2. Αντιμεταθετικότητα: η διάταξη των στοιχείων κατά την

εκτέλεση των λογικών πράξεων AND και OR δεν επηρεάζει το

αποτέλεσμα, δηλαδή, εάν x, y ∈ A, τότε

x ⋅ y = y ⋅⋅⋅⋅ x και x + y = y + x.

Α3. Επιμεριστικότητα: το λογικό γινόμενο επιμερίζεται στο λογικό

άθροισμα και το λογικό άθροισμα επιμερίζεται στο λογικό

γινόμενο, δηλαδή, εάν x, y, z ∈ A, τότε

x ⋅⋅⋅⋅ (y + z) = (x ⋅⋅⋅⋅ y) + (x ⋅⋅⋅⋅ z) και x + y ⋅⋅⋅⋅ z = (x + y)⋅⋅⋅⋅(x + z).

x
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Α4. Ουδέτερα στοιχεία: για τις λογικές πράξεις AND και OR τα
ουδέτερα στοιχεία είναι 1 και 0, αντίστοιχα, δηλαδή, εάν x ∈ A, 
τότε x ⋅⋅⋅⋅ 1 = x και x + 0 = x.

Α5. Συμπλήρωμα: από τον ορισμό της λογικής αντιστροφής
προκύπτει ότι, εάν x ∈ A, τότε x ⋅⋅⋅⋅ x′ = 0 και x + x′ = 1, όπου το
στοιχείο x′ αναφέρεται ως συμπλήρωμα του στοιχείου ή της
μεταβλητής x. Το συμπλήρωμα συμβολίζεται και ως .

Σε κάθε ζεύγος αξιωμάτων το ένα τμήμα μπορεί να προκύψει από
το άλλο, με αμοιβαία εναλλαγή των λογικών πράξεων AND, OR 
και των στοιχείων 0 και 1 (αρχή δυϊσμού). Συνεπώς, κάθε
αλγεβρική έκφραση η οποία μπορεί να παραχθεί από τα αξιώματα
εξακολουθεί να ισχύει, εάν εναλλάξουμε τους τελεστές και τα
ουδέτερα στοιχεία.

x

Αξιώματα άλγεβρας Boole
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Θ1. Οι λογικές πράξεις μιας μεταβλητής με τον εαυτό της έχουν

αποτέλεσμα τη μεταβλητή αυτή, δηλαδή x ⋅⋅⋅⋅ x = x, x + x = x.

Θ2. Οι λογικές πράξεις μιας μεταβλητής με το αντίστοιχο

ουδέτερο στοιχείο έχουν αποτέλεσμα το ουδέτερο στοιχείο, 

δηλαδή x ⋅⋅⋅⋅ 0 = 0, x + 1 = 1.

Θ3. Θεώρημα διπλής άρνησης: το συμπλήρωμα του

συμπληρώματος μιας μεταβλητής ισούται με τη μεταβλητή αυτή, 

δηλαδή (x′)′ = x.

Θ4. Προσεταιριστική ιδιότητα λογικού αθροίσματος και λογικού

γινομένου: (x + y) + z = x + (y + z), (x ⋅⋅⋅⋅ y) ⋅⋅⋅⋅ z = x ⋅⋅⋅⋅ (y ⋅⋅⋅⋅ z).

Θεωρήματα άλγεβρας Boole
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Θ5. Θεώρημα De Morgan: το συμπλήρωμα του αποτελέσματος

μιας λογικής πράξης AND ή OR ανάμεσα σε δύο μεταβλητές

λαμβάνεται, εάν συμπληρώσουμε κάθε μεταβλητή και

εναλλάξουμε τους τελεστές, δηλ. (x + y)′ = x′ ⋅⋅⋅⋅ y′, (x ⋅⋅⋅⋅ y)′ = x′ + y′.

Θ6. Θεώρημα απορρόφησης: κατά τη λογική πρόσθεση μιας

μεταβλητής με το λογικό γινόμενο της μεταβλητής αυτής με άλλη

μεταβλητή, το λογικό γινόμενο απορροφάται, δηλαδή x + x ⋅⋅⋅⋅ y = x. 

Αντίστοιχα ισχύει και η απορρόφηση του λογικού αθροίσματος, 

δηλαδή x ⋅⋅⋅⋅ (x + y) = x. 

Θ7. Θεώρημα ομοφωνίας: αποτελεί ειδική περίπτωση του

θεωρήματος απορρόφησης, που εκφράζεται αλγεβρικά με τις

σχέσεις: x ⋅⋅⋅⋅ y + x′ ⋅⋅⋅⋅ z + y ⋅⋅⋅⋅ z =  x ⋅⋅⋅⋅ y + x′ ⋅⋅⋅⋅ z 

και (x + y) ⋅⋅⋅⋅ (x′ + z) ⋅⋅⋅⋅ (y + z) = (x + y) ⋅⋅⋅⋅ (x′ + z).

Θεωρήματα άλγεβρας Boole

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

142

Προτεραιότητα τελεστών

• 1η προτεραιότητα: υπολογισμός εκφράσεων εντός παρενθέσεων.

• Ακολουθεί ο υπολογισμός συμπληρωμάτων (τελεστής ′), ο

υπολογισμός των λογικών γινομένων (τελεστής ⋅⋅⋅⋅) και τέλος ο

υπολογισμός των λογικών αθροισμάτων (τελεστής +). 

• Εάν για τον υπολογισμό του συμπληρώματος της έκφρασης

x + (y ⋅⋅⋅⋅ z) εφαρμόσουμε γενίκευση του θεωρήματος De Morgan, 

συμπληρώνοντας τις μεταβλητές και εναλλάσσοντας τελεστές, 

χωρίς να τηρήσουμε την ορθή προτεραιότητά τους, καταλήγουμε

στην εσφαλμένη έκφραση x′ ⋅⋅⋅⋅ y′ + z′.

• Ακολουθώντας τη σωστή προτεραιότητα τελεστών:
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Αλγεβρικοί μετασχηματισμοί

• Οι αλγεβρικοί μετασχηματισμοί που βασίζονται στα αξιώματα

και θεωρήματα της άλγεβρας Boole, χρησιμοποιούνται για την

απλοποίηση αλγεβρικών εκφράσεων.

• Η τεχνική αυτή δεν συνιστά συστηματική μεθοδολογία

απλοποίησης αλγεβρικών εκφράσεων. 

• Συστηματικός τρόπος ελαχιστοποίησης αλγεβρικών εκφράσεων

είναι η μέθοδος του χάρτη Karnaugh και άλλες μέθοδοι που

χρησιμοποιούνται εργαλεία απλοποίησης με τη βοήθεια

ηλεκτρονικού υπολογιστή.

• Στη συνέχεια, για λόγους απλότητας, ο τελεστής ⋅⋅⋅⋅ θα

παραλείπεται εντός των αλγεβρικών εκφράσεων, αλλά θα

υπονοείται.
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• Για την απλοποίηση της αλγεβρικής έκφρασης x′y + xz + yz + 

yzw′, εκτελούμε τους ακόλουθους μετασχηματισμούς:

• Αρχικά, χρησιμοποιήσαμε το αξίωμα της επιμεριστικότητας στα

δύο τελευταία λογικά γινόμενα της έκφρασης και στη συνέχεια

το αξίωμα ουδέτερου στοιχείου (1 + w′ = 1). 

• Αξιοποιώντας το αξίωμα του συμπληρώματος (x + x′ = 1), 

δημιουργήσαμε λογικά γινόμενα, ώστε στη συνέχεια να

εφαρμοστεί το αξίωμα επιμεριστικότητας ώστε να μειώσουμε το

πλήθος των λογικων γινομένων της έκφρασης.

Άσκηση 1
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• Για την απλοποίηση της xy + xy′ + x′y, εκτελούμε τους

ακόλουθους μετασχηματισμούς:

• Αρχικά προσθέσαμε το λογικό γινόμενο xy (το οποίο ήδη

υπάρχει στην αρχική έκφραση), αφού με βάση το πρώτο

θεώρημα η ενέργεια αυτή δεν αλλοιώνει την αρχική έκφραση. 

• Αυτό έγινε για να δημιουργηθεί συνδυασμός λογικών γινομένων, 

που μας δίνει τη δυνατότητα εφαρμογής του αξιώματος της

επιμεριστικότητας, ώστε τελικά να λάβουμε πιο απλή έκφραση.

• Οι επιλογές που ακολουθήθηκαν, αποτελούν χρήσιμες πρακτικές

απλοποίησης, ωστόσο δεν μπορεί να υποστηρίξει κανείς ότι

συνιστούν μεθοδολογία απλοποίησης.

Άσκηση 2
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• Απόδειξη της σχέσης: x′y′ + y′z + xz + xy + yz′ = x′y′ + xz + yz′:

• Αξιοποιήσαμε το αξίωμα για το συμπλήρωμα στοιχείου

(x + x′ = 1), έτσι ώστε να δημιουργηθούν λογικά γινόμενα

κατάλληλα για την εφαρμογή, στη συνέχεια, του αξιώματος της

επιμεριστικότητας που οδηγεί σε μείωση του πλήθους των

λογικών γινομένων της έκφρασης: 

Άσκηση 3
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Άσκηση 4

• Απόδειξη του πρώτου τμήματος του θεωρήματος ομοφωνίας:

• Χρησιμοποιήσαμε ξανά το αξίωμα συμπληρώματος (x + x′ = 1),

για να δημιουργήσουμε λογικά γινόμενα τέτοια, ώστε να είναι

δυνατή, στη συνέχεια, η εφαρμογή του αξιώματος της

επιμεριστικότητας που θα μας οδηγεί σε μείωση του πλήθους

των λογικών γινομένων της έκφρασης.
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Άσκηση 5

• Απόδειξη της αλγεβρικής σχέσης:

• Εφαρμόσαμε το αξίωμα της επιμεριστικότητας στα δύο ζεύγη

λογικών γινομένων της έκφρασης του πρώτου μέλους και στη

συνέχεια το αξίωμα του συμπληρώματος.
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Άσκηση 6

• Απόδειξη της αλγεβρικής σχέσης:

• Αξιοποιούμε το αξίωμα συμπληρώματος (x + x′ = 1), έτσι ώστε

να δημιουργηθούν λογικά γινόμενα κατάλληλα για την

εφαρμογή του αξιώματος επιμεριστικότητας που οδηγεί σε

μείωση του πλήθους των λογικών γινομένων της έκφρασης
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Άσκηση 7

• Απόδειξη της αλγεβρικής σχέσης:

• Εφαρμόσαμε αρχικά το θεώρημα ομοφωνίας (xy + x′z = xy + x′z 

+ yz με x =  Α, y = B και z = CD′E και ύστερα από σχετικά

απλούς μετασχηματισμούς, στην τελευταία ισότητα εφαρμόσαμε

το θεώρημα απορρόφησης (x + xy = x με x = Α′ και y = CD′E).
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 Λογικές συναρτήσεις
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Περιγραφή λογικών συναρτήσεων

• Οι λογικές συναρτήσεις περιγράφονται συνήθως από

αλγεβρικές εκφράσεις που περιλαμβάνουν δυαδικές μεταβλητές, 

τις σταθερές τιμές 0 και 1, τους τελεστές των τριών λογικών

πράξεων, παρενθέσεις και αγκύλες. 

• Κάθε λογική συνάρτηση λαμβάνει τιμή 0 ή 1, ανάλογα με τις

λογικές τιμές των δυαδικών μεταβλητών που συμμετέχουν σε

αυτήν. 

F(x,y,z) = x′y + xz

• Περιλαμβάνει 3 δυαδικές μεταβλητές και λαμβάνει λογική τιμή

1, όταν η μεταβλητή x και η μεταβλητή y έχουν τιμή 0 και 1, 

αντίστοιχα, ή όταν οι μεταβλητές x και z έχουν τιμή 1, ενώ

λαμβάνει λογική τιμή 0 για τους υπόλοιπους δυνατούς

συνδυασμούς των μεταβλητών. 
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• Εκτός, από την περιγραφή μέσω αλγεβρικής έκφρασης, 

υπάρχουν κι άλλοι τρόποι περιγραφής, όπως ο πίνακας αλήθειας

που περιλαμβάνει όλους τους δυνατούς συνδυασμούς τιμών των

μεταβλητών που συμμετέχουν στη συνάρτηση, καθώς και την

τιμή της συνάρτησης αυτής για κάθε συνδυασμό. 

• Για n μεταβλητές, το πλήθος των δυνατών συνδυασμών

τωνμεταβλητών είναι 2n και προκύπτουν εύκολα, εάν γράψουμε

κατά σειρά τους δυαδικούς αριθμούς από 0 έως 2n-1 και

αντιστοιχίσουμε κάθε δυαδικό ψηφίο σε μία από τις μεταβλητές. 

• Ο πίνακας αλήθειας είναι μοναδικός για μία συνάρτηση, αλλά

αυτό δεν ισχύει για μία αλγεβρική έκφραση που περιγράφεί μια

συνάρτηση.

Περιγραφή λογικών συναρτήσεων
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Περιγραφή λογικών συναρτήσεων
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Μια λογική συνάρτηση F′ είναι συμπληρωματική συνάρτηση

μιας συνάρτησης F, όταν λαμβάνει λογική τιμή 1 ή 0, για τους

συνδυασμούς τιμών των μεταβλητών για τους οποίους η

συνάρτηση F λαμβάνει τιμή 0 ή 1, αντίστοιχα.

Συμπληρωματική λογική συνάρτηση
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Άσκηση 8
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Γενικευμένο θεώρημα De Morgan

• Η συμπληρωματική συνάρτηση F′ προκύπτει από την F, ως εξής:

• Δηλαδή κατά την παραγωγή της F′, στη θέση κάθε μεταβλητής

τίθεται το συμπλήρωμά της, οι τελεστές + και ⋅⋅⋅⋅ εναλλάσσονται

και οι σταθερές τιμές 0 και 1, επίσης εναλλάσσονται. 

• Κατά την παραγωγή της συμπληρωματικής συνάρτησης, πρέπει

να τηρείται η προτεραιότητα των τελεστών. 
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Άσκηση 9

• Εξαγωγή της συμπληρωματικής συνάρτησης F′ της συνάρτησης: 

F(x,y,z,w) = x′(y + z)′(y + wz′)(x + z), 

με εφαρμογή του γενικευμένου θεωρήματος De Morgan.
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• Εξαγωγή της συμπληρωματικής συνάρτησης της F:

F(Α,Β,C,D) = (AC′ + A′B′)[(B′ + C′)D′ + D]

με εφαρμογή του γενικευμένου θεωρήματος De Morgan και στη

συνέχεια απλοποίησή της με αλγεβρικούς μετασχηματισμούς.

• Στην τελευταία ισότητα εφαρμόστηκε το θεώρημα ομοφωνίας.

Άσκηση 9
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Άσκηση 10
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Άσκηση 10
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Αφού πρόκειται για

συμπληρωματικές

συναρτήσεις, για τους

συνδυασμούς τιμών

των μεταβλητών για

τους οποίους η F 

λαμβάνει τιμή 1, η F′

λαμβάνει τιμή 0, ενώ

για τους συνδυασμούς

για τους οποίους η F 

λαμβάνει τιμή 0, η F′

λαμβάνει τιμή 1.

Άσκηση 10
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• Ελαχιστόροι: m0 έως m7

(ο δείκτης συμπίπτει με

το δεκαδικό αριθμό που

αντιστοιχεί σε κάθε

ελάχιστο όρο). 

• Mεγιστόροι (M0 έως M7) 

είναι τα συμπληρώματα των

αντίστοιχων ελαχιστόρων

και προκύπτουν από τους

ελαχιστόρους με το

θεώρημα De Morgan. 

• Για n μεταβλητές, 

σχηματίζονται 2n

ελαχιστόροι και μεγιστόροι.

Ελαχιστόροι Μεγιστόροι

Ελαχιστόροι και μεγιστόροι λογικών συναρτήσεων
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Κανονικές και πρότυπες μορφές λογικής συνάρτησης

• Οι αλγεβρικές εκφράσεις μιας λογικής συνάρτησης σε μορφή

αθροίσματος ελαχιστόρων και γινομένου μεγιστόρων, 

αναφέρονται ως κανονικές μορφές (canonical forms).

• Οι κανονικές μορφές είναι μοναδικές για μία συνάρτηση.

• Για να μετατρέψουμε την έκφραση μιας λογικής συνάρτησης

από τη μια κανονική μορφή στην άλλη, εναλλάσσουμε τα

σύμβολα m, M και τους τελεστές · και +, και ως δείκτες στα

σύμβολα θέτουμε τους δείκτες των ελαχιστόρων ή των

μεγιστόρων που λείπουν από την αρχική κανονική μορφή. 

• Οι μορφές συνρτήσεων αθροίσματος γινομένων ή γινομένου

αθροισμάτων, χωρίς στα γινόμενα και τα αθροίσματα αυτά να

συμμετέχουν όλες οι μεταβλητές, αναφέρονται ως πρότυπες

μορφές (standard forms).
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Μετατροπή πρότυπης σε κανονική μορφή

• Για να μετατρέψουμε πρότυπη μορφή αθροίσματος γινομένων

σε κανονική, ελέγχουμε κάθε γινόμενο, ώστε να διαπιστώσουμε

ποιες μεταβλητές λείπουν από αυτό. 

• Για κάθε μεταβλητή που λείπει σε κάποιο από τα γινόμενα

(έστω x), πολλαπλασιάζουμε το γινόμενο με τον όρο (x + x′). 

• Ο όρος αυτός ισούται με 1 και η σχετική πράξη δεν επηρεάζει

την τιμή του γινομένου. 

• Έπειτα εφαρμόζουμε το αξίωμα επιμεριστικότητας σε κάθε

ελλιπές γινόμενο και λαμβάνουμε την επιθυμητή κανονική

μορφή αθροίσματος ελαχιστόρων.
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• Για να μετατρέψουμε πρότυπη μορφής γινομένου αθροισμάτων

σε κανονική, για κάθε μεταβλητή που λείπει σε κάποιο άθροισμα

(έστω x), προσθέτουμε στο άθροισμα τον όρο xx′, αφού η πράξη

αυτή δεν επηρεάζει την τιμή του αθροίσματος.

• Κατόπιν, εφαρμόζουμε το αξίωμα της επιμεριστικότητας σε κάθε

ελλιπές άθροισμα και λαμβάνουμε την επιθυμητή κανονική

μορφή γινομένου μεγιστόρων. 

• Η μετατροπή μεταξύ πρότυπων μορφών γίνεται εύκολα με

χρήση του αξιώματος της επιμεριστικότητας.

Μετατροπή πρότυπης σε κανονική μορφή
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Άσκηση 11

• Μετατροπή της πρότυπης μορφής F(x,y,z) = xy + x′z + yz σε

κανονική μορφή αθροίσματος ελαχιστόρων:

• Οι όροι m3 και m7 προκύπτουν και δεύτερη φορά στο τελικό

άθροισμα, αλλά απαλείφονται λόγω του πρώτου θεωρήματος της

άλγεβρας Boole. 

• Η κανονική μορφή γινομένου μεγιστόρων προκύπτει απευθείας

με χρήση του θεωρήματος De Morgan, ως εξής: F(x,y,z) = Σ(1, 

3, 6, 7) = Π(0, 2, 4, 5).
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• Μετατροπή της πρότυπης μορφής

F(x,y,z) = (x + y + z)(x′ + y)(y + z)(x+z)(x′ + y + z)

σε κανονική μορφή γινομένου μεγιστόρων:

Άσκηση 12
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Άσκηση 13

Αρχικά θα πρέπει να μετατρέψουμε τη συνάρτηση που δίνεται

σε πρότυπη μορφή αθροίσματος γινομένων με χρήση του αξιώ-

ματος της επιμεριστικότητας. Στη συνέχεια, για κάθε μεταβλη-

τή που δε συμμετέχει σε κάποιο από τα γινόμενα (έστω x), πολ-

λαπλασιάζουμε το γινόμενο με τον όρο (x + x′) και εφαρμόζετε

το αξίωμα της επιμεριστικότητας σε κάθε ελλιπές γινόμενο, ώ-

στε τελικά να λάβουμε τη ζητούμενη κανονική μορφή αθροί-

σματος ελαχιστόρων. Επισημαίνεται ότι το μέγιστο πλήθος των

ελαχιστόρων μιας συνάρτησης τεσσάρων μεταβλητών ανέρχε-

ται σε 15.
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Άσκηση 13

Στο τέλος, απαλοιφή των λογικών αθροισμάτων που επαναλαμβάνονται.
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Άσκηση 14

• Μετατρέπουμε την πρότυπη μορφή αθροίσματος γινομένων

F(x,y,z) = xy + x′z + yz σε πρότυπη μορφή γινομένου αθροι-

σμάτων, με χρήση του αξιώματος επιμεριστικότητας και απα-

λοιφή των μεταβλητών που επαναλαμβάνονται στα αθροίσματα, 

καθώς και των αθροισμάτων που επαναλαμβάνονται στη νέα

μορφή της συνάρτησης.
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Άσκηση 15

Ακολουθώντας παρόμοια μεθοδολογία, αρχικά μπορούμε

να μετατρέψουμε την δεδομένη μορφή σε πρότυπη μορφή

γινομένου αθροισμάτων με χρήση του αξιώματος της επι-

μεριστικότητας. Κατόπιν, για κάθε μεταβλητή που δε συμ-

μετέχει σε κάποιο από τα αθροίσματα που προκύπτουν (έστω

a), μπορούμε να προσθέσουμε το γινόμενο με τον όρο (aa′) 

και να εφαρμόσουμε το αξίωμα της επιμεριστικότητας σε

κάθε ελλιπές άθροισμα, ώστε τελικά να λάβουμε τη ζητού-

μενη κανονική μορφή γινομένου μεγιστόρων. 
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Άσκηση 15

Εναλλακτικά, από την έκφραση της συνάρτησης που δίνεται, 

δημιουργούμε τον πίνακα αλήθειας της συνάρτησης, υπολο-

γίζοντας την τιμή της συνάρτησης για κάθε συνδυασμό

τιμών των μεταβλητών. 

Με βάση τον πίνακα αυτόν, μπορούμε να γράψουμε τη συ-

νάρτηση σε κανονική μορφή γινομένου μεγιστόρων, λαμβά-

νοντας υπόψη ότι οι μεγιστόροι που συμμετέχουν είναι εκεί-

νοι που αντιστοιχούν σε μηδενική τιμή της συνάρτησης.
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Άσκηση 15
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Άσκηση 16
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Άσκηση 16
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Άσκηση 17
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Άσκηση 17



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

179

Άσκηση 17
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Άσκηση 17
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 Λογικές πύλες
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Λογικές πύλες

= ( ) =

=
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Λογικές πύλες

• Οι λογικές πύλεςς AND,  OR, ΧΟR μπορούν εύκολα να

• Δε συμβαίνει το ίδιο για τις NAND, NOR, XNOR.
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Άσκηση 18
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Άσκηση 18
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Άσκηση 19
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Άσκηση 19
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Άσκηση 20
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Άσκηση 21
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Άσκηση 21
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Άσκηση 21
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 Λογικά κυκλώματα
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Άσκηση 22

• Υλοποιούμε τη συνάρτηση F(x,y,z) = xy + x′z + yz με λογικό

κύκλωμα πυλών NOT-AND-OR.

• Εάν στη συνάρτηση εφαρμόσουμε το θεώρημα ομοφωνίας, 

προκύπτει η ισοδύναμη συνάρτηση F(x,y,z) = xy + x′z, που

υλοποιείται με μία πύλη AND λιγότερη, αφού τα λογικά

γινόμενα που συμμετέχουν στη συνάρτηση μειώνονται κατά 1.
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• Εφαρμόζοντας το αξίωμα της επιμεριστικότητας στην συνάρτηση

F(x,y,z) = xy + x′z + yz, λαμβάνουμε την ισοδύναμη συνάρτηση

F(x,y,z) = (x + z)(x′ + y)(y + z) που είναι μορφή γινομένου

αθροισμάτων και υλοποιούμε με κύκλωμα πυλών NOT-OR-AND.

• Με το θεώρημα ομοφωνίας, προκύπτει η ισοδύναμη συνάρτηση

F(x,y,z) = (x + z)(x′ + y), που υλοποιείται με 1 πύλη OR λιγότερη.

Άσκηση 23
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• Εάν εφαρμόσουμε το θεώρημα διπλής άρνησης και στη συνέχεια

το θεώρημα De Morgan στη λογική συνάρτηση μορφής

αθροίσματος γινομένων F(x,y,z) = xy + x′z + yz, λαμβάνουμε

την ισοδύναμη λογική συνάρτηση: F(x,y,z) = [(xy + x′z + yz)′]′ = 

[(xy)′(x′z)′(yz)′]′

• Υλοποιούμε με λογικό κύκλωμα μόνο πυλών NAND.

Άσκηση 24
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• Εάν εφαρμόσουμε όμοια διαδικασία στη συνάρτηση μορφής

γινομένου αθροισμάτων, F(x,y,z) = (x + z)(x′ + y)(y + z), 

λαμβάνουμε την ισοδύναμη λογική συνάρτηση:

F(x,y,z) = {[(x + z)(x′ + y)(y + z)]′}′ = [(x + z)′ + (x′ + y)′ + (y + z)′]′.

• Υλοποιούμε με λογικό κύκλωμα μόνο πυλών NOR.

Άσκηση 25
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Άσκηση 26

Με βάση όσα αναφέρθηκαν προηγουμένως για να υλοποιήσετε
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• Οι υλοποιήσεις λογικών συναρτήσεων με δύο επίπεδα πυλών

(μη συμπεριλαμβανομένου του επιπέδου πυλών που πιθανώς

χρησιμοποιείται για την εξαγωγή των συμπληρωματικών μορφών

των μεταβλητών εισόδου), είναι ικανοποιητικές στις περιπτώσεις

λογικών συναρτήσεων με λίγες μεταβλητές. 

• Στην περίπτωση συναρτήσεων πολλών μεταβλητών, μπορεί να

χρησιμοποιηθεί παραγοντοποίηση (αξίωμα επιμεριστικότητας), 

ώστε να επιτευχθεί υλοποίηση σε περισσότερα επίπεδα πυλών, 

αλλά με πύλες μικρού πλήθους εισόδων

• Οι πύλες αυτές παρουσιάζουν καλύτερα χαρακτηριστικά σε σχέση

με τις πύλες πολλών εισόδων, όπως μικρότερη καθυστέρηση

απόκρισης και μεγαλύτερη ανεκτικότητα στην παρουσία θορύβου.

Λογικά κυκλώματα πολλών επιπέδων
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Άσκηση 27

• Η λογική συνάρτηση:

F(Α, B, C, D, E, G, H) = AC′G + ADEG + BC′H + BDEH,

απαιτεί για την υλοποίησή της 1 αντιστροφέα για την παραγωγή

της συμπληρωματικής μορφής της μεταβλητής εισόδου C, 4 

πύλες AND (2 με 3 εισόδους και 2 με 4 εισόδους) για την

παραγωγή των λογικών γινομένων και μία πύλη OR 4 εισόδων

για την παραγωγή του συνολικού λογικού αθροίσματος. 

• Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της παραγοντοποίησης, 

εφαρμόζοντας (αξίωμα επιμεριστικότητας), καταλήγουμε σε

ισοδύναμη συνάρτηση που απαιτεί για την υλοποίησή της τρία

επίπεδα πυλών:

F = AC′G + ADEG + BC′H + BDEH= 

= AG(C′ + DE) + BH(C′ + DE) = (AG + BH)(C′ + DE)
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Καταλήξαμε σε υλοποίηση που περιλαμβάνει 7 λογικές πύλες (μία

περισσότερη), αλλά καμία λογική πύλη δε διαθέτει περισσότερες

από δύο εισόδους.

Άσκηση 27



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

207

• H μέθοδος της παραγοντοποίησης μπορεί να μας προσφέρει τη

δυνατότητα να χρησιμοποιήσουμε λογικές πύλες XOR ή XNOR

ώστε να μειώσουμε το κόστος της υλοποίησης. 

• Επίσης, μία ή περισσότερες πύλες ή, στη γενικότερη περίπτωση, 

ένα ή περισσότερα υποκυκλώματα μπορούν να υλοποιούν

συναρτήσεις που χρησιμοποιούνται περισσότερες από μία φορές

στο συνολικό λογικό κύκλωμα.

• Η συνάρτηση F(x,y,z,w) = x′z′w′ + yz′w + x′zw + yzw′, απαιτεί

για την υλοποίησή της 3 αντιστροφείς, 4 πύλες AND 3 εισόδων

και 1 πύλη OR 4 εισόδων.

• Εφαρμόστε τη μέθοδο παραγοντοποίησης, ώστε να καταλήξετε

σε «οικονομικότερη» ισοδύναμη συνάρτηση. 

Άσκηση 28
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

209

Άσκηση 28

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

210

Άσκηση 29



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

211

Άσκηση 29

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

212

Άσκηση 29



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

213

Άσκηση 29

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

214

Άσκηση 29



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

215

Άσκηση 29

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

216

Άσκηση 29



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

217

Άσκηση 30

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

218

Άσκηση 30



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

219

Άσκηση 31

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

220

Άσκηση 31



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

221

Άσκηση 31

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

222

Άσκηση 31



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

223

3η ενότητα ασκήσεων

• Ελαχιστοποίηση λογικών συναρτήσεων με τη

μέθοδο του χάρτη Karnaugh.

• Υλοποίηση ελαχιστοποιημένων συναρτήσεων

• Μερικώς καθορισμένες συναρτήσεις
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 Ελαχιστοποίηση λογικών συναρτήσεων

με τη μέθοδο του χάρτη Karnaugh
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Χάρτης Karnaugh 3 μεταβλητών

• Εκτός των γειτονικών τετραγώνων, υπάρχουν κι άλλα ζεύγη

τετραγώνων, με ελαχιστόρους που διαφέρουν κατά μία μεταβλητή. 

• Τέτοια ζεύγη τετραγώνων αντιστοιχούν στους ελαχιστόρους m0

και m2 και στους ελαχιστόρους m4 και m6 (αριστερή και δεξιά

πλευρά του χάρτη εφάπτονται, σχηματίζοντας κύλινδρο). 

• Tο άθροισμα των ελαχιστόρων που αντιστοιχούν σε μία τετράδα

τετραγώνων (γειτονικών ζευγών) έχει αποτέλεσμα μία μεταβλητή.

• Κατά τη λογική άθροιση

ελαχιστόρων γειτονικών

τετραγώνων του χάρτη

Karnaugh, απαλείφεται η

μεταβλητή κατά την οποία

αυτοί διαφέρουν.
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Χάρτης Karnaugh 4 μεταβλητών
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Χάρτης Karnaugh 4 μεταβλητών

• Στο χάρτη 4 μεταβλητών, το άθροισμα των ελαχιστόρων που

αντιστοιχούν σε γειτονικά τετράγωνα έχει αποτέλεσμα ένα λογικό

γινόμενο 3 μεταβλητών. 

• Τα λογικά γινόμενα γειτονικών ζευγών τετραγώνων (τετράδα) 

διαφέρουν κατά 2 μεταβλητές, με αποτέλεσμα το λογικό άθροισμά

τους να απλοποιείται σε γινόμενο 2 μεταβλητών. 

• Το άθροισμα των ελαχιστόρων που αντιστοιχούν σε μία οκτάδα

τετραγώνων που σχηματίζεται από δύο γειτονικές τετράδες, 

απλοποιείται σε μια μεταβλητή. 

• Οι ακραίες στήλες περιλαμβάνουν γειτονικά μεταξύ τους

τετράγωνα. Το ίδιο συμβαίνει και με τις ακραίες γραμμές.

• Τα τετράγωνα στις 4 γωνίες του χάρτη σχηματίζουν μία τετράδα

τετραγώνων που αντιστοιχεί σε λογικό γινόμενο 2 μεταβλητών. 
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Για την απλοποίηση συναρτήσεων 5 μεταβλητών

χρησιμοποιούνται 2 χάρτες 4 μεταβλητών Για τον πρώτο χάρτη,   

σε μία μεταβλητή από τις 5, τίθεται λογική τιμή 0, ενώ για το

δεύτερο χάρτη τίθεται στην ίδια μεταβλητή η λογική τιμή 1. 

Χάρτης Karnaugh 5 μεταβλητών
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• Για την ελαχιστοποίηση λογικών συναρτήσεων 5 μεταβλητών

με τη χρήση χαρτών Karnaugh, ακολουθούνται οι ίδιες αρχές

με εκείνες που αναφέρθηκαν για τις συναρτήσεις 4 μεταβλητών, 

με την προσθήκη ότι κάθε τετράγωνο του πρώτου χάρτη

θεωρείται γειτονικό του αντίστοιχου τετραγώνου του δεύτερου

χάρτη, αφού τα τετράγωνα αυτά διαφέρουν μόνο κατά τη

μεταβλητή που λαμβάνει λογική τιμή 0 στον πρώτο χάρτη

και λογική τιμή 1 στον δεύτερο. 

• Για την καλύτερη κατανόηση της προσθήκης αυτής, μπορούμε

να σχεδιάσουμε τους δύο χάρτες με τρόπο που ο ένας να

υπερτίθεται του άλλου.

Χάρτης Karnaugh 5 μεταβλητών
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• Κάθε τετράγωνο του χάρτη Karnaugh που περιέχει μονάδα
αντιστοιχεί σε έναν ελαχιστόρο της λογικής συνάρτησης. Για κάθε
τετράγωνο ενός χάρτη Karnaugh n μεταβλητών υπάρχουν n 
γειτονικά τετράγωνα και κάθε ζεύγος τετραγώνων αντιστοιχεί σε
ελαχιστόρους που διαφέρουν κατά μία μόνο μεταβλητή. 

• Κατά την ελαχιστοποίηση μιας λογικής συνάρτησης, ο αριθμός των
τετραγώνων που ομαδοποιείται είναι πάντα δύναμη του 2 (δηλαδή
2, 4, 8 κ.ο.κ). Η δημιουργία ζεύγους γειτονικών τετραγώνων που
περιέχουν μονάδες οδηγεί στην απαλοιφή μιας μεταβλητής, η
δημιουργία τετράδας τετραγώνων οδηγεί στην απαλοιφή δύο
μεταβλητών και γενικότερα η ομαδοποίηση 2n τετραγώνων οδηγεί
στην απαλοιφή n μεταβλητών. 

• Επιδιώκεται η δημιουργία ομάδων με το μεγαλύτερο δυνατό πλήθος
τετραγώνων που περιέχουν μονάδες, έτσι ώστε η συνάρτηση να
περιλαμβάνει λογικά γινόμενα με όσο το δυνατόν λιγότερες
μεταβλητές.

Οδηγίες ελαχιστοποίησης με χάρτες Karnaugh
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• Επιδιώκεται η δημιουργία του μικρότερου δυνατού πλήθους

ομάδων τετραγώνων, ώστε η συνάρτηση να περιλαμβάνει όσο το

δυνατόν λιγότερα λογικά γινόμενα. Κάθε τετράγωνο που περιέχει

μονάδα και αντιστοιχεί σε έναν ελαχιστόρο της συνάρτησης θα

πρέπει να περιλαμβάνεται σε μία τουλάχιστον ομάδα. Κάθε

τετράγωνο που περιέχει μονάδα μπορεί να περιλαμβάνεται σε

περισσότερες από μία ομάδες, εάν αυτό οδηγει στο μικρότερο

δυνατό πλήθος λογικών γινομένων και μεταβλητών ανά λογικό

γινόμενο. Ωστόσο, θα πρέπει να επιλέγονται ομάδες τετραγώνων με

τις λιγότερες δυνατές επικαλύψεις.

• Η ομαδοποίηση των τετραγώνων του χάρτη που περιέχουν μονάδες

ξεκινά με τα «μοναχικά» τετράγωνα (δηλαδή εκείνα που

παρουσιάζουν περιορισμένη γειτνίαση με άλλα που περιέχουν

μονάδες) και επεκτείνεται στις περιοχές του χάρτη όπου υπάρχει

συγκέντρωση τετραγώνων που περιέχουν μονάδες. 

Οδηγίες ελαχιστοποίησης με χάρτες Karnaugh
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Άσκηση 1 

Για την ελαχιστοποίηση της F(x,y,z) = x′y′z′ + xy′z′ + xyz + x′yz′

+ xyz′, αρχικά σχηματίζουμε το χάρτη Karnaugh. 

Συνδυάζουμε σε μία τετράδα τα γειτονικά ζεύγη της πρώτης και

της τελευταίας στήλης του χάρτη, αφού τα λογικά γινόμενα που

αντιστοιχούν στα ζεύγη αυτά διαφέρουν κατά μία μόνο μεταβλητή

(z′) που συμμετέχει με την ίδια μορφή της ή έχει την ίδια λογική

τιμή (0) και στα δύο ζεύγη.

Συνδυάζουμε το τετράγωνο που

αντιστοιχεί στον ελαχιστόρο xyz  

με το γειτονικό του (xyz′) και

προκύπτει ο όρος xy.
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Ελαχιστοποίηση της F(x,y,z) = x′y′z′ + xyz + x′yz + x′yz′

Άσκηση 2 
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Ελαχιστοποίηση της συνάρτησης F(x,y,z) = Σ(0, 1, 4, 6, 7):

Άσκηση 3 
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Ελαχιστοποίηση της συνάρτησης F(x,y,z) = Σ(0, 1, 2, 5, 6, 7)

Άσκηση 4 

Για την κάλυψη των έξι τετραγώνων που περιέχουν μονάδες

απαιτείται η επιλογή τριών ζευγών τετραγώνων. Ωστόσο, δύο

τριάδες ζευγών οδηγούν σε ισοδύναμες ελαχιστοποιημένες μορφές.

F(x,y,z) = x′y′ + xz + yz′

F(x,y,z) = x′z′ + y′z + xy
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Άσκηση 5 

F (x,y,z,w) = Σ(7, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15)

F(x,y,z,w) = xy + xw + xz + yzw
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Άσκηση 6 

F(x,y,z,w) = Σ(0, 1, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 13, 14)

F(x,y,z,w) = z′ + yw′
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Άσκηση 7 

F(x,y,z,w) = Σ(0, 1, 2, 5, 8, 9, 10)

F(x,y,z,w) = y′z′ + y′w′ + x′z′w
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Άσκηση 8 

F(x,y,z,w) = Σ(0, 2, 3, 5, 7, 8, 10, 11, 14, 15)

Προκύπτουν δύο ισοδύναμες ελαχιστοποιημένες συναρτήσεις
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Άσκηση 9 

F(x,y,z,w,v) = Σ(1, 3, 9, 11, 13, 15, 24, 25, 27, 28, 29, 31)

F(x,y,z,w,v) = x′z′v + yv + xyw′
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Άσκηση 10 

F(x,y,z,w,v) = y′wv′ + xy′z + x′yz + x′zw′

F(x,y,z,w,v) = y′wv′ + xy′z + x′yz + y′zw′

F(x,y,z,w,v) = Σ(2, 4, 5, 6, 12, 13, 14, 15, 18, 20, 21, 22, 23)

Προκύπτουν

δύο ισοδύναμες

ελαχιστοποιημένες

συναρτήσεις
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Άσκηση 11 

Δημιουργία χάρτη Karnaugh συνάρτησης πρότυπης μορφής

γινομένου αθροισμάτων: F(x,y,z,w) = xz′w + y′z + x′

F(x,y,z,w) = Σ(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 13).
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 Υλοποίηση ελαχιστοποιημένων

συναρτήσεων
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Tο παρακάτω κύκλωμα υλοποιεί τη λογική συνάρτηση

F(x,y,z) = Σ(3, 5, 6, 7)

Αφού σχηματίσετε τον χάρτη Karnaugh της συνάρτησης, να

προσδιορίσετε τις μεταβλητές που θα πρέπει να τεθούν στις

εισόδους του λογικού κυκλώματος.

Άσκηση 12 
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• Τα τετράγωνα με μονάδες αντιστοιχούν στους ελαχιστόρους m3, 

m5, m6, m7, είναι ανά δύο γειτονικά και ομαδοποιούνται σε τρία

ζεύγη. Από την ομαδοποίηση προκύπτει η ελαχιστοποιημένη

μορφή της συνάρτησης σε μορφή αθροίσματος γινομένων: 

F(x,y,z) = xy + xz + yz

• Με παραγοντοποίηση προκύπτει F(x,y,z) = xy + (x + y)z, που

είναι άμεσα υλοποιήσιμη από το κύκλωμα που δίνεται και

συνεπώς προκύπτουν εύκολα οι είσοδοί του.

Άσκηση 12 
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Tο παρακάτω κύκλωμα υλοποιεί τη λογική συνάρτηση

F(Α,Β,C,D) = Σ(2, 3, 4, 5)

Αφού σχηματίσετε τον χάρτη Karnaugh της συνάρτησης, να

προσδιορίσετε τις μεταβλητές που θα πρέπει να τεθούν στις

εισόδους του λογικού κυκλώματος.

Άσκηση 13 
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Από τα δύο ζεύγη γειτονικών τετραγώνων του χάρτη Karnaugh της

συνάρτησης F(Α,Β,C,D) = Σ(2, 3, 4, 5), προκύπτει η ακόλουθη

ελαχιστοποιημένη μορφή της συνάρτησης σε μορφή αθροίσματος

γινομένων: F(Α,Β,C,D) = A′BC′ + A′B′C.
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Για να εφαρμόσουμε παραγοντοποίηση στη μορφή της

συνάρτησης που προέκυψε, ώστε τελικά να παραχθεί λογική

συνάρτηση αποκλειστικού OR μεταξύ λογικών γινομένων, η

οποία υλοποιείται από το κύκλωμα που δίνεται, θα πρέπει να

προσθέσουμε δύο επιπλέον γινόμενα (ΑΑ′Β και ΑΑ′C), που

έχουν μηδενική τιμή και δεν αλλοιώνουν την αρχική συνάρτηση:

Άσκηση 13 
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• Στους χάρτες 3 μεταβλητών, ζεύγος ή τετράδα τετραγώνων με

μονάδες οδηγεί σε γινόμενο 2 μεταβλητών ή 1 μεταβλητή. 

• Έστω, F(x,y,z) = Σ(1, 2, 3, 4, 5, 6). Τα 3 ζεύγη τετραγώνων που

περιέχουν μονάδες οδηγούν στην μορφή αθροίσματος γινομένων

F(x,y,z) = xy′ + x′z + yz′.

• Συμπληρώνοντας με μηδενικά τα υπόλοιπα τετράγωνα του χάρτη

λαμβάνουμε την F′(x,y,z) = x′y′z′ + xyz και με θεώρημα De 

Morgan: F(x,y,z) = (x + y + z)(x′ + y′ + z′)

Άσκηση 14 
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• Το κόστος υλοποίησης μιας λογικής συνάρτησης συνίσταται από

το άθροισμα του πλήθους των πυλών που περιλαμβάνονται στο

λογικό κύκλωμα και του πλήθους των εισόδων των πυλών.

• Το κόστος υλοποίησης της μορφής αθροίσματος γινομένων είναι

13, ενώ το κόστος υλοποίησης της μορφής γινομένου

αθροισμάτων είναι 11.

• Με βάση τα παραπάνω, επιλέγουμε συναρτήσεις 3 μεταβλητών

με χάρτες Karnaugh που έχουν κοινό χαρακτηριστικό την

ομαδοποίηση 3 ζευγών τετραγώνων που περιέχουν μονάδες και

την παρουσία δύο «μοναχικών» τετραγώνων που περιέχουν

μηδενικά. Αυτό έχει αποτέλεσμα το κόστος υλοποίησης (11) της

μορφής γινομένου αθροισμάτων (ΓΑ) να είναι μικρότερο από

εκείνο (13) της μορφής αθροίσματος γινομένων (ΑΓ). 
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• Επίσης, επιλέγουμε συναρτήσεις 3 μεταβλητών με χάρτες που

έχουν 3 ζεύγη τετραγώνων που περιέχουν μονάδες και 1 ζεύγος

τετραγώνων που περιέχουν μηδενικά. 

• Το κόστος υλοποίησης της μορφής ΓΑ είναι 10, αφού το

κύκλωμα συνίσταται από 2 πύλες με 2 εισόδους και 1 πύλη με

3 εισόδους και το κόστος υλοποίησης της μορφής ΑΓ είναι 13.

Άσκηση 14 
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Άλλες συναρτήσεις 3 μεταβλητών, των οποίων το κόστος

υλοποίησης της μορφής ΓΑ είναι μικρότερο, είναι αυτές με

χάρτη Karnaugh που έχει μια τετράδα τετραγώνων και ένα

ζεύγος με μηδενικά, ενώ τα τετράγωνα που περιέχουν μονάδες

ομαδοποιούνται σε δύο ζεύγη.
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Άσκηση 15 

Υλοποίηση της F(x,y,z,w) = Σ(0, 1, 2, 5, 8, 9, 10) με 4 τρόπους

F = y′z′ + y′w′ + x′z′w

= [(y′z′)′(y′w′)′(x′z′w)′]′

F = (xy + zw + yw′)′

= (x′ + y′)(z′ + w′)(y′ + w)

= [(x′ + y′)′ +  (z′ + w′)′ + (y′ + w)′]′
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Άσκηση 16 

Πίνακας 2
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Άσκηση 16 

F(x,y,z,w) = [(xz′ + zw + zy′)′]′ = [(xz′)′(zw)′(zy′)′]′
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

263

 Μερικώς καθορισμένες συναρτήσεις
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Μερικώς καθορισμένες συναρτήσεις
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Μερικώς καθορισμένες συναρτήσεις
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Άσκηση 17 

F(x,y,z,w) = x + yz
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Άσκηση 18 

F(x,y,z,w) = y + x′z

F(x,y,z,w) = (x + y′z′)′

= x′(y′z′)′

= x′(y + z)
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Άσκηση 18 

F(x,y,z,w) = {[x′(y + z)]′}′ = [x + (y + z)′]′

Διπλή άρνηση και De Morgan
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4η ενότητα ασκήσεων

• Σύνθεση (σχεδίαση) συνδυαστικών κυκλωμάτων

• Ανάλυση συνδυαστικών κυκλωμάτων

• Αριθμητικά συνδυαστικά κυκλώματα

• Κωδικοποιητές και αποκωδικοποιητές

• Πολυπλέκτες
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 Σύνθεση (σχεδίαση) συνδυαστικών

κυκλωμάτων
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Σύνθεση (σχεδίαση) συνδυαστικών κυκλωμάτων
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Άσκηση 1

• Μια πινακοθήκη αποτελείται από 3 αίθουσες, οι οποίες για

λόγους ασφαλείας είναι εξοπλισμένες με 3 ανιχνευτές κίνησης, 

αντίστοιχα. Κάθε νύχτα, στην πινακοθήκη υπάρχει ένας φύλακας

που κινείται συνεχώς από αίθουσα σε αίθουσα. 

• Θα συνθέσουμε συνδυαστικό κύκλωμα που θα δέχεται ως

εισόδους τις εξόδους των 3 ανιχνευτών και θα ενεργοποιεί το

συναγερμό, στις περιπτώσεις που ανιχνεύεται κίνηση σε

περισσότερες από μία αίθουσες (δηλαδή όταν υπάρχει

εισβολέας). 

• Το συνδυαστικό κύκλωμα θα ενεργοποιεί επίσης μία φωτεινή

ένδειξη στις εγκαταστάσεις της εταιρείας φύλαξης, όταν υπάρχει

υποψία εισβολής στην τρίτη αίθουσα (στην οποία εκτίθεται

πίνακας μεγάλης αξίας), ώστε να σπεύσει στην πινακοθήκη

ενισχυτικό προσωπικό ασφαλείας.

Άσκηση 1
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Άσκηση 1

• Ανάλυση προδιαγραφών: oι είσοδοι του κυκλώματος θα πρέπει

να είναι 3 (x, y, z), με καθεμία από αυτές να αντιστοιχεί στην

έξοδο ενός από τους αισθητήρες κίνησης. 

• Θεωρούμε ότι όταν ένας από τους αισθητήρες ανιχνεύει κίνηση, 

η αντίστοιχη είσοδος του κυκλώματος λαμβάνει λογική τιμή 1, 

διαφορετικά λαμβάνει τιμή 0. Οι έξοδοι του κυκλώματος θα

πρέπει να είναι δύο: η Α θα ενεργοποιεί το συναγερμό της

πινακοθήκης και η Β θα ενεργοποιεί τη φωτεινή ένδειξη στο

υποκατάστημα της εταιρείας φύλαξης.

• Θεωρούμε, επίσης, ότι οι έξοδοι Α και Β λαμβάνουν λογική τιμή

1, όταν ικανοποιούνται οι συνθήκες που ενεργοποιούν το

συναγερμό και τη φωτεινή ένδειξη, αντίστοιχα, διαφορετικά

λαμβάνουν λογική τιμή 0. 
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Άσκηση 1

Ο συνδυασμός τιμών των εισόδων που αντιστοιχεί σε ανυπαρξία

κίνησης σε όλες τις αίθουσες (x = y = z = 0) συνιστά αδιάφορη λογική

συνθήκη, αφού δεν μπορεί να συμβεί (υπάρχει πάντα ο φύλακας).
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Άσκηση 1

Εξαγωγή αλγεβρικών εκφράσεων των συναρτήσεων: εντοπίζουμε

στον πίνακα αλήθειας τους συνδυασμούς τιμών των μεταβλητών

για τους οποίους κάθε συνάρτηση λαμβάνει τιμή 1:

Αξιοποιώντας τους συνδυασμούς τιμών των μεταβλητών για τους

οποίους κάθε συνάρτηση λαμβάνει τιμή 0 και το θεώρημα De 

Morgan, μπορούμε εύκολα να εκφράσουμε τις συναρτήσεις αυτές

σε κανονική μορφή γινομένου μεγίστων όρων:
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Άσκηση 1

Ελαχιστοποίηση αλγεβρικών εκφράσεων των συναρτήσεων
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Άσκηση 1

Υλοποίηση κυκλώματος (2 επίπεδα πυλών AND-OR και OR-AND)

Οι λογικές συναρτήσεις περιλαμβάνουν κοινούς όρους (λογικά

γινόμενα). Οι κοινοί όροι υλοποιούνται μία φορά και

επαναχρησιμοποιούνται για την παραγωγή των εξόδων, στις

αλγεβρικές εκφράσεις των οποίων συμμετέχουν. 
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Άσκηση 1

Υλοποίηση κυκλώματος με πύλες NAND

Εφαρμογή του θεωρήματος διπλής άρνησης και στη συνέχεια του

θεωρήματος De Morgan στη μορφή αθροίσματος γινομένων:
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Άσκηση 1

Υλοποίηση

κυκλώματος

με πύλες NOR

Εφαρμογή του θεωρήματος διπλής άρνησης και στη συνέχεια του

θεωρήματος De Morgan στη μορφή γινομένου αθροισμάτων:
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Άσκηση 1

Εάν στην ελαχιστοποιημένη μορφή αθροίσματος γινομένων των

συναρτήσεων εξόδου χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο της

παραγοντοποίησης (αξίωμα επιμεριστικότητας), μπορούμε να

εξάγουμε ισοδύναμες λογικές συναρτήσεις:

Α(x,y,z) = (x + y)z + xy και B(x,y,z) = (x + y)z

οι οποίες υλοποιούνται από ένα κύκλωμα τριών επιπέδων πυλών

που αποτελείται από μόνο 4 πύλες με δύο εισόδους η καθεμία. 
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Άσκηση 2
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Άσκηση 2



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

287

Άσκηση 2
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Άσκηση 2
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Άσκηση 2
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Το κύκλωμα πρέπει να

ανιχνεύει την υπερχείλιση, 

δηλαδή την κατάσταση

όπου το πλήθος των

ψηφίων που εξάγονται δεν

επαρκεί για την

παράσταση της απόλυτης

τιμής. Αυτό συμβαίνει για

εισόδους Α3Α2Α1Α0 = 

1000, συνεπώς η

συνάρτηση που ανιχνεύει

την υπερχείλιση είναι:

V = A3 A′2 A′1 A′0.

Άσκηση 2
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Άσκηση 3
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Άσκηση 3
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Άσκηση 3
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Άσκηση 3
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Άσκηση 3
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Άσκηση 4
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Άσκηση 4

Στις συναρτήσεις των εξόδων του

κυκλώματος υπάρχουν αρκετοί κοινοί

όροι (λογικά γινόμενα), οι οποίοι

υλοποιούνται μία φορά και στη

συνέχεια επαναχρησιμοποιούνται
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 Ανάλυση συνδυαστικών κυκλωμάτων
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Ανάλυση συνδυαστικών κυκλωμάτων
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Ανάλυση συνδυαστικού κυκλώματος που λαμβάνει και παράγει

τριψήφιους μη προσημασμένους αριθμούς

Άσκηση 5
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Κανονικές μορφές αθροίσματος ελαχίστων όρων των συναρτήσεων εξόδου:

Άσκηση 5
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Από τις κανονικές μορφές αθροίσματος ελαχιστόρων των

συναρτήσεων εξόδου, δημιουργούμε άμεσα τον πίνακα αλήθειας:

Άσκηση 5
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Λεκτική περιγραφή της λειτουργίας του κυκλώματος:

Η λειτουργία του κυκλώματος δεν είναι εύκολο να περιγραφεί

λεκτικά από τις αλγεβρικές εκφράσεις των συναρτήσεων

εξόδου του κυκλώματος. 

Ωστόσο, αφού πρόκειται για κύκλωμα που λαμβάνει και

παράγει τριψήφιους μη προσημασμένους αριθμούς, από τον

πίνακα αλήθειας διαπιστώνουμε ότι όταν ο δυαδικός αριθμός

εισόδου ισούται με 0, 1, 2 ή 3 (σε δεκαδική μορφή), ο

δυαδικός αριθμός εξόδου είναι κατά ένα μεγαλύτερος, ενώ

όταν ο αριθμός εισόδου ισούται με 4, 5, 6 ή 7, ο αριθμός

εξόδου είναι κατά ένα μικρότερος.

Άσκηση 5
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Ο πίνακας αλήθειας μπορεί να προκύψει και με σταδιακή εξαγωγή των στηλών

που αντιστοιχούν στις εσωτερικές συνδέσεις του κυκλώματος, ώστε από αυτές να

προκύψουν οι στήλες του πίνακα που αντιστοιχούν στις εξόδους του κυκλώματος, 

χρησιμοποιώντας μόνο τους ορισμούς των βασικών λογικών πράξεων:

Άσκηση 5
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Άσκηση 6
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Άσκηση 6
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Άσκηση 6
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Άσκηση 7
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Άσκηση 7
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Άσκηση 7
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 Αριθμητικά συνδυαστικά κυκλώματα
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Ημιαθροιστής και πλήρης αθροιστής
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Ημιαθροιστής και πλήρης αθροιστής

(a  b)ci

ab

FA = 2 HA + OR2

HA

FA
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Παράλληλος αθροιστής

• Ο παράλληλος αθροιστής δύο δυαδικών αριθμών n ψηφίων προκύπτει

εύκολα, εάν συνδέσουμε n πλήρεις αθροιστές (FA).

• Το συνδυαστικό κύκλωμα του παράλληλου αθροιστή διαθέτει n + 1 εξόδους. 

• Κάθε FA δέχεται ένα ζεύγος ψηφίων εισόδου και παράγει ένα ψηφίο

αθροίσματος και ένα ψηφίο κρατουμένου, το οποίο διαδίδεται στον πλήρη

αθροιστή της επόμενης (πιο σημαντικής) θέσης με το τελικό κρατούμενο να

λαμβάνεται στην έξοδο κρατουμένου του FA της πιο σημαντικής θέσης

(αθροιστές διάδοσης κρατουμένου ή κυματικοί).
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• Αφαίρεση δυαδικών αριθμών = πρόσθεση μειωτέου με αντίθετο αφαιρετέου.

• Χ – Υ = Χ + Υ′ + 1, Υ′ = συμπλήρωμα ως προς 1 του Υ.

• Όταν στη μία είσοδο μιας XOR 2 εισόδων τεθεί τιμή 1, τότε η έξοδός της

ισούται με το συμπλήρωμα της άλλης εισόδου. 

• m = 0: εκτέλεση πρόσθεσης, m = 1: εκτέλεση αφαίρεσης.

Παράλληλος αθροιστής / αφαιρέτης
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Άσκηση 8

Σύνθεση αθροιστή 10δικών ψηφίων κωδικοποιημένων κατά BCD

O κώδικας BCD χρησιμοποιείται στην κωδικοποίηση των 10 δεκαδικών ψηφίων

και είναι ισοδύναμος με τη δυαδική παράσταση των ψηφίων αυτών. Κατά την

πρόσθεση 2 δεκαδικών ψηφίων κωδικοποιημένων κατά BCD, όταν το δυαδικό

άθροισμα είναι ίσο ή μικρότερο του 1001 (δηλαδή του 9), τότε ταυτίζεται με το

άθροισμα κατά BCD. Όταν το δυαδικό άθροισμα είναι μεγαλύτερο του 1001, για

να ληφθεί το σωστό άθροισμα κατά BCD, θα πρέπει να προσθέσουμε στο

δυαδικό άθροισμα τον αριθμό 0110 (6). Αυτό θα έχει αποτέλεσμα τη δημιουργία

κρατουμένου δυαδικού ψηφίου. Για πρόσθεση 2 δεκαδικών ψηφίων

κωδικοποιημένων κατά BCD, χρησιμοποιούνται δύο αθροιστές διάδοσης

κρατουμένου με 4 δυαδικά ψηφία. Με τον πρώτο από αυτούς εξαγεται το

δυαδικό άθροισμα των ψηφίων, το οποίο, όταν είναι μικρότερο του 1001, 

αποτελεί το επιθυμητό αποτέλεσμα, αλλά όταν είναι μεγαλύτερο του 1001, 

απαιτείται διόρθωση μέσω πρόσθεσης με τον αριθμό 0110, κατά την οποία

προκύπτει τελικό κρατούμενο. Η πρόσθεση αυτή υλοποιείται από τον

δεύτερο αθροιστή διάδοσης κρατουμένου.
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• Διόρθωση του δυαδικού αθροίσματος απαιτείται όταν αυτό ισούται με

τους συνδυασμούς που δεν περιλαμβάνονται στον κώδικα BCD (1010, 

1011, 1100, 1101, 1110, 1111), καθώς και όταν το δυαδικό άθροισμα

συνοδεύεται από τη δημιουργία τελικού κρατουμένου (b4), δηλαδή

είναι μεγαλύτερο ή ίσο του 16. 

• Επομένως, διόρθωση του δυαδικού αθροίσματος b3b2b1b0, απαιτείται

όταν b3 = 1 και επιπλέον b2 = 1 ή b1 = 1, καθώς και όταν b4 = 1. 

• Η προϋπόθεση αυτή περιγράφεται από τη λογική έκφραση b3(b2 + b1) 

+ b4 και, όταν συμβαίνει, το άθροισμα κατά BCD αποτελείται από 2

δεκαδικά ψηφία με πιο σημαντικό το 1 (0001 σε κώδικα BCD).

• H διορθωτική πρόσθεση του δυαδικού αθροίσματος με τον αριθμό

0110 (6) γίνεται μόνο όταν b3(b2 + b1) + b4 = 1 και η λογική τιμή της

έκφρασης αυτής χρησιμοποιείται ως το πιο σημαντικό ψηφίο του

αθροίσματος κατά BCD.
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• Με βάση τη διάταξη των στηλών των μερικών γινομένων, καθώς και τον

αριθμό των προσθετέων που προκύπτουν κατά την εκτέλεση της πράξης, 

προκύπτει ότι για να υλοποιηθεί ο πολλαπλασιαστής τριψήφιων δυαδικών

αριθμών με αθροιστές διάδοσης κρατουμένου, απαιτούνται 2 αθροιστές

διάδοσης κρατουμένου για δυαδικούς αριθμούς με 3 ψηφία.

• Απαιτούνται 9 πύλες AND 2 

εισόδων για τα ισάριθμα μερικά

γινόμενα.

• Πρόσθεση των μερικών γινομένων

κάθε στήλης, αφού ληφθή υπόψη

κάθε φορά το κρατούμενο που

προκύπτει από την πρόσθεση σε

κάθε στηλη.

Άσκηση 9

Σύνθεση πολλαπλασιαστή 3ψήφιων δυαδικών αριθμών

με παράλληλους αθροιστές 3 ψηφίων
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Διαδρομή μέγιστης καθυστέρησης

(1 AND + 2 FA + 3 FA)

Άσκηση 9
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• Η σύγκριση δύο προσημασμένων αριθμών (σε μορφή συμπληρώματος ως

προς 2), γίνεται με έλεγχο του αποτελέσματος της αφαίρεσής τους.

• Το μηδενικό αποτέλεσμα της αφαίρεσης ανιχνεύεται μέσω μιας εξόδου z του

αφαιρέτη που λαμβάνει τιμή 1, όταν και οι 4  έξοδοι του είναι 0 (υλοποίηση

της z με μία πύλη NOR 4 εισόδων).

• Το αρνητικό αποτελεσμα της αφαίρεσης ανιχνεύεται μέσω μιας εξοδου n, η

οποία λαμβάνει τιμή 1, όταν o αριθμός που συνιστούν οι έξοδοι του αφαιρέτη

είναι αρνητικός (πιο σημαντικό ψηφίο διαφοράς = 1).

• Η υπερχείλιση ανιχνεύεται όταν η έξοδος v = 1.

• Υπερχείλιση κατά την αφαίρεση 2 προσημασμένων αριθμών (Χ  Y) 

συμβαίνει όταν ο X είναι θετικός, ο Y είναι αρνητικός και το αποτέλεσμα

είναι αρνητικό, καθώς και όταν ο X είναι αρνητικός, ο Y είναι θετικός και το

αποτέλεσμα είναι θετικό. 

Άσκηση 10

Σύνθεση συγκριτή προσημασμένων δυαδικών αριθμών
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• Για να είναι ίσοι 2 προσημασμένοι αριθμοί Χ και Y, θα πρέπει το αποτέλεσμα

της αφαίρεσης Χ – Υ να είναι 0, δηλαδή θα πρέπει z = 1, συνεπώς η έξοδος Ε

(equal) ταυτίζεται με την έξοδο z. 

• Όταν οι 2 αριθμοί είναι ομόσημοι (δεν συμβαίνει υπερχείλιση κατά την

αφαίρεση Χ – Υ, δηλαδή v = 0) και το αποτέλεσμα της αφαίρεσης είναι

αρνητικό (δηλαδή n = 1), τότε X < Υ. 

• Η ανισότητα X < Υ ισχύει και όταν ο X είναι αρνητικός και ο Υ είναι θετικός. 

Τότε το αποτέλεσμα της αφαίρεσης είναι αρνητικό (n = 1), εάν δε συμβεί

υπερχείλιση (v = 0), ή θετικό (n = 0), εάν συμβεί υπερχείλιση (v = 1).

• Επομένως, η ανισότητα X < Υ ισχύει, όταν οι έξοδοι n και v λαμβάνουν

διαφορετική λογική τιμή, δηλαδή η έξοδος L (less) παράγεται εάν τροφοδοτηθεί

μια πύλη XOR δύο εισόδων με τις εξόδους του κυκλώματος n και v.

• Όταν Χ > Υ, μια πρόσθετη έξοδος G (great) πρέπει να λαμβάνει τιμή 1. Τότε

οι έξοδοι E και L λαμβάνουν τιμή 0, συνεπώς G = (E + L)′, με την έξοδο G να

υλοποιείται ευκολα με μία πύλη NOR 2 εισόδων.

Άσκηση 10
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Y

Άσκηση 10
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 Κωδικοποιητές και αποκωδικοποιητές
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Απλός κωδικοποιητής
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Κωδικοποιητής προτεραιότητας





ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

331

Άσκηση 11

Να τροποποιήσετε τον κωδικοποιητή προτεραιτότητας της προηγού-

μενης σελίδας, έτσι ώστε η είσοδος με τη μεγαλύτερη προτεραιότη-

τα να είναι η x0 και να ακολουθούν σε σειρά προτεραιότητας οι εί-

σοδοι x1, x2 και x3. Για την υλοποίηση, να χρησιμοποιήσετε μόνο

λογικές πύλες NOR.
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Αποκωδικοποιητής
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Αποκωδικοποιητής με είσοδο ενεργοποίησης
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Σύνθεση πολύπλοκων αποκωδικοποιητών

• Σύνθεση αποκωδικοποιητή 3-

σε-8 με αποκωδικοποιητές 2-

σε-4:

• όταν α2 = 0, ενεργοποιείται ο

1ος αποκωδικοποιητής 2-σε-

4 και παράγει στις εξόδους b0

έως b3 τους ελαχιστόρους m0

έως m3, αντίστοιχα,

• όταν α2 = 1, ενεργοποιείται ο

2ος αποκωδικοποιητής 2-σε-4

και παράγει στις εξόδους b4

έως b7 τους ελαχιστόρους m4

έως m7, αντίστοιχα.

1

2
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Υλοποίηση συναρτήσεων με αποκωδικοποιητή

• Αφού ένας αποκωδικοποιητής n-σε-2n αποτελεί και γεννήτρια

ελαχιστόρων, προκύπτει ότι συνδυάζοντάς τον με μία λογική

πύλη OR, η οποία παράγει το λογικό άθροισμα κατάλληλων

εξόδων του, μπορούμε να υλοποιήσουμε οποιαδήποτε λογική

συνάρτηση μορφής αθροίσματος ελαχιστόρων.

• Για να γίνει αυτό θα πρέπει το πλήθος των εισόδων του

αποκωδικοποιητή να ισούται με το πλήθος των μεταβλητών

της συνάρτησης και το πλήθος των εισόδων της πύλης OR να

ισούται με το πλήθος των ελαχιστόρων που συμμετέχουν στη

συνάρτηση. 
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Άσκηση 12

Υλοποίηση των λογικών συναρτήσεων F και G με αποκωδικοποιητή
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Άσκηση 13
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Άσκηση 13
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Άσκηση 13
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Άσκηση 13
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Άσκηση 13
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Άσκηση 13
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Άσκηση 14
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 Πολυπλέκτες

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

350

Πολυπλέκτες

• Οι πολυπλέκτες λαμβάνουν στην είσοδό τους 2n δυαδικά ψηφία και

μεταφέρουν στην έξοδό τους την τιμή ενός από τα ψηφία εισόδου. 

• Για την επιλογή του ψηφίου εισόδου που θα μεταφερθεί στην έξοδο, οι

πολυπλέκτες περιλαμβάνουν n πρόσθετες εισόδους, που αναφέρονται

ως είσοδοι επιλογής.
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Άσκηση 15

Μπορούμε να παράγουμε στην έξοδο ενός πολυπλέκτη το άθροισμα

ελαχιστόρων μιας λογικής συνάρτησης n μεταβλητών, με έναν πολυπλέκτη

2n-1-σε-1, τροφοδοτώντας τις (n  1) εισόδους επιλογής με ισάριθμες

μεταβλητές της συνάρτησης και χρησιμοποιώντας τη μεταβλητή που

απομένει για την τροφοδότηση εισόδου ή εισόδων δεδομένων.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

352

Θεώρημα ανάπτυξης συναρτήσεων (Shannon)

• Κάθε λογική συνάρτηση μπορεί να αναπτυχθεί ως προς μία από τις

μεταβλητές που συμμετέχουν σε αυτήν, ως εξής:

• Oι συναρτήσεις F(1, y,…, w) και F(0, y,…, w) προκύπτουν από τη

συνάρτηση F(x, y…, w) για x = 1 και x = 0, αντίστοιχα.

1
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Υλοποίηση συναρτήσεων με πολυπλέκτες 2-σε-1

• Οι συναρτήσεις στις παρενθέσεις

μπορούν να υλοποιηθούν με δύο

πολυπλέκτες 2-σε-1, με την είσοδο

επιλογής τους να τροφοδοτείται

με τη μεταβλητή y. 

• Οι είσοδοι δεδομένων του

πολυπλέκτη Α τροφοδοτούνται

με τιμή 1 και τη μεταβλητή z′.

• Οι είσοδοι δεδομένων του

πολυπλέκτη Β τροφοδοτούνται

με τη μεταβλητή z και τιμή 1. 

• Οι έξοδοι των 2 πολυπλεκτών

τροφοδοτούνται στις εισόδους

δεδομένων του πολυπλέκτη Γ με

είσοδο επιλογής τη μεταβλητή x.

A

B

Γ

1

1

1
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• Με τη προαναφερόμενη μεθοδολογία, μπορεί να υλοποιηθεί

οποιαδήποτε συνάρτηση n μεταβλητών, χρησιμοποιώντας

n – 1 επίπεδα πολυπλεκτών 2-σε-1. 

• Στο πρώτο επίπεδο συμμετέχουν έως 2n  2 πολυπλέκτες 2-σε-1, 

με το πλήθος τους να υποδιπλασιάζεται σε κάθε επόμενο

επίπεδο, έως το τελευταίο επίπεδο, το οποίο περιλαμβάνει έναν

πολυπλέκτη 2-σε-1. 

• Στην περίπτωση που από το ανάπτυγμα μιας συνάρτησης

προκύπτει ότι οι είσοδοι δεδομένων ενός πολυπλέκτη 2-σε-1

τροφοδοτούνται με την ίδια λογική τιμή, μεταβλητή ή

συμπληρωματική μορφή μεταβλητής, ο αντίστοιχος πολυπλέκτης

του 1ου επιπέδου απαλείφεται, οδηγώντας σε πιο απλό κύκλωμα.

Υλοποίηση συναρτήσεων με πολυπλέκτες 2-σε-1
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Άσκηση 16
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Άσκηση 17

Σχεδιασμός κυκλώματος υλοποίησης της λογικής συνάρτησης

F = Σ (7, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15), 

το οποίο περιλαμβάνει έναν πολυπλέκτη 2-σε-1 και λογικές πύλες

AND και OR δύο εισόδων.
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Από τον πίνακα αλήθειας προκύπτει ότι:

όταν Α = 0 τότε F = BCD, ενώ

όταν Α = 1 τότε F = B + C + D.

Επομένως, τροφοδοτώντας την είσοδο

επιλογής ενός πολυπλέκτη 2-σε-1 με τη

μεταβλητή Α, υλοποιούμε το ζητούμενο

κύκλωμα, χρησιμοποιώντας πύλες AND

και OR δύο εισόδων:
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Πολυπλέκτες επιλογής πολλαπλών εισόδων

• Σε αρκετές εφαρμογές, απαιτείται επιλογή ομάδας δεδομένων. 

• Αυτό γίνεται με πολυπλέκτες επιλογής πολλαπλών εισόδων που

συνδυάζουν απλούς πολυπλέκτες (τόσους όσες και οι εισοδοι κάθε

ομάδας) με κοινές εισόδους επιλογής και πλήθος εισόδων δεδομένων

όμοιο με το πλήθος των ομάδων δεδομένων.

Τετραπλός

πολυπλέκτης

2-σε-1
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Άσκηση 17

Οκταπλός πολυπλέκτης 4-σε-1
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5η ενότητα ασκήσεων

• Στοιχεία μνήμης ακολουθιακών κυκλωμάτων

Μανδαλωτές (latches)

 Φλιπ-φλοπ (flip-flops)

• Καταχωρητές

• Σύγχρονοι μετρητές
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 Στοιχεία μνήμης ακολουθιακών

κυκλωμάτων (μανταλωτές και φλιπ-φλοπ)
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Ακολουθιακά κυκλώματα

• Στα συνδυαστικά κυκλώματα, η λογική τιμή της εξόδου ή των

εξόδων τους, κάθε χρονική στιγμή, εξαρτάται μόνο από τη

λογική τιμή των εισόδων που εφαρμόζεται σε αυτά την ίδια

χρονική στιγμή. 

• Τα ακολουθιακά κυκλώματα (sequential circuits), εκτός από ένα

συνδυαστικό τμήμα, περιλαμβάνουν στοιχεία (ή κυκλώματα) 

μνήμης που αναφέρονται ως μανταλωτές (latches) και φλιπ-φλοπ

(flip-flops).

• Κάθε στοιχείο μνήμης μπορεί να αποθηκεύσει πληροφορία ενός

δυαδικού ψηφίου. 

• Έτσι, σε ένα ακολουθιακό κύκλωμα συμμετέχουν τόσα στοιχεία

μνήμης, όσα και τα δυαδικά ψηφία των οποίων απαιτείται η

αποθήκευση. 
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Ακολουθιακά κυκλώματα

• Η πληροφορία που είναι αποθηκευμένη στα στοιχεία μνήμης

ενός ακολουθιακού κυκλώματος αποτελεί την κατάσταση (state)

του κυκλώματος. 

• Η παρούσα ή τρέχουσα κατάσταση (current state) του

κυκλώματος ανατροφοδοτείται στην είσοδο του συνδυαστικού

τμήματός του. 

• Οι τιμές των εισόδων και η παρούσα κατάσταση ενός

ακολουθιακού κυκλώματος καθορίζουν τις τιμές των εξόδων του

και την επόμενη κατάστασή (next state) του.

• Η κατάσταση ενός σύγχρονου ακολουθιακού κυκλώματος

μπορεί να αλλάξει μόνο σε διακριτές χρονικές στιγμές, οι οποίες

καθορίζονται από μία περιοδική σειρά παλμών που συνιστά ένα

σήμα, το οποίο αναφέρεται ως ρολόι (clock).
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Δομή σύγχρονου ακολουθιακού κυκλώματος
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• Οι μανταλωτές είναι κυκλώματα με ανατροφοδότηση, τα οποία

«παρακολουθούν» τις εισόδους τους και ανάλογα με την τιμή

τους διατηρούν ή μεταβάλλουν τις τιμές των εξόδων τους σε

οποιαδήποτε στιγμή (ή σε οποιαδήποτε στιγμή του διαστήματος

στο οποίο μια είσοδος ενεργοποίησης έχει τιμή 1).

• Η μεταβολή των εξόδων των φλιπ-φλοπ συμβαίνει μόνο σε

διακριτές χρονικές στιγμές (ακμοπυροδοτούμενα), οι οποίες

καθορίζονται από το σήμα ρολογιού που εφαρμόζεται σ’ αυτά. 

Χρησιμοποιούνται ως στοιχεία μνήμης στα σύγχρονα

ακολουθιακά κυκλώματα.

Στοιχεία μνήμης ακολουθιακών κυκλωμάτων
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Βασικό κύκλωμα μανταλωτή

• Αν υποθέσουμε ότι Q = 0, τότε η έξοδος του

αντιστροφέα Β θα λάβει τιμή 1 (δηλ. Q′), αφού

η έξοδος Q του αντιστροφέα Α συνδέεται στην

είσοδο του Β.

• Η έξοδος του Β συνδέεται στην είσοδο του Α, 

με αποτέλεσμα Q = 0, γεγονός που είναι

σύμφωνο με την υπόθεσή μας.

• Παρομοίως, αν υποθέσουμε ότι Q = 1, τότε η έξοδος του

αντιστροφέα Β λαμβάνει τιμή 0 (δηλ. ξανά Q′). 

• Οι έξοδοι είναι πάντα συμπληρωματικές μεταξύ τους και

όταν συμβεί μία από τις 2 καταστάσεις (δηλ. Q = 1 ή Q = 

0), αυτή παραμένει, με αποτέλεσμα η πληροφορία ενός

ψηφίου να κλειδώνεται (μανταλώνεται) στο κύκλωμα.
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• Ο βασικός μανταλωτής δεν μπορεί να αποθηκεύσει την επιθυμητή

δυαδική πληροφορία. 

• Η προσθήκη της δυνατότητας αυτής μπορεί να γίνει μέσω της

αντικατάστασης των αντιστροφέων με λογικές πύλες NOR.

• Όταν S = R = 1, τότε οι έξοδοι των πυλών NOR λαμβάνουν τιμή 0, 

με αποτέλεσμα να μην είναι συμπληρωματικές μεταξύ τους

(απροσδιόριστη κατάσταση).

Μανταλωτής SR
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• Ο μανταλωτής SR μπορεί

επίσης να υλοποιηθεί με 2

πύλες NAND, τροφοδοτούμενες

με τις συμπληρωματικές μορφές

των εισόδων.

• Εάν δε χρησιμοποιήσουμε τις συμπληρωματικές μορφές των

εισόδων, η λειτουργία του μανταλωτή διέπεται από διαφορετικό

πίνακα με απροσδιόριστη κατάσταση όταν S = R = 0.

Απροσδιόριστη κατάσταση

Μανταλωτής SR
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Μανταλωτής D

• Μια λύση, για την απροσδιόριστη κατάσταση είναι ο μανταλωτής D.

• Όταν C=0, η κατάσταση του μανταλωτή παραμένει αμετάβλητη, ενώ

όταν C=1 η έξοδος του μανταλωτή ακολουθεί την τιμή της εισόδου D.
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Άσκηση 1

Για τις ακόλουθες κυματομορφές (χρονιδιαγράμματα) της

εισόδου δεδομένων (D) και της εισόδου ελέγχου (C) ενός

μανταλωτή D, να σχεδιάσετε την κυμαυομορφή της εξόδου Q.
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Άσκηση 1

Η έξοδος Q κρατά

την τιμή που είχε

η είσοδος D πριν

κατέλθει ο παλμός

της εισόδου ελέγχου

Η έξοδος Q

παρακολουθεί την

είσοδο D μέχρι να

κατέλθει ο παλμός

της εισόδου ελέγχου, 

οπότε και μανταλώνει

στην τελευταία τιμή

της εισοδου D

Κατά τη διάρκεια

που η είσοδος

ελέγχου έχει τιμή 1, 

η έξοδος Q

παρακολουθεί

την είσοδο D
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Άσκηση 2
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Άσκηση 2
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Άσκηση 2
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Άσκηση 2
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Άσκηση 2
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Φλιπ-φλοπ D

• Ένα ακμοπυροδοτούμενο στην ανερχόμενη ακμή φλιπ-φλοπ D,
συνδυάζει 2 μανταλωτές D και αναφέρεται ως φλιπ-φλοπ κύριου-
εξαρτώμενου (master-slave flip-flop).

• Clock = 0: η είσοδος D μεταφέρεται στην έξοδο του κύριου
μανταλωτή, ενώ η έξοδος του κύριου (και η είσοδος του
εξαρτώμενου μανταλωτή) δεν μεταφέρεται στην έξοδο Q. 

• Clock 0  1: η έξοδος του κύριου μανταλωτή μεταφέρεται στην Q.

• Clock = 1: η έξοδος του
κύριου μανταλωτή δεν
αλλάζει. 

• Έτσι, η κατάσταση του
φλιπ-φλοπ μπορεί να
αλλάξει μόνο στην
ανερχόμενη ακμή του
Clock.

Q

Q

D

Clock

Κύριος

μανταλωτής D

Εξαρτημένος

μανταλωτής D

Q

Q 

D1 1

1
C1

Q

Q 

D2 2

2
C2

Εξαρτώμενος
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Φλιπ-φλοπ D

Πίνακες λειτουργίας ή

χαρακτηριστικοί πίνακες

Χαρακτηριστική εξίσωση

Σύμβολα του φλιπ-φλοπ D
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Άσκηση 3

Clock

Για τις ακόλουθες κυματομορφές (χρονοδιαγράμματα) της

εισόδου δεδομένων (D) και του σήματος ρολογιού ενός φλιπ-

φλοπ D, να σχεδιάσετε την κυματομορφή της εξόδου του Q.
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Άσκηση 3
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Φλιπ-φλοπ JK

Με το φλιπ-φλοπ D είναι δυνατή η μεταφορά των τιμών της εισόδου

D στην έξοδό του, κατά την ακμή του σήματος ρολογιού, ενώ με το

φλιπ-φλοπ JK είναι δυνατή η οδήγηση της εξόδου σε τιμή 0 ή 1, 

καθώς και η λήψη της συμπληρωματικής της.

Clock

QR

QR
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Το φλιπ-φλοπ Τ περιλαμβάνει μία είσοδο δεδομένων (Τ) και

υλοποιείται εύκολα με συνδυασμό ενός φλιπ-φλοπ D και μιας πύλης

XOR δύο εισόδων

Φλιπ-φλοπ T
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Άσκηση 4

Clock

QR

QR

Clock

QF

QF

Για τις ακόλουθες κυματομορφές (χρονοδιαγράμματα) των

εισόδων J, K και του σήματος ρολογιού των δύο φλιπ-φλοπ JK

(θετικής και αρνητικής πυροδότησης), να σχεδιάσετε τις

κυματομορφές των εξόδων τους.
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Άσκηση 4
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Άσκηση 5
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• H αλλαγή κατάστασης ενός ακμοπυροδοτούμενου φλιπ-φλοπ

γίνεται ακριβώς τη χρονική στιγμή έλευσης της ακμής του

σήματος ρολογιού, στην οποία πυροδοτείται το φλιπ-φλοπ.

• Η νέα κατάσταση σταθεροποιείται μετά την πάροδο χρονικού

διαστήματος που αναφέρεται ως καθυστέρηση διάδοσης

(propagation delay, tp) και οφείλεται στην καθυστέρηση

απόκρισης των λογικών πυλών που παρεμβάλλονται μεταξύ

της εισόδου του σήματος ρολογιού και της εξόδου.

• Στα ακμοπυροδοτούμενα φλιπ-φλοπ, θα πρέπει να λαμβάνονται

υπόψη δύο χρονικοί περιορισμοί που σχετίζονται με την

ανταπόκριση τους στις αλλαγές τιμής της (των) εισόδου(ων) 

δεδομένων και του σήματος ρολογιού. 

Χρονικοί περιορισμοί στα φλιπ-φλοπ
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• Οι περιορισμοί αυτοί αφορούν το χρόνο προετοιμασίας (setup 

time, ts) και το χρόνο παραμονής (hold time, th).

• Χρόνος προετοιμασίας σε ένα φλιπ-φλοπ D είναι το ελάχιστο

χρονικό διάστημα πριν από την έλευση της ακμής του σήματος

ρολογιού, στην οποία πυροδοτείται το φλιπ-φλοπ, κατά το οποίο

η είσοδος δεδομένων θα πρέπει να διατηρείται σταθερή στην

επιθυμητή λογική τιμή, ώστε αυτή να μεταφερθεί στην έξοδο του

φλιπ-φλοπ.

• Χρόνος παραμονής είναι το ελάχιστο χρονικό διάστημα μετά την

έλευση της ακμής του σήματος ρολογιού στην οποία πυροδοτείται

το φλιπ-φλοπ, κατά το οποίο η είσοδος δεδομένων θα πρέπει να

παραμείνει σταθερή στην επιθυμητή λογική τιμή.

Χρονικοί περιορισμοί στα φλιπ-φλοπ
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S

P

H

Χρονικοί περιορισμοί στα φλιπ-φλοπ
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Άσκηση 6

εξαρτώμενου
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Άσκηση 6

Εξαρτώμενος
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Άσκηση 6
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Ασύγχρονες είσοδοι στα φλιπ-φλοπ

• Στα φλιπ-φλοπ είναι δυνατή η προσθήκη ασύγχρονων εισόδων

(asynchronous inputs), των οποίων η επίδραση στη λειτουργία των

στοιχείων είναι άμεση και ανεξάρτητη από το σήμα ρολογιού.

• Οι είσοδοι αυτές χρησιμοποιούνται για να οδηγήσουν τα φλιπ-

φλοπ σε κατάσταση θέσης ή σε κατάσταση μηδενισμού, σε

οποιαδήποτε χρονική στιγμή και ανεξάρτητα από την τιμή των

υπόλοιπων εισόδων. 

• Για το λόγο αυτόν αναφέρονται ως είσοδοι πρόθεσης (preset)

και καθαρισμού (clear). 

• Οι είσοδοι πρόθεσης και μηδενισμού ενεργοποιούνται όταν

λαμβάνουν λογική τιμή 0, και η περίπτωση ταυτόχρονης

ενεργοποίησής τους θα πρέπει να αποφεύγεται, αφού οδηγεί

το φλιπ-φλοπ σε απροσδιόριστη κατάσταση. 
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Για τις ακόλουθες κυματομορφές (χρονοδιαγράμματα) της

εισόδου δεδομένων (D), των ασύγχρονων εισόδων και του

σήματος ρολογιού ενός φλιπ-φλοπ D, να σχεδιάσετε την

κυματομορφή της εξόδου του Q.

Άσκηση 7
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Άσκηση 7
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Άσκηση 8

εξαρτώμενου

εξαρτώμενου
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Άσκηση 8

εξαρτώμενου
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Άσκηση 8

Εξαρτώμενος
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Άσκηση 8



ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

413

 Καταχωρητές
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Καταχωρητές

• Οι καταχωρητές (registers) είναι σύγχρονα ακολουθιακά

κυκλώματα που χρησιμοποιούνται στα ψηφιακά συστήματα για

την προσωρινή αποθήκευση δυαδικών δεδομένων.

• Περιλαμβάνουν συνήθως ένα συνδυαστικό τμήμα και φλιπ-φλοπ.

• Με δεδομένο ότι ένα φλιπ-φλοπ μπορεί να αποθηκεύσει

πληροφορία ενός δυαδικού ψηφίου, ένας καταχωρητής πρέπει να

περιλαμβάνει τόσα φλιπ-φλοπ, όσα είναι τα δυαδικά ψηφία που

πρόκειται να αποθηκευτούν σε αυτόν.

• Η φόρτωση (loading) ή είσοδος των δυαδικών δεδομένων σε έναν

καταχωρητή μπορεί να γίνει παράλληλα (δηλ. ταυτόχρονη

φόρτωση του συνόλου των δυαδικών ψηφίων σε έναν παλμό του

σήματος ρολογιού) ή σειριακά (δηλ. φόρτωση ενός δυαδικού

ψηφίου σε κάθε παλμό του σήματος ρολογιού). 
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Καταχωρητές

• Η ανάγνωση (reading) ή έξοδος των δυαδικών δεδομένων από

έναν καταχωρητή μπορεί να γίνεται με τους ίδιους τρόπους. 

• Oι καταχωρητές με παράλληλη φόρτωση (είσοδο) και ανάγνωση

(έξοδο) των δυαδικών δεδομένων αναφέρονται ως παράλληλοι

καταχωρητές (parallel registers)

• Οι καταχωρητές με σειριακή φόρτωση ή/και ανάγνωση των

δεδομένων, αναφέρονται ως καταχωρητές ολίσθησης (shift 

registers), αφού η δυαδική πληροφορία ολισθαίνει κατά μήκος

της αλυσίδας των φλιπ-φλοπ των καταχωρητών.
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Απλός παράλληλος καταχωρητής
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• Με είσοδο ελέγχου παράλληλης εισόδου ή είσοδο φόρτωσης.

• L = 0: δεδομένα καταχωρητή αναλλοίωτα

• L = 1: νέα δεδομένα στη ανερχόμενη ακμή του σήματος ρολογιού.

Παράλληλος καταχωρητής με είσοδο φόρτωσης
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• Αλυσίδα από φλιπ-φλοπ που τροφοδοτούνται με κοινό σήμα

ρολογιού. 

Καταχωρητής ολίσθησης με σειριακή είσοδο & έξοδο
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Στην είσοδο ενός καταχωρητή ολίσθησης με σειριακή είσοδο

και σειριακή έξοδο εισάγεται σε συγχρονιμσό με το σήμα

ρολογιού, η ακολουθία δυαδικών ψηφίων 11010. Να

σχεδιάσετε τις κυματομορφές των σημάτων του κυκλώματος

(είσοδοι, έξοδοι και ενδιάμεσα σήματα) για χρονικό διάστημα

5 παλμών του σήματος ρολογιού.

Άσκηση 10
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Μετά από 5 παλμούς

σήματος ρολογιού, το

περιεχόμενο του

καταχωρητή

ολίσθησης (δηλαδή

οι τιμές των εξόδων

των φλιπ-φλοπ) είναι

η ακολουθία

bQ3Q2Q1Q0 = 11010, 

που συμπίπτει με

την εισερχόμενη

ακολουθία

Άσκηση 10
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• Είσοδος S που ελέγχει τη φορά της ολίσθησης

• S = 1: δεξιά ολίσθηση (σειριακή είσοδος αr, σειριακή έξοδος br)

• S = 0: αριστερή ολίσθηση (σειριακή είσοδος αl, σειριακή έξοδος

bl)

Αμφίδρομος καταχωρητής ολίσθησης
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Καταχωρητής με σειριακή είσοδο & παράλληλη έξοδο
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Χρησιμοποιώντας καταχωρητή 4 ψηφίων με σειριακή είσοδο και

παράλληλη έξοδο και πύλες AND 2 και 3 εισόδων, να σχεδιαστεί

σύγχρονο ακολουθιακό κύκλωμα που ανιχνεύει την ακολουθία

1101 όταν αυτή λαμβάνεται στη σειριακή του είσοδο (ένα δυαδικό

ψηφίο ανά παλμό του σήματος ρολογιού).

Άσκηση 13
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• Είσοδος L ελέγχου παράλληλης εισόδου (φόρτωσης) δεδομένων.

• L = 0: ολίσθηση με σειριακή είσοδο (α) και σειριακή έξοδο (b).

• L = 1: παράλληλη φόρτωση των δεδομένων.

Καταχωρητής με παράλληλη είσοδο & σειριακή έξοδο
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Χρησιμοποιώντας το παρακάτω κύκλωμα σειριακού αθροιστή

(που προσθέτει ένα ζεύγος ψηφίων δύο δυαδικών αριθμών σε

κάθε περίοδο του σήματος ρολογιού, ξεκινώντας από τα λιγότερο

σημαντικά ψηφία τους) και καταχωρητές ολίσθησης, να σχεδιαστεί

κύκλωμα σειριακής πρόσθεσης μιας λίστας δυαδικών αριθμών με

τέσσερα δυαδικά ψηφία. 

Άσκηση 14
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Οι διάφορες παραλλαγές καταχωρητών μπορούν να συνδυαστούν σε πιο

σύνθετα κυκλώματα, με χρήση πολυπλεκτών περισσότερων εισόδων ή

ακόμη και με την προσθήκη πιο σύνθετων συνδυαστικών κυκλωμάτων.  

Να σχεδιαστεί αμφίδρομος καταχωρητής παράλληλης εισόδου και εξόδου

με δυνατότητα διατήρησης των δεδομένων του και δυνατότητα σειριακής

ολίσθησης προς τα δεξιά και προς τα αριστερά.

S1 S0

Άσκηση 15
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 Σύχγρονοι μετρητές (ή απαριθμητές)
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Μετρητές

• Οι μετρητές (counters) είναι ακολουθιακά κυκλώματα που

διατρέχουν μια καθορισμένη ακολουθία καταστάσεων, καθεμία

από τις οποίες αντιστοιχεί σε ένα φυσικό αριθμό. 

• Ένας μετρητής που περιλαμβάνει n φλιπ-φλοπ μπορεί να διατρέξει

μέχρι 2n διαφορετικές καταστάσεις (αριθμούς). 

• Οι μετρητές διακρίνονται σε 2 βασικές κατηγορίες: τους

σύγχρονους μετρητές (synchronous counters), όπου όλα τα φλιπ-

φλοπ και συνεπώς η αλλαγή κατάστασης ελέγχεται από ένα κοινό

σήμα ρολογιού, και τους ασύγχρονους μετρητές (asynchronous 

counters) ή μετρητές διάδοσης (ripple counters), όπου δεν

υφίσταται έλεγχος από κοινό σήμα ρολογιού και η έξοδος κάθε

φλιπ-φλοπ μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την πυροδότηση άλλων

φλιπ-φλοπ. 
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Σύγχρονοι μετρητές

• Οι σύγχρονοι δυαδικοί μετρητές (binary counters), είναι

σύγχρονοι μετρητές οι οποίοι όταν αποτελούνται από n φλιπ-

φλοπ, ακολουθούν τη φυσική αρίθμηση, μετρώντας ανοδικά ή

καθοδικά μεταξύ των αριθμών 0 και 2n-1. 

• Οι μετρητές υπολοίπου διαίρεσης ως προς Ν (modulo-N 

counters, όπου Ν το πλήθος των αριθμών της ακολουθίας

μέτρησης) είναι σύγχρονοι μετρητές επαναλαμβανόμενης

ακολουθίας αριθμών, στους οποίους δεν ακολουθείται

απαραιτήτως η φυσική αρίθμηση και το πλήθος των αριθμών

της ακολουθίας μέτρησης δεν αποτελεί δύναμη του δύο.
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Μεθοδολογία σχεδίασης σύγχρονων μετρητών

• Από την ακολουθία μέτρησης του μετρητή του οποίου ζητείται η

υλοποίηση, σχεδιάζεται το διάγραμμα καταστάσεων του

μετρητή.

• Σ’ αυτό, οι καταστάσεις (τιμές των εξόδων των φλιπ-φλοπ) 

παριστάνονται με κύκλους μέσα στους οποίους αναγράφονται οι

καταστάσεις (τιμές των εξόδων των φλιπ-φλοπ) και οι

πυροδοτούμενες από το κοινό σήμα ρολογιού μεταβάσεις μεταξύ

των καταστάσεων παριστάνονται με βέλη που συνδέουν τους

αντίστοιχους κύκλους, πάνω στα οποία αναγράφονται (αν

ορίζονται) οι τιμές των εισόδων που καθορίζουν τη μετάβαση.

• Επιλέγεται ο τύπος φλιπ-φλοπ που θα χρησιμοποιηθεί.
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• Με βάση το διάγραμμα καταστάσεων καταστρώνεται ο πίνακας

καταστάσεων, ο οποίος περιλαμβάνει όλες τις μεταβάσεις

μεταξύ καταστάσεων και τις τιμές των εισόδων των φλιπ-φλοπ

που απαιτούνται για να πραγματοποιηθούν οι αντίστοιχες

μεταβάσεις. 

• Για τον προσδιορισμό των τιμών των εισόδων των φλιπ-φλοπ

χρησιμοποιούνται οι αντίστοιχοι πίνακες διέγερσής τους.

• Προσδιορίζονται ουμε τις απλοποιημένες εκφράσεις των

εισόδων των φλιπ-φλοπ.

• Σχεδιάζεται το λογικό κύκλωμα.

Μεθοδολογία σχεδίασης σύγχρονων μετρητών
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Πίνακες διέγερσης των φλιπ-φλοπ
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Άσκηση 16

Ακολουθώντας τη μεθοδολογία σχεδίασης σύγχρονων μετρητών

και χρησιμοποιώντας φλιπ-φλοπ T και λογικές πύλες, να συνθέσετε

σύγχρονο μετρητή, ο οποίος να παράγει την επαναλαμβανόμενη

ακολουθία 0, 1, 3, 7, 6, 4.

Αρχικά σχεδιάζουμε το διάγραμμα καταστάσεων:
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Με βάση το διάγραμμα καταστάσεων και τον πίνακα διέγερσης του

φλιπ-φλοπ T, καταστρώνουμε τον πίνακα καταστάσεων:

Για τις αχρησιμοποίητες

καταστάσεις (010, 101), 

οι τιμές των εξόδων των

φλιπ-φλοπ (επόμενη

κατάσταση) και των

εισόδων των φλιπ-φλοπ

λαμβάνονται ως αδιάφορες

Άσκηση 16
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Απλοποιούμε τις εκφράσεις τω εισόδων των φλιπ-φλοπ:

Άσκηση 16
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Σχεδιάζουμε το λογικό κύκλωμα:

Άσκηση 16
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• Θέτοντας Q2Q1Q0 = 010 στις εκφράσεις των εισόδων των φλιπ-

φλοπ, προκύπτει ότι T2 = T1 = T0 = 1 και με βάση τον πίνακα

λειτουργίας του φλιπ-φλοπ Τ, η επόμενη κατάσταση του

κυκλώματος είναι η Q2Q1Q0 = 101. 

• Θέτοντας, Q2Q1Q0 = 101 στις εκφράσεις των εισόδων των φλιπ-

φλοπ, προκύπτει ξανά ότι T2 = T1 = T0 = 1, με αποτέλεσμα η

επόμενη κατάσταση του κυκλώματος να είναι η Q2Q1Q0 = 010.  

• Διαπιστώνουμε ότι το κύκλωμα του μετρητή που σχεδιάστηκε

«εγκλωβίζεται» μεταξύ των δύο αχρησιμοποίητων καταστάσεων, 

εάν μεταβεί σε μία από αυτές. 

• Συνεπώς, δεν αποτελεί μετρητή με αυτόματη διόρθωση και για

το λόγο αυτόν θα πρέπει να γίνουν κατάλληλες τροποποιήσεις. 

Άσκηση 16

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

452

• Για παράδειγμα, μπορούμε να καθορίσουμε μεταβάσεις από τις

καταστάσεις 010 και 101 στις καταστάσεις της ακολουθίας

μέτρησης 100 και 011, αντίστοιχα.

• Εάν ακολουθήσουμε ξανά τη μεθοδολογία σχεδιασμού για το

ζητούμενο κύκλωμα, διαπιστώνουμε ότι οι εκφράσεις των

εισόδων των φλιπ-φλοπ θα παραμείνουν ίδιες, εκτός της

έκφρασης της εισόδου T0 θα γίνει T0 = Q0Q1Q2 + Q′0Q′1Q′2, 

απαιτώντας πλέον για την υλοποίησή της 2 πύλες AND τριών

εισόδων και μία πύλη OR δύο εισόδων

Άσκηση 16
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Άσκηση 16

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΨΗΦΙΑΚΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ ΣΧΕΔΙΑΣΗΣ

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΛΟΠΟΝΝΗΣΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ & ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ

454

Σχεδιάζουμε με φλιπ-φλοπ JK, έναν σύγχρονο μετρητή που διατρέχει

επαναλαμβανόμενα τις καταστάσεις από 0 έως 9.

Διάγραμμα

καταστάσεων

Άσκηση 17
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Παρούσα κατάσταση Επόμενη κατάσταση Είσοδοι φλιπ-φλοπ

Για τις

αχρησιμοποίητες

καταστάσεις 10, 11, 

12, 13, 14, 15 

αντιμετωπίζουμε

ως αδιάφορους

όρους τις επόμενες

καταστάσεις

Πίνακας

καταστάσεων
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Προσδιορισμός των συναρτήσεων εισόδων των φλιπ-φλοπ

Άσκηση 17
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Λογικό κύκλωμα

Άσκηση 17
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Προσδιορίζουμε την επόμενη κατάσταση για την περίπτωση όπου ο μετρητής

που σχεδιάσαμε βρεθεί απροσδόκητα σε αχρησιμοποίητη κατάσταση.

Αχρησιμοποίητες

καταστάσεις

Επόμενη κατάστασηΕίσοδοι φλιπ-φλοπΠαρούσα κατάσταση

Για τον προσδιορισμό χρησιμοποιούμε τον πίνακα

λειτουργίας του φλιπ-φλοπ JK

Άσκηση 17
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Διαπιστώνουμε ότι εάν ο μετρητής βρεθεί σε μία από τις αχρησιμοποίητες

καταστάσεις, το αργότερο μετά από 2 παλμούς ρολογιού, επιστρέφει σε

μία από τις έγκυρες καταστάσεις (κύκλωμα με αυτόματη διόρθωση).

Διάγραμμα καταστάσεων

που περιλαμβάνει και

τις αχρησιμοποίητες

καταστάσεις

Άσκηση 17
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Ο παρακάτω σύγχρονος μετρητής 3 ψηφίων που διατρέχει

επαναλαμβανόμενα τις καταστάσεις 1, 3, 5, 7, σχεδιάστηκε

αντιμετωπίζοντας ως αδιάφορους όρους τις επόμενες καταστάσεις

που αντιστοιχούν στις αχρησιμοποίητες καταστάσεις 0, 2, 4, 6. 

Να διαπιστωθεί εάν διαθέτει δυνατότητα αυτόματης διόρθωσης και

αν δεν διαθέτει να τροποποιηθεί κατάλληλα ώστε να αποκτήσει την

δυνατότητα αυτή.

1

Clock

0

Άσκηση 18
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Από το λογικό κύκλωμα διαπιστώνουμε ότι:

και με βάση τον πίνακα λειτουργίας του φλιπ-φλοπ Τ, προσδιορίζουμε
την επόμενη κατάσταση για την περίπτωση όπου ο μετρητής βρεθεί
απροσδόκητα σε αχρησιμοποίητη κατάσταση.

Παρούσα κατάσταση Είσοδοι φλιπ-φλοπ Επόμενη κατάσταση

Άσκηση 18
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Με βάση το προηγούμενο πίνακα σχεδιάζουμε το διάγραμμα

καταστάσεων του μετρητή που περιλαμβάνει και τις αχρησιμοποίητες

καταστάσεις και διαπιστώνουμε ότι εάν ο μετρητής βρεθεί σε μία από

τις αχρησιμοποίητες καταστάσεις, τότε εγκλωβίζεται στον βρόχο των

αχρησιμοποίητων καταστάσεων 0, 2, 4, 6.
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Για να αποκτήσει ο μετρητής δυνατότητα αυτόματης διόρθωσης

παρεμβαίνουμε στο διάγραμμα καταστάσεων, αναγκάζοντας το

κύκλωμα να μεταβεί από την κατάσταση 0 στην κατάσταση 1, έτσι

ώστε να «σπάσει» ο βρόχος αχρησιμοποίητων καταστάσεων και ο

μετρητής να επιστρέφει σε έναν ή περισσότερους παλμούς ρολογιού

στην κανονική ακολουθία καταστάσεων.    
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Άσκηση 18

Παρούσα κατάσταση Είσοδοι flip-flopsΕπόμενη κατάσταση φλιπ-φλοπ

Επανασχεδιάζουμε τον μετρητή (καταστρωνουμε αρχικά τον πίνακα

καταστάσεων), λαμβάνοντας υπόψη ότι εάν ο μετρητής βρεθεί στην

κατάσταση 0, τότε μεταβαίνει στην κατάσταση 1. 
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Clock

Τ2 = Q 1 Τ1 = Q 0 Τ0 = Q0
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• Αφού πρόκειται για δυαδικό μετρητή 2 ψηφίων, οι καταστάσεις

που διατρέχει είναι 4 (00, 01, 10, 11). 

• Με βάση τις ιδιότητες του μετρητή, θα δημιουργήσουμε το

διάγραμμα και τον πίνακα καταστάσεών του. 

• Με βάση την περιγραφή της ιδιότητας (γ) του μετρητή, 

συμπεραίνουμε ότι απαιτείται επιπλέον έξοδος που αποτελείται

από 2 ψηφία (z, w), των οποίων η τιμή εξαρτάται μόνο από την

παρούσα κατάσταση του κυκλώματος (μετρούμενη τιμή). 

• Όταν p = 1, ο μετρητής εκτελεί ανοδική μέτρηση, ενώ όταν p = 0, 

ο μετρητής εκτελεί καθοδική μέτρηση. 

• Όταν m = 0, το κύκλωμα παραμένει στην ίδια κατάσταση, ενώ

όταν m = 1, η κατάσταση του κυκλώματος αλλάζει, σύμφωνα με

την τιμή της εισόδου p.
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Ο πίνακας

καταστάσεων

περιλαμβάνει

και τις τιμές

των εισόδων

που

καθορίζουν τις

μεταβάσεις, 

καθώς και τις

τιμές των

ψηφίων της

επιπλέον

εξόδου
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• Παρατηρώντας τον πίνακα καταστάσεων διαπιστώνουμε ότι Τ0 = 

m, καθώς και ότι D1 (Q1, Q0, m, p) = Σ(2, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14).

• Η υλοποίηση του συνδυαστικού κυκλώματος προσδιορισμού της

εισόδου D1 επιτυγχάνεται με χρήση του διαθέσιμου πολυπλέκτη

8-σε-1.

• Τροφοδοτούμε τις εισόδους επιλογής του πολυπλέκτη με τις

μεταβλητές Q1, Q0 και την είσοδο m, και στις εισόδους

δεδομένων του θέτουμε την κατάλληλη λογική τιμή ή την

κατάλληλη μορφή της εισόδου p, ανάλογα με την τιμή που

λαμβάνει η έκφραση της εισόδου D1 για καθέναν από τους 8 

συνδυασμούς τιμών των μεταβλητών Q1, Q0 και της εισόδου m.

Άσκηση 19
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• Όσον αφορά τον προσδιορισμό

της εξόδου z, από τον πίνακα του

καταστάσεων διαπιστώνουμε ότι

αυτή λαμβάνει τιμή 1, όταν οι

μεταβλητές Q1 και Q0 έχουν

διαφορετική τιμή, ενώ

μηδενίζεται, όταν οι μεταβλητές

Q1 και Q0 έχουν ίδια λογική τιμή. 

Συνεπώς, z = Q1  Q0. 

• Επίσης, όσον αφορά τον

προσδιορισμό της εξόδου w, από

τον ίδιο πίνακα προκύπτει ότι

w = Q′0.
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Σχεδιάζουμε το ζητούμενο λογικό κύκλωμα, χρησιμοποιώντας τα

διαθέσιμα εξαρτήματα:

Άσκηση 19
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