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ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 
 
 
 
 
1. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ 
 
 Η κατανοµή πιθανότητας, η µέση τιµή και η διασπορά µιας τυχαίας µεταβλητής 
εξετάσθηκαν στο Κεφάλαιο 2. Στο κεφάλαιο αυτό µελετώνται διεξοδικά οι σηµαντι-
κότερες διακριτές κατανοµές. Πιο συγκεκριµένα διατυπώνονται τα πιο βασικά και 
χρήσιµα στοχαστικά πρότυπα (µοντέλα) καθ’ ένα από τα οποία δύναται να 
χρησιµοποιηθεί για την περιγραφή µιας ευρείας κλάσης στοχαστικών (τυχαίων) 
πειραµάτων ή φαινοµένων. Ορίζονται διακριτές τυχαίες µεταβλητές και σε κάθε 
περίπτωση προσδιορίζεται η κατανοµή τους, υπολογίζοντας τη συνάρτηση πιθανό-
τητας αυτής. Επίσης υπολογίζονται η µέση τιµή και η διασπορά της κατανο-µής και 
αποδεικνύονται χρήσιµες ιδιότητές της. Για τη διευκόλυνση των εφαρµογών γίνεται 
χρήση των πινάκων των κατανοµών αυτών. Στο επόµενο κεφάλαιο µελετώνται µε τον 
ίδιο διεξοδικό τρόπο οι σπουδαιότερες συνεχείς κατανοµές. 
 
2. ΚΑΤΑΝΟΜΗ BERNOULLI ΚΑΙ ∆ΙΩΝΥΜΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 
 
2.1. Κατανοµή Bernoulli 
 
 Ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο πείραµα µε δειγµατικό χώρο Ω και ένα ενδεχόµενο Α 
στον Ω. Αν  είναι το συµπληρωµατικό ενδεχόµενο του Α στον Ω, τότε τα 
ενδεχόµενα 

A′
, AA )( ′  αποτελούν µια διαίρεση του δειγµατικού χώρου Ω, εφ’ όσον 

 και ∅=′∩ AA ΩA =′A + . Το ενδεχόµενο Α χαρακτηρίζεται συνήθως ως επιτυχία 
και το  ως αποτυχία. Παριστάνοντας µε ε την επιτυχία και α την αποτυχία ο 
δειγµατικός χώρος δύναται να παρασταθεί ως }

A′
,{ εαΩ = . Ένα τέτοιο τυχαίο πείραµα 

καλείται δοκιµή Bernoulli. Έστω 

pεP =})({ , qpεPαP =−=−= 1})({1})({ ,                         (2.1) 

και ας θεωρήσουµε την ακόλουθη τυχαία µεταβλητή. 

Ορισµός 2.1. Έστω Χ ο αριθµός των επιτυχιών σε µια δοκιµή Bernoulli µε πιθανότητα 
επιτυχίας p (και αποτυχίας pq −= 1 ). Η κατανοµή της δίτιµης (µηδέν-ένα) τυχαίας 
µεταβλητής Χ καλείται (µηδέν-ένα) κατανοµή Bernoulli µε παράµετρο p. 

Οι συναρτήσεις πιθανότητας και κατανοµής, όπως επίσης η µέση τιµή και η 
διασπορά της κατανοµής Bernoulli δίδονται στο ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.1. Η συνάρτηση πιθανότητας της κατανοµής Bernoulli µε παράµετρο p 
δίδεται από την 

xxqpxXPxf −=== 1)()( , 1,0=x .                                (2.2) 

και η συνάρτηση κατανοµής από την 
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Η µέση τιµή και διασπορά της κατανοµής Bernoulli µε παράµετρο p δίδονται από τις 

pXEµ == )( , .                                 (2.4) pqXVσ == )(2

Απόδειξη. Ο αριθµός Χ των επιτυχιών σε µια δοκιµή Bernoulli είναι µια τυχαία 
µεταβλητή ορισµένη στον  µε } )(,{ εαΩ = 0=αX , 1)( =εX , και έτσι συνάγουµε τις 
πιθανότητες 

qαPωXΩωPXP ===∈== })({})0)(:({)0( , 

pεPωXΩωPXP ===∈== })({})1)(:({)1( , 

οι οποίες συνεπάγονται τη συνάρτηση πιθανότητας (2.2). Η συνάρτηση κατανοµής 
(2.3) προκύπτει άµεσα από τη (2.2) µε τη χρησιµοποίηση της (2.4) του Κεφ. 2. 
 H µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι 

pqxpXEµ
x

xx === ∑
=

−
1

0

1)(  

και η διασπορά αυτής συνάγεται ως εξής: 

pqpqqpqppxµXEXVσ
x

xx =+=−=−== ∑
=

− 22
1

0

1222 )(])[()( . 

 
2.2. ∆ιωνυµική κατανοµή 
 
Ορισµός 2.1. Έστω Χ ο αριθµός των επιτυχιών σε µια ακολουθία ν ανεξαρτήτων 
δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p (και αποτυχίας pq −= 1 ), 

pεPi =})({ , pqαPi −== 1})({ , i ν...,,2,1= , 

σταθερή (ίδια) σε όλες τις δοκιµές. Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ καλείται 
διωνυµική µε παραµέτρους ν και p. 

Οι συναρτήσεις πιθανότητας και κατανοµής της διωνυµικής κατανοµής συνά-
γονται στο ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.2. Η συνάρτηση πιθανότητας της διωνυµικής κατανοµής µε παραµέτρους ν 
και p δίδεται από την 

xxqp
x
ν

xXPxf −








=== ν)()( , νx ...,,1,0=                          (2.5) 

και η συνάρτηση κατανοµής από την 
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όπου [  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. ]x
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Απόδειξη. Ο δειγµατικός χώρος του συνθέτου τυχαίου πειράµατος των ν 
ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli είναι, σύµφωνα µε το Εδάφιο 9 του Κεφ. 1, το ν-πλό 
καρτεσιανό γινόµενο του }Ω  µε τον εαυτό του, ,{ εα=

},...,2 ,1  },,{:)...,,,{( 21 νiεαωωωωΩ i =∈= ν
ν . 

Το ενδεχόµενο }  να πραγµατοποιηθούν x επιτυχίες στις ν δοκιµές 

περιλαµβάνει  στοιχειώδη ενδεχόµενα, όσα και ο αριθµός των επιλογών των x 

θέσεων για τις επιτυχίες από τις ν θέσεις. Επιπλέον κάθε τέτοιο στοιχειώδες 
ενδεχόµενο, επειδή οι δοκιµές είναι ανεξάρτητες, έχει πιθανότητα 

{ xX =
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xνxqp − . 
Εποµένως 

xxqp
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xXPxf −








=== ν)()( , νx ...,,1,0= . 

Σηµειώνουµε ότι 

0)( >xf , , νx ...,,1,0= 0)( =xf , }...,,1,0{ νx∉  

και σύµφωνα µε τον τύπο του διωνύµου του Νεύτωνα, 
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όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. 
 Η συνάρτηση κατανοµής (2.6) προκύπτει άµεσα από τη (2.5) µε τη χρησιµοποίηση 
της (2.4) του Κεφ. 2. 

 Οι πίνακες της συνάρτησης πιθανότητας (2.5) και της συνάρτησης κατανοµής 
(2.6) της διωνυµικής κατανοµής διευκολύνουν τους υπολογισµούς που 
περιλαµβάνουν διωνυµικές πιθανότητες και χρησιµοποιούνται ευρύτατα, ιδιαίτερα 
στη Στατιστική. Ο Πίνακας 1 του παραρτήµατος δίδει τη συνάρτηση πιθανότητας 
(2.5) για  και 20...,,2,1=ν 50,0...,,10,0 ,05,0=p . Στην περίπτωση που  
οπότε 5 , χρησιµοποιείται ο τύπος 

5,0>p
,01 <− p=q

)( xxxx pq
xν

ν
qp

x
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 νννν .                                 (2.7) 

 Στο επόµενο θεώρηµα συνάγονται η µέση τιµή και η διασπορά της διωνυµικής 
κατανοµής. 

Θεώρηµα 2.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (2.5). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά της αυτής δίδονται 
από τις 

νpXEµ == )( ,                                  (2.8) νpqXVσ == )(2

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, δίδεται από την 
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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και σύµφωνα µε τον τύπο του διωνύµου του Νεύτωνα συµπεραίνουµε ότι 

νpqpνpXEµ =+== −1)()( ν . 
Επίσης 
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και επειδή 
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Εποµένως 

νpqpννppννXEXEXEXVσ =−+−=−+== 2222
2

2 )1()]([)(])[()( . 

Παράδειγµα 2.1. Έστω ότι σε ν ασθενείς µετρείται η πίεση του αίµατος πριν και µετά 
τη χορήγηση ενός ορισµένου φαρµάκου και τα αποτελέσµατα είναι , 

. Αν  θεωρούµε ότι η κ–οστή δοκιµή είχε αποτέλεσµα 
επιτυχία, ενώ αν  αποτυχία, 

),( 11 zy
),(...,),,( 22 νν zyzy
y

κκ zy >

κκ z≤ νκ ...,,2,1= . Αν το φάρµακο δεν έχει καµµιά 
επίδραση τότε η πιθανότητα επιτυχίας p είναι ίση µε την πιθανότητα αποτυχίας 

 και εποµένως . pq −= 1 2/1=p
Έστω Χ ο αριθµός των επιτυχιών στις ν δοκιµές. Τότε, υποθέτοντας ότι το 

φάρµακο δεν έχει καµµιά επίδραση στην πίεση του αίµατος, 
ν
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Σηµειώνουµε ότι πολύ µικρός αριθµός επιτυχιών αποτελεί ένδειξη ότι το φάρµακο 
δεν έχει καµµία επίδραση στην πίεση. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) 2 το πολύ 
επιτυχιών και (β) 7 τουλάχιστον επιτυχιών στην περίπτωση 8=ν  ασθενών. 
 Χρησιµοποιώντας τον Πίνακα 1 του παραρτήµατος παίρνουµε 
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Παράδειγµα 2.2. Ας θεωρήσουµε έναν αρχικό πληθυσµό στον οποίο οι γονότυποι 
 και  εµφανίζονται µε πιθανότητες  και AαAA, αα qp 2 , r , ανεξάρτητα φύλου. 

Έστω ότι καθένας από τους γονείς (πατέρας και µητέρα) κληρονοµεί, σύµφωνα µε το 
νόµο κληρονοµικότητας του Mendel, σε κάθε παιδί του ένα από τα γονίδια Α και α. 
 Ας θεωρήσουµε ένα ζευγάρι (άνδρα και γυναίκα) από τον πληθυσµό αυτό το οποίο 
αποκτά ν παιδιά και έστω ότι το ενδιαφέρον για κάθε παιδί εστιάζεται στο κατά 
πόσον έχει το γονότυπο . Χαρακτηρίζοντας το ενδεχόµενο  όπως ένα παιδί έχει 
το γονότυπο  ως επιτυχία και το συµπληρωµατικό του ως αποτυχία, η γέννηση 
ενός παιδιού δύναται να θεωρηθεί ως δοκιµή Bernoulli µε πιθανότητες (βλ. 
Παράδειγµα 9.2 του Κεφ. 1) 

AA 1Γ
AA

2
11 )()(})({ qpΓPεPp +=== , q . 2

11 )(1)(})({ qpΓPαP +−=′==

Η σειρά των ν γεννήσεων αποτελεί µια ακολουθία ν ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli 
και έτσι ο αριθµός Χ των παιδιών που έχουν το γονότυπο  ακολουθεί τη 
διωνυµική κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας 
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xxqp
x
ν

xf −








= ν

11)( , νx ...,,1,0= . 

 Στη µερική περίπτωση που οι πιθανότητες των τριών γονοτύπων στον αρχικό 
πληθυσµό είναι , οπότε 4/1=== rqp 4/11 =p , 4/31 =q

4
, ο αριθµός Χ των 

παιδιών που έχουν το γονότυπο , σε σύνολο AA =ν  παιδιών, έχει συνάρτηση 
πιθανότητας 
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Η πιθανότητα όπως ένα τουλάχιστο από τα 4 παιδιά έχει το γονότυπο  είναι ίση 
µε 
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−==−=≥ XPXP . 

Ο αναµενόµενος αριθµός παιδιών µε το γονότυπο  είναι AA

1
4
14)( =⋅== XEµ . 

 
3. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΚΑΙ ΚΑΤΑΝΟΜΗ PASCAL 
 
3.1. Γεωµετρική κατανοµή 
 
Ορισµός 3.1. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε 
πιθανότητα επιτυχίας p (και αποτυχίας q), 

pεPi =})({ , pqαPi −== 1})({ , ...,2,1=i , 
σταθερή (ίδια) σε όλες τις δοκιµές. Έστω Χ ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την πρώτη 
επιτυχία. Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ καλείται γεωµετρική µε παράµετρο p. 

Οι συναρτήσεις πιθανότητας και κατανοµής της γεωµετρικής κατανοµής 
συνάγονται στο ακόλουθο θεώρηµα. 
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Θεώρηµα 3.1. Η συνάρτηση πιθανότητας της γεωµετρικής κατανοµής µε παράµετρο p 
δίδεται από την 

1)()( −=== xpqxXPxf , ...,2,1=x                                (3.1) 

και η συνάρτηση κατανοµής από την 
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                                      (3.2) 

όπου [  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. ]x

Απόδειξη. Το ενδεχόµενο } , η πρώτη επιτυχία να πραγµατοποιηθεί στη x-
οστή δοκιµή, περιλαµβάνει ένα µόνο δειγµατικό σηµείο (στοιχειώδες ενδεχόµενο) και 
συγκεκριµένα το 

{ xX =

)},...,,,{( εααα , 

όπου στις  θέσεις (δοκιµές) έχει αποτυχία και στη x-οστή θέση (δοκιµή) έχει 
επιτυχία. Χρησιµοποιώντας ότι οι δοκιµές είναι ανεξάρτητες τούτο έχει πιθανότητα 

1−x

pq x 1− . 

Εποµένως η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ είναι η 
1)()( −=== xpqxXPxf , ...,2,1=x . 

Σηµειώνουµε ότι 

0)( >xf , ...,2,1=x , 0)( =xf , ...},2,1{∉x  

και σύµφωνα µε τον τύπο του αθροίσµατος των απείρων όρων γεωµετρικής προόδου 
(σειράς), 
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όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. 
 Η συνάρτηση κατανοµής (3.2) προκύπτει άµεσα από τη συνάρτηση πιθανότητας 
(3.1) µε τη χρησιµοποίηση της (2.4) του Κεφ. 2. 

 Στο επόµενο θεώρηµα συνάγονται η µέση τιµή και η διασπορά της γεωµετρικής 
κατανοµής. 

Θεώρηµα 3.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (3.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από 
τις 

p
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qXVσ ==                                   (3.3) 

Απόδειξη. Η µέση τιµή και η δεύτερης τάξης παραγοντική ροπή της γεωµετρικής 
κατανοµής δίδονται από τις 
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Παρατηρούµε ότι, παραγωγίζοντας διαδοχικά τη γεωµετρική σειρά 
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 Η έλλειψη µνήµης αποτελεί χαρακτηριστική ιδιότητα της γεωµετρικής κατανοµής. 
Η ιδιότητα αυτή αποδεικνύεται στο επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (3.1). Τότε 

)()|( rXPκXrκXP >=>+> , ...,1 ,0, =rκ .                       (3.4) 

Απόδειξη. Η δεσµευµένη πιθανότητα του ενδεχοµένου {  δεδοµένου 
του ενδεχοµένου }, λαµβάνοντας υπόψη ότι  

 και χρησιµοποιώντας την (3.2), είναι ίση µε 
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και επειδή 
rqrFrXP =−=> )(1)(  

συνάγεται η (3.4). 

Σηµειώνουµε ότι η ιδιότητα αυτή σηµαίνει έλλειψη µνήµης της γεωµετρικής 
κατανοµής µε την ακόλουθη έννοια. Η πιθανότητα να απαιτηθούν επιπρόσθετα 
περισσότερες από r δοκιµές µέχρι την πρώτη επιτυχία δεδοµένου ότι δεν έχει 
πραγµατοποιηθεί επιτυχία στις κ πρώτες δοκιµές είναι η ίδια µε την (µη δεσµευµένη) 
πιθανότητα να απαιτηθούν περισσότερες από r δοκιµές µέχρι την πρώτη επιτυχία. 
Εποµένως η πληροφορία µη επίτευξης του στόχου (επιτυχία) ξεχνιέται και η 
προσπάθεια συνεχίζεται όπως όταν πρωταρχίζει. 

Παρατήρηση 3.1. Η συνάρτηση πιθανότητας του αριθµού Υ των αποτυχιών µέχρι 
την πρώτη επιτυχία υπολογίζεται µε τη χρησιµοποίηση της σχέσης 1−= XY  και της 
(3.1) ως εξής: 

ypqyXPyYPyg =+==== )1()()( , ...,1,0=y .                    (3.5) 
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Η κατανοµή της τ.µ. Υ καλείται επίσης γεωµετρική µε παράµετρο p. H µέση τιµή και 
η διασπορά αυτής προκύπτουν από τις (3.3): 

p
qXEXEYE =−=−= 1)()1()( , 2)()(

p
qXVY ==V .                 (3.6) 

Παράδειγµα 3.1. Το κόστος εκτέλεσης για πρώτη φορά ενός συγκεκριµένου 
πειράµατος είναι 500 ευρώ. Αν το πείραµα αποτύχει, για ορισµένες µεταβολές που 
πρέπει να γίνουν πριν από την επόµενη εκτέλεσή του απαιτείται ένα πρόσθετο ποσόν 
100 ευρώ. Υποθέτουµε ότι οι δοκιµές είναι ανεξάρτητες µε πιθανότητα επιτυχίας 

 και ότι συνεχίζονται µέχρι την πρώτη επιτυχία. Να υπολογισθούν (α) η 
πιθανότητα να απαιτηθούν 4 το πολύ δοκιµές µέχρι την πρώτη επιτυχία και (β) το 
αναµενόµενο κόστος µέχρι την πρώτη επιτυχία. 

5/4=p

 (α) Ο αριθµός Χ των δοκιµών µέχρι την πρώτη επιτυχία ακολουθεί τη γεωµετρική 
κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας 

1

5
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4)()(
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x

xXPxf , ...,2,1=x  

και συνάρτηση κατανοµής 
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Εποµένως 

9984,0
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11)4()4(

4

=





−==≤ FXP . 

 (β) Αν Υ είναι το κόστος µέχρι την πρώτη επιτυχία τότε 

100600)1(100500 −=−+= XXXY  
και 

100)(600)( −= XEYE . 

Η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι ίση µε 

4
51)( ==

p
XE  

και συνεπώς 

650)( =YE . 
 
3.2. Κατανοµή Pascal 
 
Ορισµός 3.2. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε 
πιθανότητα επιτυχίας p (και αποτυχίας q), 

pεPi =})({ , pqαPi −== 1})({ , ...,2,1=i , 

σταθερή (ίδια) σε όλες τις δοκιµές. Έστω Χ ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την r-οστή 
επιτυχία. Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ καλείται κατανοµή Pascal µε 
παραµέτρους r και p. 
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Οι συναρτήσεις πιθανότητας και κατανοµής της κατανοµής Pascal συνάγονται στο 
ακόλουθο θεώρηµα 

Θεώρηµα 3.4. Η συνάρτηση πιθανότητας της κατανοµής Pascal µε παραµέτρους r και 
p δίδεται από την 

rxr qp
r
x

xXPxf −
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===
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)()( , ...,1, += rrx                      (3.7) 

και η συνάρτηση κατανοµής από την 
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όπου [  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. ]x

Απόδειξη. Το ενδεχόµενο }  περιλαµβάνει τα δειγµατικά σηµεία (στοιχειώδη 
ενδεχόµενα) , µε 1

{ xX =
),1 ε−...,,,( 21 ωωω x −r  επιτυχίες στις 1−x





1
1

 πρώτες δοκιµές και 

επιτυχία στη x-οστή δοκιµή, τα οποία είναι πλήθους , όσα και ο αριθµός των 

επιλογών των 1





−
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r
x

−r  θέσεων για τις επιτυχίες από τις 1−x  δυνατές θέσεις. Επιπλέον 
κάθε τέτοιο δειγµατικό σηµείο έχει πιθανότητα 

rxr qp − . 
Εποµένως 

rxr qp
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xXPxf −
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)()( , ...,1, += rrx . 

 Σηµειώνουµε ότι 

0)( >xf , ...,1, += rrx , 0)( =xf , ...},1,{ +∉ rrx  

και χρησιµοποιώντας το αρνητικό διωνυµικό ανάπτυγµα, 
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συνάγουµε τη σχέση 

∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

−
∞

=

− =−=






 −+
=








−
−

=
rx rx

rry

y

rrxr qpq
y
yr

pqp
r
x

xf 1)1(
     

1
1
1

)(
0

, 

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. 
 Η συνάρτηση κατανοµής (3.8) προκύπτει άµεσα από τη συνάρτηση πιθανότητας 
(3.7) µε τη χρησιµοποίηση της (2.4) του Κεφ. 2. 

 Στο επόµενο θεώρηµα συνάγονται η µέση τιµή και η διασπορά της κατανοµής 
Pascal. 

Θεώρηµα 3.5. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί την κατανοµή Pascal µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (3.7). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από 
τις 

p
rXEµ == )( , 2

2 )(
p
rqXVσ == .                                (3.10) 
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Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ δίδεται από την 
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οπότε, χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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και την (3.9), συνάγουµε την έκφραση 
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Η δεύτερης τάξης ανοδική παραγοντική ροπή της τ.µ. Χ δίδεται από την 
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οπότε, χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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και την (3.9), συνάγουµε την έκφραση 

∑ ∑
∞

=

∞

=

−







 ++
+=








−
+

+=+=
rx y

yrrxr q
y
yr

prrq
rx

x
prrXXEµ

0
]2[

1
)1(

1
)1()]1([  

22 )1()1()1( −−− +=−+= prrqprr rr . 

Εποµένως η διασπορά της τ.µ. Χ είναι 
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p
rrXEXEXXEXVσ =−−
+

=−−+== . 

Παρατήρηση 3.2. Ας θεωρήσουµε τον αριθµό Υ των αποτυχιών µέχρι τη r-οστή 
επιτυχία σε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας 
p. Η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας αυτής µεταβλητής δύναται να υπολογισθεί 
είτε απευθείας είτε µε τη χρησιµοποίηση της σχέσης rXY −=  και της συνάρτησης 
πιθανότητας (3.7) της Χ. Έχουµε 

yr qp
y
yr

yrXPyYPyg 






 −+
=+====

1
)()()( , ...,1,0=y .         (3.11) 

Η κατανοµή της τ.µ. Υ καλείται επίσης κατανοµή Pascal ή αρνητική διωνυµική µε 
παραµέτρους r και p. Η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δύνανται να προκύψουν από 
τις (3.10) ως εξής: 

p
rqr

p
rrXEYEµ =−=−== )()( , 2

2 )()(
p
rqXVYVσ === .         (3.12) 
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Παρατήρηση 3.3. Σύνδεση των κατανοµών Pascal και διωνυµικής. Ας 
παραστήσουµε µε  τον αριθµό των δοκιµών µέχρι την r-οστή επιτυχία σε µια 
ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p και µε  
τον αριθµό των επιτυχιών σε µια ακολουθία ν ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε 
πιθανότητα επιτυχίας p. Τότε 

PrX ,

∆ν ,X

)()( ,, rXPνXP Pr ≥=≤ ∆ν ,                                     (3.13) 

επειδή το ενδεχόµενο όπως ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την r-οστή επιτυχία είναι το 
πολύ ν είναι ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο όπως ο αριθµός των επιτυχιών στις ν 
δοκιµές είναι τουλάχιστον r. Επίσης 

)1()1( ,, −==+= ∆ rXpPνXP Pr ν ,                               (3.14) 

επειδή το ενδεχόµενο όπως η r-οστή επιτυχία πραγµατοποιηθεί στην  δοκιµή 
είναι ίσο µε την τοµή των ανεξαρτήτων ενδεχοµένων όπως πραγµατοποιηθούν 

1+ν
1−r  

επιτυχίες στις ν δοκιµές και επιτυχία στη 1+ν  δοκιµή. Η σχέση (3.14) δύναται να 
χρησιµοποιηθεί µαζί µε τον Πίνακα 1 των πιθανοτήτων της διωνυµικής κατανοµής 
για τον υπολογισµό των πιθανοτήτων της κατανοµής Pascal. 

Παράδειγµα 3.3. Μια γυναίκα εξακολουθεί να τεκνοποιεί µέχρι να αποκτήσει δύο 
αγόρια. Έστω ότι η πιθανότητα γέννησης αγοριού είναι 49,0=p . Να υπολογισθούν 
(α) η πιθανότητα όπως η γυναίκα αυτή αποκτήσει το πολύ 4 παιδιά µέχρι να πετύχει 
το σκοπό της και (β) ο αναµενόµενος αριθµός παιδιών µέχρι τη γέννηση του δεύτερου 
αγοριού. 
 (α) Έστω Χ ο αριθµός των παιδιών µέχρι και τη γέννηση του δεύτερου αγοριού. 
Τότε η τ.µ. Χ έχει την κατανοµή Pascal µε παραµέτρους ,2=r  49,0=p  και έτσι 

∑
=

− =++=−=≤
4

2

2222 67,0})51,0(3)51,0(21{)49,0()51,0()49,0)(1()4(
κ

κκXP . 

 (β) Ο αναµενόµενος αριθµός παιδιών µέχρι τη γέννηση του δεύτερου αγοριού, 
σύµφωνα µε την πρώτη από τις (3.10), είναι 

08,4
49,0
2)( === XEµ . 

Παράδειγµα 3.4. Το πρόβληµα των σπιρτόκουτων του Banach. Στη διάρκεια µιας 
τελετής προς τιµή του γνωστού µαθηµατικού Banach, o Steinhaus αναφερόµενος 
χιουµοριστικά στις καπνιστικές συνήθειες του τιµοµένου έδωσε το ακόλουθο 
παράδειγµα ως εφαρµογή της κατανοµής Pascal. Ένας µαθηµατικός έχει πάντα µαζί 
του ένα σπιρτόκουτο στη δεξιά τσέπη και ένα άλλο στην αριστερή. Όταν χρειάζεται 
σπίρτο παίρνει τυχαία ένα από τα κουτιά και εποµένως οι διαδοχικές εκλογές 
σπιρτόκουτων αποτελούν µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε 

. Έστω ότι αρχικά το κάθε κουτί περιέχει ν σπίρτα και ας θεωρήσουµε τη 
στιγµή κατά την οποία για πρώτη φορά ο µαθηµατικός ανακαλύπτει ότι το ένα κουτί 
είναι κενό. Τη στιγµή αυτή το άλλο κουτί θα περιέχει Ζ σπίρτα. Η τυχαία αυτή 
µεταβλητή µπορεί να πάρει τις τιµές 

2/1== qp

νz ...,,1,0= . Να υπολογισθεί η συνάρτηση 
πιθανότητας , )()( zZPzf Z == ν...,z ,1,0= . 

Ας θεωρήσουµε ως επιτυχία την εκλογή του σπιρτόκουτου που βρίσκεται στη 
δεξιά τσέπη. Παρατηρούµε ότι το σπιρτόκουτο στη δεξιά τσέπη θα βρεθεί κενό όταν 
το άλλο θα περιέχει z σπίρτα αν και µόνο αν ο αριθµός Χ των δοκιµών µέχρι τη 
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)1( +ν  επιτυχία είναι ίσος µε 12)()1( +−=−++= zνzννx . Το ίδιο ισχύει και µε 
την εναλλαγή του ρόλου των δύο τσεπών. Εποµένως, σύµφωνα µε την (3.7), 

z

Z ν
zν

zνZPzZPzf
−















 −
=+−====

ν2

2
12

)12(2)()( , νz ...,,1,0= . 

 
4. ΥΠΕΡΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 
 
 Ας θεωρήσουµε έναν πεπερασµένο πληθυσµό του οποίου τα στοιχεία, σύµφωνα µε 
κάποιο χαρακτηριστικό, κατατάσσονται σε δύο κατηγορίες. Έστω ότι ένα δείγµα 
συγκεκριµένου µεγέθους εκλέγεται από τον πληθυσµό αυτό, χωρίς επανάθεση. Ο 
αριθµός των στοιχείων της µιας ή της άλλης κατηγορίας που περιλαµβάνονται στο 
δείγµα αποτελεί αντικείµενο πιθανοθεωρητικής µελέτης. Σχετικά θέτουµε τον 
ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 4.1. Έστω ότι από µια κάλπη που περιέχει r άσπρα και s µαύρα σφαιρίδια 
εξάγονται διαδοχικά το ένα µετά το άλλο, χωρίς επανάθεση, ν σφαιρίδια. Στο τυχαίο 
(στοχαστικό) αυτό πείραµα έστω Χ o αριθµός των άσπρων σφαιριδίων τα οποία 
εξάγονται. Η κατανοµή της τ.µ. Χ καλείται υπεργεωµετρική µε παραµέτρους sr,  και ν. 

Η συνάρτηση πιθανότητας της υπεργεωµετρικής κατανοµής συνάγεται στο 
ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 4.1. Η συνάρτηση πιθανότητας της υπεργεωµετρικής κατανοµής µε 
παράµετρους sr,  και ν δίδεται από την 
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Απόδειξη. Ο δειγµατικός χώρος Ω  περιλαµβάνει  δειγµατικά σηµεία, 

όσα και ο αριθµός των ν-άδων σφαιριδίων που δύνανται να εξαχθούν. Τα δειγµατικά 

αυτά σηµεία είναι ισοπίθανα. Το ενδεχόµενο }
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µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, 
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Σηµειώνουµε ότι 

0)( ≥xf , , νx ...,,1,0= 0)( =xf , }...,,1,0{ νx∉  

και σύµφωνα µε τον τύπο του Cauchy, 
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όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. Επίσης τα σηµεία µε 
θετική πιθανότητα καθορίζονται από τις ανισότητες 

νx ≤≤0 , rx ≤≤0 , sxν ≤−≤0  

και είναι οι ακέραιοι x µε 

},min{},0max{ rνxsν ≤≤− . 

 Στο επόµενο θεώρηµα συνάγονται η µέση τιµή και η διασπορά της υπεργεω-
µετρικής κατανοµής. 

Θεώρηµα 4.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί την υπεργεωµετρική 
κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας την (4.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής 
δίδονται από τις 
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Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, δίδεται από την 
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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και τον τύπο (4.2) του Cauchy, 
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H δεύτερης τάξης παραγοντική ροπή της τ.µ. Χ δίδεται από την 
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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και τον τύπο (4.2) του Cauchy συνάγουµε την 
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Εποµένως 
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 Η υπεργεωµετρική κατανοµή δύναται να προσεγγισθεί, για µεγάλο sru +=  από 
τη διωνυµική κατανοµή σύµφωνα µε το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 4.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την υπεργεωµετρική συνάρτηση 

πιθανότητας (4.1) µε sru . Αν += ∞→sru ,,  έτσι ώστε p
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lim , τότε 
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Απόδειξη. Σύµφωνα µε την υπόθεση p
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Χρησιµοποιώντας τις οριακές αυτές σχέσεις συνάγουµε την (4.4). 

Παράδειγµα 4.2. Εκτίµηση του αριθµού των ψαριών λίµνης (Feller, 1968). Aς 
υποθέσουµε ότι σε µια λίµνη υπάρχει ένας άγνωστος αριθµός u ψαριών. Από τη λίµνη 
αυτή ψαρεύουµε r ψάρια τα οποία σηµαδεύουµε µε µια ανεξίτηλη κόκκινη κηλίδα 
και αφήνουµε και πάλι ελεύθερα. Μετά από ορισµένο χρόνο ψαρεύουµε από τη λίµνη 
αυτή ν ψάρια και παρατηρούµε ότι κ από αυτά έχουν την κόκκινη κηλίδα. Να 
υπολογισθεί η τιµή του u η οποία µεγιστοποιεί την πιθανότητα  το δεύτερο 
δείγµα ψαριών να περιέχει κ σηµαδεµένα ψάρια. 

κ,up

 Παρατηρούµε ότι στο στοχαστικό αυτό πείραµα ικανοποιούνται οι υποθέσεις του 
υπεργεωµετρικού στοχαστικού προτύπου (µοντέλου) και σύµφωνα µε την (4.3) η 
πιθανότητα  δίδεται από την κ,up
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Για τη µεγιστοποίηση ως προς u της πιθανότητας αυτής σηµειώνουµε ότι το πηλίκο 
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είναι µεγαλύτερο του 1 αν )/()()/( ruκνuν −−<  και µικρότερο του 1 αν 
)/()()/( ruκνuν −−>

νr/κu <
][νr/κu = [

. Εποµένως η πιθανότητα  ως συνάρτηση του u αυξάνει 
στο διάστηµα , φθίνει στο διάστηµα  και παίρνει τη µέγιστη τιµή της 
για , όπου ]  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. Η τιµή αυτή του u η 
οποία µεγιστοποιεί την πιθανότητα  αποτελεί µια εκτίµηση του αριθµού των 
ψαριών της λίµνης. 

κup ,

νr/κu >

κup ,

x

 
5. ΚΑΤΑΝΟΜΗ POISSON 
 
Ορισµός 5.1. Έστω Χ µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας 

!
)(

x
λexf

x
λ−= , ...,1,0=x ,                                       (5.1) 

όπου . Η κατανοµή της τ.µ. Χ καλείται κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ. ∞<< λ0

 Σηµειώνουµε ότι 

0)( >xf , ...,1,0=x , 0)( =xf , ...},1,0{∉x  

και χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της εκθετικής συνάρτησης  σε δυναµοσειρά, ze

∑
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ze ,                                                    (5.2) 

συµπεραίνουµε ότι 
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όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. 

 Η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Χ δίδεται από την 
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όπου ][  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. x

 O Πίνακας 2 του παραρτήµατος δίδει τη συνάρτηση πιθανότητας (5.1) της 
κατανοµής Poisson για . 10...,,2,0,1,0=λ

 Η κατανοµή Poisson µελετήθηκε από το Γάλλο µαθηµατικό Simeon Denia Poisson 
(1781-1840) ως προσεγγιστική κατανοµή της διωνυµικής κατανοµής. Σχετικά ο 
Poisson απέδειξη το 1837 το ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 5.1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει τη διωνυµική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (2.5). Αν για ∞→ν  το  έτσι ώστε  (ή 
γενικότερα 

0→p λνp =
λνp =

∞→ν
lim ), όπου  σταθερή, τότε 0>λ
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Απόδειξη. Η συνάρτηση πιθανότητας (2.5) της διωνυµικής κατανοµής, σύµφωνα µε 
την υπόθεση , , δύναται να γραφεί ως εξής λ/νp = ...,2,1=ν
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Χρησιµοποιώντας τις οριακές σχέσεις 
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συνάγουµε την (5.4). 

Παρατήρηση 5.1. Η προσέγγιση (5.4) είναι ικανοποιητική για  και . 
Επειδή η πιθανότητα p εµφάνισης ενός ενδεχοµένου (επιτυχίας) υποτίθεται µικρή 
(θεωρητικά  για ) η κατανοµή Poisson θεωρείται ως κατανοµή των 
σπάνιων ενδεχοµένων. Επίσης αναφέρεται και ως νόµος των µικρών αριθµών. 

20≥ν νp /10≤

0→p ∞→ν

 Σχετικά µε τη µέση τιµή και τη διασπορά της κατανοµής Poisson αποδεικνύουµε 
το ακόλουθο θεώρηµα 

Θεώρηµα 5.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την κατανοµή Poisson µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (5.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από 
τις 

λXEµ == )( , .                                    (5.5) λXVσ == )(2

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, δίδεται από την 
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οπότε, χρησιµοποιώντας την (5.2) συνάγουµε την πρώτη από τις (5.5). 
Η δεύτερης τάξης παραγοντική ροπή της τ.µ. Χ δίδεται από την 
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οπότε, χρησιµοποιώντας την (5.2) συµπεραίνουµε ότι 
2

)2( )]1([ λXXEµ =−= . 

Εποµένως 

λλλλXEXEXXEXVσ =−+=−+−== 2222 )]([)()]1([)( . 

Παράδειγµα 5.1. Ας υποθέσουµε ότι η παραγωγή ενός βιοµηχανικού προϊόντος 
γίνεται κάτω από στατιστικό έλεγχο ποιότητας έτσι ώστε να πληρούνται οι υποθέσεις 
του στοχαστικού προτύπου (µοντέλου) των ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli. Μια 
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µονάδα του προϊόντος αυτού θεωρείται ελαττωµατική αν δεν πληρoί όλες τις 
καθορισµένες προδιαγραφές και η πιθανότητα γι’ αυτό έστω ότι είναι . Να 
υπολογισθεί η πιθανότητα όπως σε ένα κιβώτιο 20 µονάδων του προϊόντος αυτού 
υπάρχει µια το πολύ ελαττωµατική. 

01,0=p

 Έστω Χ ο αριθµός των ελαττωµατικών µονάδων του προϊόντος στο κιβώτιο των 20 
µονάδων. Η τυχαία αυτή µεταβλητή έχει τη διωνυµική κατανοµή µε συνάρτηση 
πιθανότητας 

xx

x
xXP −









== 20)99,0()01,0(

20
)( , 20...,,1,0=x . 

Eπειδή το  είναι µεγάλο και το 20=ν 01,0=p  µικρό έτσι ώστε  είναι 
µικρότερο του 10 η προσέγγιση αυτής από την Poisson µε 

2,0== νpλ

!
)2,0()( 2,0

x
exXP

x
−== , ...,1,0=x  

είναι ικανοποιητική. Χρησιµοποιώντας τον Πίνακα 2 του παραρτήµατος, παίρνουµε 

9824,01637,08187,0)1()0()1( =+==+==≤ XPXPXP . 

Σηµειώνουµε ότι χρησιµοποιώντας τη διωνυµική συνάρτηση πιθανότητας, παίρνουµε 

9832,01652,08180,0)1()0()1( =+==+==≤ XPXPXP . 

Παρατήρηση 5.2. Στοχαστική ανέλιξη (διαδικασία) Poisson. Ας θεωρήσουµε ένα 
τυχαίο πείραµα στο οποίο ένα ενδεχόµενο Α µπορεί να εµφανίζεται 
(πραγµατοποιείται) σε διάφορες χρονικές στιγµές ή σε διάφορα σηµεία του χώρου 
(µονοδιάστατου, διδιάστατου ή τριδιάστατου). Για παράδειγµα σε ένα σταθµό 
βενζίνης το ενδεχόµενο άφιξης αυτοκινήτου µπορεί να πραγµατοποιηθεί σε 
οποιαδήποτε χρονική στιγµή όπως και σε µια πλάκα Petri µε βακτηρίδια το 
ενδεχόµενο παρατήρησης µε το µικροσκόπιο σκοτινού σηµείου (το οποίο σηµαίνει 
την ύπαρξη αποικίας βακτηριδίων) µπορεί να εµφανισθεί σε οποιοδήποτε σηµείο 
αυτής (δηλαδή σηµείο του επιπέδου). Υποθέτουµε ότι οι συνθήκες του πειράµατος 
παραµένουν αµετάβλητες στο χρόνο ή το χώρο και ότι ο αριθµός εµφανίσεων του Α 
σε δύο ξένα µεταξύ τους χρονικά ή χωρικά διαστήµατα είναι ανεξάρτητα ενδεχόµενα. 
Επιπλέον, υποθέτουµε ότι η πιθανότητα όπως το ενδεχόµενο Α πραγµατοποιηθεί µια 
φορά σε ένα µικρό χρονικό διάστηµα είναι ανάλογη του µήκους του, ενώ η 
πιθανότητα όπως το ενδεχόµενο Α πραγµατοποιηθεί δύο ή περισσότερες φορές στο 
µικρό αυτό χρονικό διάστηµα είναι αµελητέα. 
 Στο τυχαίο αυτό πείραµα ας παραστήσουµε µε  τον αριθµό εµφανίσεων του Α 
σε χρονικό ή χωρικό διάστηµα µήκους t. Για δεδοµένο t, η  είναι µια τυχαία 
µεταβλητή που µπορεί να πάρει τις τιµές , ενώ όταν το t µεταβάλλεται, η , 

, ορίζει µια οικογένεια τυχαίων µεταβλητών η οποία καλείται στοχαστική 
ανέλιξη (ή διαδικασία). 

tX

tX
...,1,0 tX

0≥t

 Για τον προσδιορισµό της συνάρτησης πιθανότητας της  χωρίζουµε το 
διάστηµα ]  σε ένα µεγάλο αριθµό ν υποδιαστηµάτων µήκους . Σε κάθε 
τέτοιο διάστηµα θα έχουµε σύµφωνα µε τις συνθήκες του πειράµατος είτε µια 
πραγµατοποίηση του Α (επιτυχία) µε πιθανότητα 

tX
∆,0( t t/νt =

θt/νθ∆tp =≅ν

νq
, , είτε καµµιά 

πραγµατοποίηση του Α (αποτυχία) µε πιθανότητα 
0>θ

νp−= 1 . Η συνάρτηση 
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πιθανότητας του αριθµού  εµφανίσεων του Α στα ν υποδιαστήµατα (ανεξάρτητες 
δοκιµές) είναι η 
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x= )

→ν

)x =

xx
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XP −








≅ ν

νν( , ...,1,0=x , 
ν
θtp ≅ν . 

Επειδή για , το  και 0→∆t ∞ θtνpν =∞→ν
lim , η διωνυµική αυτή συνάρτηση 

πιθανότητας στο όριο γίνεται 

!
)((

x
θteXP

x
θt

t
−=  ...,1,0=x , .                     (5.6) )0,0( >> tθ

 Αξίζει να σηµειώσουµε µερικά από τα πιο χαρακτηριστικά παραδείγµατα 
φαινοµένων που εµφανίζονται στην πράξη και ικανοποιούν τις συνθήκες του 
πιθανοθεωρητικού µοντέλου της κατανοµής Poisson. 
 (α) Μια ραδιενεργός πηγή εκπέµπει σωµάτια α. Ο αριθµός των σωµατίων που 
φθάνουν σε δεδοµένο τµήµα του χώρου σε χρόνο t αποτελεί το πιο γνωστό 
παράδειγµα τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Στο περίφηµο 
πείραµα των Rutherford, Chadwick και Ellis (1920) παρατηρήθηκε µια ραδιενεργός 
πηγή για  χρονικά διαστήµατα των 5  δευτερολέπτων. Τα παρατηρηθέντα 
αποτελέσµατα βρέθηκαν πολύ κοντά στα αντίστοιχα θεωρητικά που δίδει η κατανοµή 
Poisson µε . 

2608=ν

87,3=λ

,7

 (β) Είναι γνωστό το πρόβληµα των λανθασµένων τηλεφωνικών συνδέσεων, όπου 
αντί του αριθµού που έχει σχηµατισθεί στο κατράν καλείται άλλος αριθµός. Έχει 
πειραµατικά παρατηρηθεί ότι ο αριθµός των λανθασµένων τηλεφωνικών συνδέσεων 
ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Επίσης ο αριθµός των τηλεφωνικών κλήσεων που 
φθάνουν σε ένα τηλεφωνικό κέντρο στη διάρκεια µιας χρονικής περιόδου ακολουθεί 
την κατανοµή Poisson. 
 (γ) Ο αριθµός των τροχαίων ατυχηµάτων σε µια πόλη ή σε κάποιο τµήµα του 
οδικού δικτύου στη διάρκεια µιας χρονικής περιόδου (ηµέρα, µήνας, χρόνος κ.λπ.) 
ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Το µοντέλο όµως αυτό δεν µπορεί να εφαρµοσθεί 
για την περίπτωση του αριθµού των αυτοκινήτων που συγκρούονται γιατί σε µερικά 
δυστυχήµατα εµπλέκονται περισσότερα από ένα αυτοκίνητα. 
 (δ) Ο αριθµός των επιβατών µιας αεροπορικής πτήσης που δεν εµφανίζονται την 
ώρα της αναχώρησης ενώ έχουν κρατήσει θέσεις. Με αυτό υπόψη οι αεροπορικές 
εταιρείες έχουν σε αναµονή ένα µικρό κατάλογο επιβατών από τον οποίο και 
συµπληρώνουν τις κενές θέσεις του αεροσκάφους. 
 (ε) Κατά τον βοµβαρδισµό ενός στόχου οι βόµβες πέφτουν συνήθως σε διάφορα 
σηµεία κοντά στο στόχο. Ο αριθµός των βοµβών που πέφτουν σε επιφάνεια t 
τετραγωνικών µέτρων γύρω από το στόχο ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Αυτό 
έχει αποδειχθεί και από τα στατιστικά στοιχεία του βοµβαρδισµού του Λονδίνου µε 
ιπτάµενες βόµβες στη διάρκεια του δευτέρου παγκοσµίου πολέµου. 
 (στ) Μια πλάκα Petri µε αποικίες βακτηριδίων, οι οποίες µε το µικροσκόπιο είναι 
ορατές ως σκοτεινές κηλίδες, χωρίζεται σε µικρά τετραγωνίδια. Ο αριθµός των 
βακτηριδίων σε επιφάνεια t τετραγωνιδίων ακολουθεί την κατανοµή Poisson. 

 Εκτός από τα παραδείγµατα αυτά υπάρχουν και άλλα φαινόµενα ή πειράµατα, 
ίσως λιγότερο γνωστά, στα οποία µπορεί να εφαρµοσθεί η κατανοµή Poisson. Στη 
συνέχεια θα εξετάσουµε µερικά αριθµητικά παραδείγµατα εφαρµογής της κατανοµής 
Poisson. 
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Παράδειγµα 5.2. Σε µια συγκεκριµένη αεροπορική πτήση που εξυπηρετείται από 
αεροπλάνο 80 θέσεων έχει παρατηρηθεί ότι 4 επιβάτες κατά µέσο όρο δεν 
εµφανίζονται κατά την αναχώρηση. Ποια είναι η πιθανότητα άτοµο που βρίσκεται (α) 
στη δεύτερη θέση και (β) στην πέµπτη θέση του καταλόγου αναµονής να ταξιδεύσει; 
 Ο αριθµός Χ των επιβατών που δεν εµφανίζονται κατά την αναχώρηση ακολουθεί 
την κατανοµή Poisson µε συνάρτηση πιθανότητας 

!
4)( 4

x
exXP

x
−== , ...,1,0=x . 

Εποµένως, χρησιµοποιώντας τον Πίνακα 2 του παραρτήµατος παίρνουµε για την 
περίπτωση (α) 

9084,00733,00183,01)1()0(1)2( =−−==−=−=≥ XPXPXP , 

που σηµαίνει ότι είναι σχεδόν βέβαιο ότι το άτοµο θα ταξιδέψει. Για την περίπτωση 
(β) παίρνουµε 

∑
=

=−−−−−==−=≥
4

0
3711,01954,01954,01465,00733,00183,01)(1)5(

x
xXPXP , 

που σηµαίνει ότι υπάρχει µεγάλη πιθανότητα το άτοµο να ταξιδέψει. 

Παράδειγµα 5.3. Έχει παρατηρηθεί ότι 3 άτοµα το µήνα κατά µέσο όρο πεθαίνουν 
στην Αθήνα από µια σπάνια ασθένεια. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες: (α) να 
υπάρξουν το πολύ 2 θάνατοι από την ασθένεια αυτή σε ένα µήνα, (β) να υπάρξουν το 
πολύ 4 θάνατοι από την ασθένεια αυτή σε χρονικό διάστηµα 2 µηνών, (γ) να 
υπάρξουν 2 τουλάχιστο µήνες µε 2 το πολύ θανάτους στο επόµενο τρίµηνο. 
 Ο αριθµός  των θανάτων από την ασθένεια αυτή σε διάστηµα t µηνών ακολου-
θεί την κατανοµή Poisson µε 
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Εποµένως, χρησιµοποιώντας τον Πίνακα 2 του παραρτήµατος, παίρνουµε (α)  
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Ο αριθµός Υ των µηνών µε 2 το πολύ θανάτους ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή 
µε 
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6. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 1. Έστω ότι δύο διακεκριµένοι κύβοι ρίχνονται 12 φορές. Να προσδιορισθεί η 
συνάρτηση πιθανότητας του αριθµού Χ των ρίψεων στις οποίες ο αριθµός του πρώτου 
κύβου υπερβαίνει τον αριθµό του δευτέρου κύβου. 

 2. Έστω ότι σε 10 ρίψεις ενός µη αµερόληπτου νοµίσµατος η πιθανότητα να 
εµφανισθεί 5 φορές κεφαλή είναι διπλάσια της πιθανότητας να εµφανισθεί 4 φορές 
κεφαλή. Να υπολογισθεί η πιθανότητα σε 5 ρίψεις του νοµίσµατος να εµφανισθεί µια 
τουλάχιστο φορά κεφαλή. 

 3. Έστω ότι η πιθανότητα επιτυχούς βολής κατά στόχου είναι . Να 
υπολογισθεί ο αριθµός ν των βολών που απαιτούνται έτσι ώστε η πιθανότητα να 
κτυπηθεί ο στόχος τουλάχιστο µια φορά να είναι µεγαλύτερη ή ίση του 0,9. 

3,0=p

 4. Έστω ότι ένα σωµάτιο υπό την επίδραση δυνάµεων κινείται σε ευθεία ένα βήµα 
δεξιά µε πιθανότητα p  ή ένα βήµα αριστερά µε πιθανότητα pq −= 1 . Υποθέτουµε 
ότι τα διάφορα βήµατα είναι ανεξάρτητα και ότι το σωµάτιο βρίσκεται αρχικά στη 
θέση 0. Αν  είναι η θέση του σωµατίου µετά ν βήµατα, δείξετε ότι (α) η τυχαία 
µεταβλητή 2  ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους 

 και (β) , V
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 5. Ένα χαλύβδινο έλασµα λυγίζεται πολλές φορές µέχρις ότου κοπεί. Η 
πιθανότητα να κοπεί σε οποιαδήποτε λύγιση είναι σταθερή και ίση µε . Να 
υπολογισθούν (α) η πιθανότητα να κοπεί το έλασµα µέχρι την τρίτη λύγιση και (β) ο 
µέσος αριθµός των λυγίσεων που απαιτούνται για να κοπεί το έλασµα. 

1,0=p

 6. Έστω ότι η πιθανότητα επιτυχούς βολής κατά στόχου είναι 0,9. Να 
υπολογισθούν (α) η πιθανότητα να απαιτηθούν 5 το πολύ βολές για να κτυπηθεί ο 
στόχος και (β) ο µέσος αριθµός των βολών που απαιτούνται για να κτυπηθεί ο 
στόχος. 

7. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα 
επιτυχίας 2  και έστω Χ ο αριθµός αριθµός των δοκιµών πριν από την εµφάνιση 
για πρώτη φορά δύο συνεχόµενων επιτυχιών. ∆είξετε ότι η συνάρτηση πιθανότητας 
της τυχαίας µεταβλητής Χ δίδεται από την 
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8. Έστω ότι ένα κίβδηλο νόµισµα ρίχνεται διαδοχικά µέχρις ότου εµφανισθεί για ν-
οστή φορά το αποτέλεσµα της πρώτης ρίψης. Έστω Χ ο αριθµός των ρίψεων που 
απαιτούνται. Αν p  είναι η πιθανότητα όπως σε µια ρίψη του νοµίσµατος η όψη 
γράµµατα να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση πιθανότητας , 

 και (β) η µέση τιµή )  και η διασπορά V . 
)

)
()( xXPxf ==

,...1 , += ννx (XE (X

9. Έστω ότι δύο παίκτες α και β αγωνίζονται σε µια σειρά παιγνιδιών και νικητής 
αναδεικνύεται εκείνος που κερδίζει πρώτος ν παιγνίδια και ας υποθέσουµε ότι η 
πιθανότητα σε οποιοδήποτε παιγνίδι να κερδίσει ο α είναι p  και ο β είναι  
Αν Ζ είναι ο αριθµός των νικών που ο ηττηµένος υπολείπεται του νικητή κατά τη 

pq −= 1 .
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)

)

λήξη της σειράς των παιγνιδιών να υπολογισθεί η συνάρτηση πιθανότητας  
, . 
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 10. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα 
επιτυχίας p. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) να πραγµατοποιηθεί άρτιος αριθµός 
επιτυχιών σε ν δοκιµές και (β) να απαιτηθεί περιττός αριθµός δοκιµών µέχρι την r–
οστή επιτυχία. 

 11. Από τους 125 εργαζόµενους σε µια επιχείρηση 50 είναι γυναίκες. Έστω ότι για 
κάποια συγκεκριµένη εργασία επιλέγονται τυχαία 5 εργαζόµενοι. Να υπολογισθεί η 
πιθανότητα όπως µεταξύ των 5 οι 2 είναι γυναίκες, χρησιµοποιώντας (α) την ακριβή 
κατανοµή του αριθµού Χ των γυναικών µεταξύ των 5 και (β) κατάλληλη προσέγγιση 
της κατανοµής αυτής. 

 12. Από µια κληρωτίδα που περιέχει ν κλήρους αριθµηµένους από το 1 µέχρι το ν, 
εξάγονται διαδοχικά ο ένας µετά τον άλλο χωρίς επανάθεση κ κλήροι. Έστω Χ ο 
µεγαλύτερος αριθµός που εξάγεται. Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση πιθανότητας 

 και (β) η µέση τιµή )  και η διασπορά V . (XE (X

 13. Έστω ότι ένα βιβλίο 350 σελίδων περιέχει 42 τυπογραφικά λάθη. Αν τα λάθη 
αυτά είναι τυχαία κατανεµηµένα στο βιβλίο να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) όπως 
µια σελίδα που εκλέγεται τυχαία περιέχει x λάθη και (β) όπως 10 σελίδες που 
εκλέγονται τυχαία µόνο 3 δεν έχουν λάθος. 

 14. Μια ασφαλιστική εταιρεία έχει διαπιστώσει ότι 0,1% του πληθυσµού 
εµπλέκεται σε ένα τουλάχιστο δυστύχηµα κάθε χρόνο. Αν η εταιρεία αυτή έχει 
ασφαλίσει 5000 άτοµα να υπολογισθούν οι πιθανότητες να εµπλακούν σε δυστύχηµα 
(α) το πολύ 3 πελάτες της τον επόµενο χρόνο (β) το πολύ 2 σε κάθε ένα από τα 
επόµενα δύο χρόνια και (γ) το πολύ 4 στα επόµενα δύο χρόνια. 

 15. Έστω ότι ο αριθµός των θανάτων σε νοσοκοµείο των Αθηνών σε ένα µήνα 
ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Αν η πιθανότητα να συµβεί το πολύ ένας θάνατος 
είναι τετραπλάσια της πιθανότητας να συµβούν δύο ακριβώς θάνατοι σε ένα µήνα να 
υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) να µη συµβεί θάνατος σε ένα µήνα και (β) να 
συµβούν το πολύ δύο θάνατοι σε δύο µήνες. 


