
ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΟ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ 
 
 
 

ΜΕΡΟΣ 1Ο ∆ΙΩΝΥΜΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 
 
Στο εργαστήριο αυτό θα ασχοληθούµε µε την προσοµοίωση της ρίψεως ενός δίκαιου 
νοµίσµατος. Το µοντέλο το οποίο θα πρέπει να πραγµατοποιήσουµε θα πρέπει να 
υπολογίζει την  πιθανότητα  σε Ν επαναλήψεις του πειράµατος (ρίψεις) να έχουµε Κ 
επιτυχίες. Με επιτυχία από εδώ και στο εξής θα αναφερόµαστε στο ενδεχόµενο το 
αποτέλεσµα του πειράµατος να είναι Κορώνα . 
 Όπως είναι γνωστό από την θεωρία η κατανοµή που περιγράφει αυτή την 
πιθανότητα είναι η διωνυµική και πιο συγκεκριµένα   
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 και  n οι επαναλήψεις του πειράµατος ,κ οι επιτυχίες , p η πιθανότητα επιτυχoύς 
αποτελέσµατος σε ένα πείραµα και q η πιθανότητα αποτυχίας. ∆εδοµένου ότι το 
νόµισµα θεωρείται δίκαιο ποία είναι η τιµή για τα p και q ;  
Το πρώτο πράγµα που θα πρέπει να κάνουµε είναι να φτιάξουµε την  διωνυµική 
κατανοµή . H διωνυµική κατανοµή θα κατασκευαστεί µε την βοήθεια της 
οµοιόµορφης κατανοµής. Η οµοιόµορφη κατανοµή σε αντίθεση µε την δυωνυµική 
είναι µια συνεχής κατανοµή και ορίζεται ως εξής 
 

1( ) ,p x a x b
b a

= < <
−

 

( ) 0p x =  , αλλού 
 
Εάν το α=0 και το β=1  τότε  
 
 ( ) 1,0 1p x x= < <  
 ( ) 0p x =  , αλλού 
 
Τότε λέµε ότι η  p(x)  είναι η οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα  (0 1)  και η 
τυχαία µεταβλητή ( ) (0,1)X p x U=∼  δηλαδή το x µπορεί ισοπίθανα να πάρει 
οποιαδήποτε τιµή στο διάστηµα (0 1) 
Έτσι η πιθανότητα το x να πάρει µια τιµή µεταξύ 0 και 0.60 είναι ίση µε 0.6. 
Πράγµατι  
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Έτσι εάν θεωρήσουµε επιτυχία το ενδεχόµενο το x να παίρνει τιµή  µικρότερη του 
0.60  µε πιθανότητα  p =0.6 και αποτυχία να παίρνει τιµή µεγαλύτερη του 0.60  µε 
πιθανότητα q=1-p=0.4 έχουµε ανάγει την γέννηση ενός τυχαίου αριθµού στο 
διάστηµα (0 1) στο πρόβληµα που έχουµε προς επίλυση δηλαδή την 
επαναλαµβανόµενη ρίψη ενός νοµίσµατος.  
 
 



 
 Το matlab  µας παρέχει έτοιµη την συνάρτηση rand η οποία παράγει τυχαία αριθµούς 
οµοιόµορφα κατανεµηµένους  στο διάστηµα (0 1)  
 
Έτσι ο ψευδοκώδικας  θα έχει την µορφή : 
 
 For  i =1 to N  % N = number of  coin tosses  
  Generate a number u ~ U (0,1) 
  If   u <= p  % p = success probability  
   Success =1 
   k=k+1   %   k = number of successes      
  Else  
   Success =0  
 
Στο Matlab για να κατασκευάσουµε ένα ιστόγραµµα χρησιµοποιούµε την συνάρτηση  
hist(x,k) πού x το διάνυσµα των τυχαίων αριθµών και κ ο αριθµός των 
υποδιαστήµατων  του ιστογράµµατος 
 
ZHTOYMENΑ  
 
 1α) Υπολογίστε θεωρητικά την πιθανότητα να έχουµε σε 10 πειράµατα 5 
επιτυχίες (δηλ. σε 10 ρίψεις του δικαίου νοµίσµατος να έχουµε 5 φορές Κορώνα.), τη 
µέση τιµή  καθώς και τη διασπορά της κατανοµής . 
 
 1β) Υπολογίστε θεωρητικά την  πιθανότητα να έχουµε σε 10 πειράµατα  από 4 
έως και 6 επιτυχίες. 
 
 1γ)  Φτιάξτε το πρόγραµµα και τρέξτε την προσοµοίωση µια φορά για ένα 
δίκαιο νόµισµα  και µία φορά για ένα νόµισµα οπού η πιθανότητα να έρθει κορώνα 
(επιτυχία )είναι 0.8.Τι παρατηρείται ; 
 
 1δ) Τρέξτε την προσοµοίωση για το προηγούµενο πείραµα 100 φορές 
αποθηκεύοντας κάθε φόρα τον αριθµό των επιτυχιών. Σχεδιάστε το ιστόγραµµα (το 
ιστόγραµµα κατασκευάζεται στο matlab µε την εντολή hist (x,k) οπού x θα είναι το 
διάνυσµα των επιτυχιών και κ ο αριθµός των υποδιαστήµατων  του ιστογράµµατος ) 
Στο τέλος βγάλτε ένα µέσο όρο επιτυχιών. Είναι αναµενόµενος ;Τι παρατηρείται σε 
σχέση µε το ερώτηµα 1γ;   
 
 1ε)  Τρέξτε την προσοµοίωση 100 φορές για το δίκαιο νόµισµα µε 
παραµέτρους n= 100  και p=0.5. Σχεδιάστε το ιστόγραµµα. Τι διαφορά υπάρχει σε 
σχέση µε το ερώτηµα  1δ ; Βγάλτε ένα µέσο όρο επιτυχιών. Είναι αναµενόµενος ; 
Βρείτε προσεγγιστικά ( από τα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων) την πιθανότητα  
σε 100 ρίψεις δίκαιου ζαριού να έχουµε από 40 εώς 60 επιτυχίες. 
 
 
 
 
 
 
 



 
ΜΕΡΟΣ 2Ο 

ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΚΑΙ ΚΕΝΤΡΙΚΟ ΟΡΙΑΚΟ ΘΕΏΡΗΜΑ 
 
 
 Όπως είναι γνωστό από την θεωρία η κανονική κατανοµή ορίζεται  από  
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όπου m η µέση τιµή της κατανοµής  και σ2  η διασπορά. 
Έτσι η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής ή αλλιώς η πιθανότητα  η τυχαία µας 
µεταβλητή Χ να είναι µικρότερη κάποιας συγκεκριµένης τιµής x ισούται µε το 
ολοκλήρωµα  κάτω από την καµπύλη της f(x)  
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όπου τα Φ(b) και Φ(α) βρίσκονται απευθείας από έτοιµους πίνακες. 
 
Όταν m =0  σ =1 τότε λέµε ότι ακολουθούµε την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή 
To Matlab παρέχει έτοιµη συνάρτηση την randn για να παράγει τυχαίους αριθµούς 
που ακολουθούν την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή. Ο τρόπος για  να  παραχθούν 
τυχαίοι αριθµοί που ακολουθούν την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή m και 
διασπορά σ είναι 
 
  x = m + σ * randn ;     
 
Σύµφωνα µε το κεντρικό οριακό θεώρηµα  η διωνυµική κατανοµή µπορεί για αρκετά 
µεγάλο n (θεωρητικά όταν n→∞  , πρακτικά για n > 50) να προσεγγιστεί αρκετά 
ικανοποιητικά από την κανονική  µε παραµέτρους m = np και npqσ =  . 
 
∆ηλαδή έχουµε  

  ( , ) ( , )Bin n p N np npq⇔  ,n→∞  
 
 Πιο συγκεκριµένα   για µια τυχαία µεταβλητή Χ που ακολουθεί την διωνυµική 
κατανοµή  ( ( , )X Bin n p∼ )  ισχύει 
  

( ) ( ) ( )b np a npP a X b
npq npq
− −

< < = Φ − Φ   

 
 
όπου Φ(.) η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής που δίδεται απευθείας από έτοιµους 
πίνακες 



 
 
ΖΗΤΟΥΜΕΝΑ 
 
2α)  Υπολογίστε θεωρητικά την πιθανότητα σε 100 ρίψεις δίκαιου ζαριού να 
έχουµε από 45 εώς 55 επιτυχίες .  

Υπολογίστε θεωρητικά την πιθανότητα σε 100 ρίψεις δίκαιου ζαριού να 
έχουµε από 40 εώς 60 επιτυχίες και συγκρίνεται µε το 1ε  

Τέλος υπολογίστε  τη µέση τιµή και τη διασπορά της κατανοµής και 
συγκρίνεται µε το 1ε . 
 
2β)  Προσοµοιώστε 100 φορές το πείραµα της ρίψης ζαριού  µε παραµέτρους n= 
100 , p =0.5  και σηµειώστε σε πόσες προσοµοιώσεις είχαµε από 45 ως 55 επιτυχίες. 
Συµφωνούν τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης  σας µε το θεωρητικό υπολογισµό 
του ερωτήµατος 2α ;  
 
2γ) Γεννήστε 1000 τυχαίους αριθµούς  που ακολουθούν την τυποποιηµένη  
κανονική κατανοµή Ν(0,1) και κατασκευάστε το ιστόγραµµα.  
 
Γεννήστε 1000 τυχαίους αριθµούς  που ακολουθούν την κανονική κατανοµή Ν(3,2) 
και κατασκευάστε το ιστόγραµµα. 
 
Γεννήστε 1000 τυχαίους αριθµούς  που ακολουθούν την κανονική κατανοµή Ν(3,20) 
και κατασκευάστε το ιστόγραµµα. 
 
2δ) Γεννήστε 1000 τυχαίους αριθµούς  που ακολουθούν την κανονική κατανοµή 
Ν(np, npq ) όπου n,p,q οι παράµετροι του ζητήµατος 1ε. Κατασκευάστε το 
ιστόγραµµα και συγκρίνεται µε το ιστόγραµµα της 1ε. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
ΜΕΡΟΣ 3Ο   

ΓΕΝΝΗΣΗ ΛΟΙΠΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ ΚΑΙ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 
POISSON 

 
 

Στο προηγούµενο µέρος είδαµε πώς µέσω οµοιόµορφα κατανεµηµένων αριθµών 
µπορέσαµε και γεννήσαµε τυχαίους αριθµούς κατανεµηµένους σύµφωνα µε την 
διωνυµική κατανοµή. Σε αυτό το µέρος θα δούµε την γενική µεθοδολογία καθώς και 
την εφαρµογή της στην γέννηση τυχαίων αριθµών κατανεµηµένων σύµφωνα µε τις 
υπόλοιπες κατανοµές . 
Έστω Υ µια τυχαία µεταβλητή οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο (0 1) και  F η 
οµοιόµορφη συνάρτηση κατανοµής. Λέµε ότι µια τυχαία µεταβλητή Χ  είναι 
κατανεµηµένη σύµφωνα µε την F αν  
 

( )Y F X=  ή  1( )X F Y−=   
 
Έτσι για παράδειγµα αν η F η συνάρτηση Weibull δηλαδή  
 

( ) 1 exp( )cX bY F X
a
−

= = − −      

τότε µια τυχαία µεταβλητή Χ θα είναι κατανεµηµένη κατά Weibull αν 
 

11( ) *( ln(1 )) cX F Y b a Y−= = + − −  
   
Έτσι ο κώδικας Matlab που παράγει 100 τυχαίους αριθµούς που ακολουθούν την 
Weibull κατανοµή είναι  
 

1*( log(1 (100,1))).^X b a rand
c

= + − −  

 
Υπενθυµίζεται ότι το σύµβολο .^ είναι ύψωση  της δύναµης σε κάθε στοιχείο του 
διανύσµατος  ξεχωριστά. 
 
Οµοίως προκύπτει ένας τυχαίος αριθµός που ακολουθεί την  
 
 εκθετική κατανοµή  µε συνάρτηση κατανοµής  
 

 f(x)=  1 exp( )x
λ λ

−   

 
να είναι   x = -log(rand(1,m)./ lambda); 
 
 και τη γεωµετρική κατανοµή µε συνάρτηση κατανοµής   
 

1( ) ( ) kp k P X k q p−= = =  , p+q=1 
 
να είναι    x = floor (-log (rand(1,m))./(-log(1-p))) 



 
 
ΚΑΤΑΝΟΜΗ POISSON 
 
H κατανοµή αυτή αφορά ενδεχόµενα που µπορούν να εκφραστούν µε µια διακριτή 
τυχαία µεταβλητή που παίρνει τις τιµές 0 , 1, 2 , ..Για παράδειγµα οι αριθµοί 0 ,1 ,2 
µπορεί να εκφράζουν τους πελάτες  που θα µπουν σε ένα κατάστηµα σε 1 ώρα.  
Η συνάρτηση πιθανότητας της Χ δίνεται από  
 

exp( )*( ) ( )
!

k

p k P X k
k
λ λ−

= = =   , λ>0,  k= 1,2,… 

 
H µέση τιµή της κατανοµής είναι Ε(Χ)= λ.  
 
Εποµένως για την κατανοµή Poisson µπορούµε να πούµε ότι αναφέρεται σε µια 
διαδικασία παραγωγής τυχαίων εµφανίσεων κατά διαστήµατα χρόνου 
  
 Ο  ψευδοκώδικας για την προσοµοίωση µιας διαδικασίας Poisson θα είναι  
 
 For  i=1:N, 
        generate u ~U(0,1); 
         p=p*u; 
        while  p>=exp(-lamda) 
         generate u ~U(0,1) 
           p=p*u; 
           event=event+1; 
        end 
keep number of events at time slice i; 
end 
  
    
 
ZHTOYMENA 
 
 3α) Γεννήστε από 1000 τυχαίους αριθµούς που ακολουθούν τις κατανοµές  
Weibull  Εκθετική και Γεωµετρική  και κατασκευάστε τα αντίστοιχα ιστογράµµατα 
Συγκρίνεται τα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων σας µε τις θεωρητικές µέσες τιµές 
των κατανοµών 
 
 3β) Σε ένα router θεωρητικά παραλαµβάνουµε κατά µέσο όρο 2 
πακέτα/sec.Σας ζητείται να προσοµοιώσετε 10 φορές την κίνηση που θα έχουµε στον 
router σε ένα χρονικό διάστηµα των 100 sec. Σχεδιάστε µε την εντολή bar τα 
αποτελέσµατα µιας προσοµοίωσης  Από το αποτέλεσµα των  προσοµοιώσεων 
επαληθεύεται η αρχική µας εκτίµηση για τον µέσο ορό  πακέτων/sec ;  
 

3γ)Επαναλάβετε το ερώτηµα 3β όταν θεωρητικά παραλαµβάνουµε κατά µέσο 
όρο 10 πακέτα/sec 


