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Εισαγωγή

Το φάσµα ισχύος µιας υπό την ευρεία
έννοια στοχαστικής διεργασίας µας δίνει
πληροφορίες για τη διεργασία στο πεδίο
της συχνότητας (συχνοτικό της
περιεχόµενο). 

Οι πληροφορίες αυτές είναι αντίστοιχες
µε αυτές που δίνει στο πεδίο του χρόνου
η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης

Σε πρακτικό επίπεδο η εκτίµηση
φάσµατος ισχύος µιας στοχαστικής
διεργασίας είναι πολύ σηµαντική για την
σχεδίαση τηλεπικοινωνιακών
συστηµάτων µετάδοσης της διεργασίας

Παραδείγµατα τέτοιων χρήσεων είναι η κατανοµή καναλιών για µετάδοση
φωνής, η σχεδίαση διαµορφωτών, η σχεδίαση κωδικοποιητών φωνής κ.ο.κ
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Power Spectrum of a Wide Sense Stationary Process
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Πίνακας αυτοσυσχέτισης

Όταν µελετάµε στοχαστικά σήµατα (διεργασίες) αυτό που
καταγράφουµε είναι ένα µέρος (απαρτιζόµενο από Μ δείγµατα) µιας
πραγµάτωσης της διαδικασίας, το οποίο ονοµάζουµε διάνυσµα
παρατήρησης και το συµβολίζουµε µε u(n).

u(n) = [u(n) u(n-1) … u(n-M+1)]T

(Τ δηλώνει το ανάστροφο ενός διανύσµατος ή πίνακα).

Ορίζουµε ως πίνακα αυτοσυσχέτισης R της στοχαστικής διαδικασίας
Χ(n) από την οποία προέρχεται το διάνυσµα παρατήρησης u(n) την
ποσότητα: 

όπου Η δηλώνει το αναστρόφο και συζυγές[ ])()( nnER Huu=
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Πίνακας αυτοσυσχέτισης (ΙΙ)

Αν η στοχαστική διαδικασία Χ(n) είναι υπό την ευρεία έννοια στάσιµη
ο πίνακας αυτοσυσχέτισης εκφράζεται ως:
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Ιδιότητες του πίνακα
αυτοσυσχέτισης

1. Ο πίνακας αυτοσυσχέτισης µιας υπό την ευρεία έννοια στοχαστικής
διεργασίας είναι Ερµιτιανός (Hermitian), είναι δηλαδή ίσος µε τον
αναστροφοσυζυγή του.

Το πρακτικό αποτέλεσµα της παραπάνω ιδιότητας είναι ότι ισχύει r(-k) = 
r*(k) για κάθε k. Άρα για την εκτίµηση του πίνακα αυτοσυσχέτισης
χρειάζονται µόνο Μ τιµές και όχι 2Μ-1.

Παράδειγµα: Να υπολογιστεί ο πίνακας αυτοσυσχέτισης της στοχαστικής
διεργασίας Χ(n) = v(n) + 0.5v(n-1) όπου v(n) είναι λευκός
θόρυβος µε µέση τιµή µv=0 και διασπορά σv

2
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Ιδιότητες του πίνακα
αυτοσυσχέτισης (ΙΙ)

2. Ο πίνακας αυτοσυσχέτισης µιας υπό την ευρεία έννοια στοχαστικής
διεργασίας είναι Toeplitz, δηλαδή όλα τα στοιχεία της κύριας
διαγώνιου είναι ίσα µεταξύ τους καθώς επίσης και όλα τα στοιχεία
των παράλληλων προς τη κύρια διαγώνιο είναι ίσα µεταξύ τους.

3. Ο πίνακας αυτοσυσχέτισης είναι πάντα θετικά ηµιορισµένος, δηαλδή
ισχύει

και σχεδόν πάντα θετικά ορισµένος . Η πρακτική
συνέπεια της ιδιότητας αυτής είναι ότι ο πίνακας R είναι σχεδόν
πάντα αντιστρέψιµος (υπάρχει ο R-1)
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Ιδιότητες του πίνακα
αυτοσυσχέτισης (ΙΙΙ)

4. Ο πίνακας αυτοσυσχέτισης RM+1 βασισµένος σε Μ+1 παρατηρήσεις
σχετίζεται µε το πίνακα αυτοσυσχέτισης RM βασισµένο σε Μ σηµεία
µε τις σχέση:

Το πρακτικό αποτέλεσµα της ανωτέρω ιδιότητας είναι ότι ο πίνακας
αυτοσυσχέτισης µπορεί να υπολογιστεί αναδροµικά. Εκµετάλλευση
αυτού του γεγονότος γίνεται σχεδόν από όλους τους αλγορίθµους
σχεδίασης προσαρµοστικών συστηµάτων
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Άσκηση (Ι)

1. Έστω η στοχαστική διεργασία

η οποία αντιστοιχεί σε ένα
ηµιτονοειδές σήµα (αejωn) στο
οποίο έχει επιδράσει θόρυβος
θ µε µέση τιµή µθ = 0 και
διασπορά σθ2 (ο θόρυβος είναι
µια στάσιµη στοχαστική
διεργασία).

Στο σχήµα δίνεται η
συνάρτηση αυτοσυσχέτισης
της Χ(n). Να υπολογιστεί το
πλάτος α και η συχνότητα ω
του ηµιτονοειδούς σήµατος

MnaenX nj ...0)( =+= θω
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Autocorrelation function for the stochastic process X(n) = αexp(jωn)+θ(n)
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Μοντέλα Στοχαστικών
∆ιεργασιών

Με τον όρο µοντέλο εννοούµε κάθε µαθηµατική περιγραφή η οποία
µπορεί να περιγράψει σε επαρκή βαθµό µια φυσική διεργασία.

Ιδιαίτερη σηµασία δίνεται στη µοντελοποίηση ενός συστήµατος µε
γραµµικά µοντέλα διότι µε αυτό τον τρόπο είναι ευκολότερη η µελέτη
τους. 

Οι στοχαστικές διαδικασίες µπορούν να µοντελοποιηθούν ως
γραµµικά µοντέλα διεγειρόµενα από λευκό Γκαουσσιανό θόρυβο µε
µηδενική µέση τιµή και διασπορά σv

2 όπως φαίνεται στο κατωτέρω
σχήµα. Για το λευκό θόρυβο ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:
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Μοντέλα Στοχαστικών
∆ιεργασιών (II)

Ο στόχος της µοντελοποίησης µιας στοχαστικής διεργασίας X(n) είναι ή
εύρεση του βέλτιστου γραµµικού µοντέλου το οποίο την περιγράφει, 
δηλαδή:

∆ηµιουργεί ‘δείγµατα’ της διεργασίας τα οποία ταιριάζουν µε τα πραγµατικά

Έχει συµπαγή περιγραφή (λίγες παραµέτρους) 

Υπάρχουν τρεις κατηγορίες γραµµικών µοντέλων για µια στοχαστική
διεργασία:

Τα αυτοαναδροµικά (AR – Auto Regressive) στα οποία δεν γίνεται χρήση
παρελθουσών τιµών της εισόδου (δηλαδή του θορύβου v(n))

Τα µοντέλα κινητού µέσου όρου (MA - Moving Average) στα οποία δεν
γίνεται χρήση παρελθουσών τιµών της εξόδου (δηλαδή προηγουµένων
δειγµάτων της διεργασίας x(n))

Τα αυτοαναδροµικά µοντέλα κινητού µέσου όρου (ARMA - Auto Regressive 
Moving Average)
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Αυτοαναδροµικά Μοντέλα (AR –
Auto Regressive)

Τα αυτοαναδροµικά µοντέλα είναι το πιο συχνά χρησιµοποιούµενα
µοντέλα για τη περιγραφή στοχαστικών διεργασιών. Ο λόγος είναι η
δυνατότητα εύκολης εκτίµησης των παραµέτρων τους από µια σειρά
από παρατηρήσεις µέσω γραµµικών εξισώσεων.

Έστω µια πραγµάτωση u(n), u(n-1), … u(n-M) της στοχαστικής
διεργασίας Χ(n). Η στοχαστική διεργασία Χ(n) µπορεί να
µοντελοποιηθεί από ένα AR µοντέλο τάξης Μ αν ισχύει η εξίσωση
διαφορών:

όπου v(n) είναι λευκός θόρυβος. Οι παράµετροι αi
* (i=1,..M) 

αποτελούν το µοντέλο της στοχαστικής διεργασίας Χ(n).

Αν υπολογίσουµε το µετασχηµατισµό Z στην ανωτέρω σχέση έχουµε
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Αυτοαναδροµικά Μοντέλα (ΙΙ)

Η συνάρτηση ΗG(z) αποτελεί τη συνάρτηση µεταφοράς τη
στοχαστικής διεργασίας και είναι µια συνάρτηση µε πόλους (p1, p2, 
…,pM) µόνο.

Από τη µορφή της συνάρτησης µεταφοράς ΗG(z) είναι φανερό ότι το
µοντέλο της στοχαστικής διεργασίας Χ(n) αντιστοιχεί σε ένα IIR 
φίλτρο.

Για στάσιµες στοχαστικές διεργασίες όλοι οι πόλοι της ΗG(z) είναι
εντός του µοναδιαίου κύκλου.

Παράδειγµα: Να ελεγχθεί η στασιµότητα της στοχαστικής διεργασίας
X(n) η οποία περιγράφεται από τη σχέση. Να βρεθεί η συνάρτηση
µεταφοράς και να υπολογιστούν οι πόλοι της.

x(n) = v(n)+0.75v(n-1)-0.25v(n-2)
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Μοντέλα κινητού µέσου όρου
(ΜΑ – Moving Average)

Έστω µια πραγµάτωση u(n), u(n-1), … u(n-M) της στοχαστικής
διεργασίας Χ(n). Η στοχαστική διεργασία Χ(n) µπορεί να
µοντελοποιηθεί από ένα ΜA µοντέλο τάξης Κ αν ισχύει η εξίσωση
διαφορών:

όπου v(n) είναι λευκός θόρυβος. Οι παράµετροι bi
* (i=1,..K) 

αποτελούν το µοντέλο της στοχαστικής διεργασίας Χ(n).

Αν υπολογίσουµε το µετασχηµατισµό Z στην ανωτέρω σχέση έχουµε

Η συνάρτηση ΗG(z) αποτελεί τη συνάρτηση µεταφοράς τη στοχαστικής
διεργασίας και είναι µια συνάρτηση µε µηδενικά (z1, z2, …,zΚ) µόνο.

Από τη µορφή της συνάρτησης µεταφοράς ΗG(z) είναι φανερό ότι το
µοντέλο της στοχαστικής διεργασίας Χ(n) αντιστοιχεί σε ένα FIR φίλτρο.

Εισαγωγή
Πίνακας Αυτοσυσχέτισης
Μοντέλα Στοχαστικών ∆ιεργασιών
Φάσµα Ισχύος Στοχαστικών
∆ιεργασιών
Εκτίµηση Φάσµατος

)(...)1()()( **
1 Knvbnvbnvnu K −++−+=

)1)...(1()1()(

)()()(
11

2
1

1
−−− −−−=

=

zzzzzzzH

zVzHzU

KG

G



8

ΒΕΣ 06: Προσαρµοστικά Συστήµατα στις ΤηλεπικοινωνίεςΒΕΣ 06: Προσαρµοστικά Συστήµατα στις Τηλεπικοινωνίες

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Αυτοαναδροµικά µοντέλα
κινητού µέσου όρου (ARΜΑ)

Έστω µια πραγµάτωση u(n), u(n-1), … u(n-M) της στοχαστικής
διεργασίας Χ(n). Η στοχαστική διεργασία Χ(n) µπορεί να
µοντελοποιηθεί από ένα ΑRΜA µοντέλο τάξης (M,Κ) αν ισχύει η
εξίσωση διαφορών:

όπου v(n) είναι λευκός θόρυβος. Οι παράµετροι αi
* (i=1,..M), bi

*

(i=1,..K) αποτελούν το µοντέλο της στοχαστικής διεργασίας Χ(n).

Αν υπολογίσουµε το µετασχηµατισµό Z στην ανωτέρω σχέση έχουµε

Η συνάρτηση ΗG(z) αποτελεί τη συνάρτηση µεταφοράς τη στοχαστικής
διεργασίας και είναι µια ρητή συνάρτηση του z µε µηδενικά (z1, z2, …,zΚ) 
και πόλους (p1, p2, …,pΜ).

Εισαγωγή
Πίνακας Αυτοσυσχέτισης
Μοντέλα Στοχαστικών ∆ιεργασιών
Φάσµα Ισχύος Στοχαστικών
∆ιεργασιών
Εκτίµηση Φάσµατος

)(...)1()()(...)1()( **
1

**
1 KnvbnvbnvKnuanuanu KK −++−+=−++−+

)1)...(1()1(
)1)...(1()1()(

)()()(

11
2

1
1

11
2

1
1

−−−

−−−

−−−
−−−

=

=

zpzpzp
zzzzzzzH

zVzHzU

M

K
G

G

ΒΕΣ 06: Προσαρµοστικά Συστήµατα στις ΤηλεπικοινωνίεςΒΕΣ 06: Προσαρµοστικά Συστήµατα στις Τηλεπικοινωνίες

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Εξισώσεις Yule-Walker

Για τον υπολογισµό του µοντέλου AR, τάξης Μ, µιας στοχαστικής
διεργασίας µε δεδοµένη τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης r(k) (αν δεν
είναι δεδοµένη χρησιµοποιείται µια εκτίµηση της ) χρειάζεται:

Η εκτίµηση των συντελεστών αi
* (i=1,..M) 

Η εκτίµηση της διασποράς σν2 του λευκού θορύβου

Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούνται οι εξισώσεις Yule-Walker οι
οποίες είναι γραµµικές:

Η λύση των ανωτέρω εξισώσεων δίνεται µε τη αντιστροφή του
πίνακα R, και σύµφωνα µε τη σχέση:
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Εξισώσεις Yule-Walker (ΙΙ)

Η διασπορά σν2 του λευκού θορύβου δίνεται από τη σχέση:
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Παράδειγµα: Η συνάρτηση
αυτοσυσχέτισης µιας στοχαστικής
διεργασίας Χ(n) απεικονίζεται στο
διπλανό σχήµα.

Να βρεθεί το µοντέλο AR δεύτερης
τάξης (Μ = 2) της διεργασίας
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Φάσµα Ισχύος Στοχαστικών
∆ιεργασιών

Το φάσµα ισχύος µιας υπό την ευρεία έννοια στοχαστικής διεργασίας
Χ(n) µε συνάρτηση αυτοσυσχέτισης r(k) δίνεται από τη σχέση:

είναι δηλαδή ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier (DFT) της συνάρτησης
αυτοσυσχέτισης.

Το φάσµα ισχύος δίνει το συχνοτικό περιεχόµενο µιας στοχαστικής
διεργασίας. Ορίζεται, δε, µε τη βοήθεια της συνάρτησης
αυτοσυσχέτισης επειδή οι πραγµατώσεις της διαδικασίας µπορεί να
διαφέρουν πολύ η µία από την άλλη και επιπλέον µπορεί να έχουν
στιγµιαία πολύ µεγάλες τιµές. 

∑
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Εκτίµηση Φάσµατος

Η εκτίµηση φάσµατος µιας στοχαστικής διεργασίας είναι εξαιρετικά
σηµαντική γιατί µας επιτρέπει να σχεδιάσουµε τηλεπικοινωνιακά
συστήµατα µεγάλης απόδοσης. 

Έστω για παράδειγµα ότι επιθυµούµε να ισοσταθµίσουµε ένα
τηλεπικοινωνιακό δίαυλο η συµπεριφορά του οποίου παρουσιάζει
στοχαστική συµπεριφορά. Αν µπορέσουµε να εκτιµήσουµε το φάσµα
ισχύος του διαύλου µπορούµε να σχεδιάσουµε ένα σύστηµα αντιστάθµισης
που να εξουδετερώνει αυτή τη συµπεριφορά.

Υπάρχουν δύο κατηγορίες τεχνικών για εκτίµηση του φάσµατος
ισχύος µιας υπό την ευρεία έννοια στοχαστικής διαδικασίας:

Οι παραµετρικές µέθοδοι οι οποίες βασίζονται στην µοντελοποίηση της
διεργασίας µε ένα µοντέλο ΑR, MA ή ARMA,

Οι µη παραµετρικές µέθοδοι οι οποίες βασίζονται είτε στην εκτίµηση της
συνάρτησης αυτοσυσχέτισης από µια πραγµάτωση της διεργασίας είτε
στην εύρεση του τετραγώνου του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier 
από µια πραγµάτωση της διεργασίας. 
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Παραµετρικές µέθοδοι

Όπως είδαµε νωρίτερα η µοντελοποίηση µιας στοχαστικής διεργασίας
Χ(n) µε ένα µοντέλο AR βασίζεται στην εξίσωση διαφορών:

Το φάσµα ισχύος της διεργασίας δίνεται τότε από τη σχέση:

όπου η διασπορά του λευκού θορύβου που διεγείρει το AR µοντέλο και αi
*

(i=1,…,M) είναι οι συντελεστές του AR µοντέλου.

Από τις ανωτέρω σχέσεις είναι φανερό ότι η εκτίµηση του φάσµατος
ισχύος της διεργασίας ανάγεται στην εκτίµηση ενός AR µοντέλου για τη
διεργασία (βλέπε εξισώσεις Yule-Walker)
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Παραµετρικές µέθοδοι (II)

Αντίστοιχες σχέσεις µε την περίπτωση µοντελοποίησης µιας
στοχαστικής διεργασίας Χ(n) µε ένα µοντέλο AR έχουµε και για τις
περιπτώσεις µοντελοποίησης µε ΜΑ και ARMA µοντέλα:

Για ΜΑ µοντελοποίηση έχουµε την εξίσωση διαφορών:

Το φάσµα ισχύος της διεργασίας δίνεται τότε από τη σχέση:

Για ARΜΑ µοντελοποίηση έχουµε την εξίσωση διαφορών:

Το φάσµα ισχύος της διεργασίας δίνεται τότε από τη σχέση:
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Μη παραµετρικές µέθοδοι

Οι µη παραµετρικές µέθοδοι εκτίµησης του φάσµατος ισχύος
βασίζονται είτε στο περιοδόγραµµα:

όπου u(0),…,u(N-1) είναι τα δείγµατα µιας πραγµάτωση της διεργασίας.

Είτε στη εκτίµηση της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης:

Εισαγωγή
Πίνακας Αυτοσυσχέτισης
Μοντέλα Στοχαστικών ∆ιεργασιών
Φάσµα Ισχύος Στοχαστικών
∆ιεργασιών
Εκτίµηση Φάσµατος

2
21

0
)(1)(1)( ωωω j

N

k

kj
X e

N
eku

N
S −

−

=

− Χ== ∑

∑
−

−−=

−=
1

)1(

)()(
N

Nk

kj
X ekrS ωω )


