
1

ΒΕΣ 06: Προσαρµοστικά Συστήµατα στις ΤηλεπικοινωνίεςΒΕΣ 06: Προσαρµοστικά Συστήµατα στις Τηλεπικοινωνίες

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Προσαρµοστικοί Αλγόριθµοι
Υλοποίησης Βέλτιστων Ψηφιακών

Φίλτρων: 
Παραλλαγές του αλγόριθµου

Least Mean Square (LMS)

ΒΕΣ 06 – Προσαρµοστικά
Συστήµατα στις Τηλεπικοινωνίες

ΒΕΣ 06: Προσαρµοστικά Συστήµατα στις ΤηλεπικοινωνίεςΒΕΣ 06: Προσαρµοστικά Συστήµατα στις Τηλεπικοινωνίες

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Εισαγωγή
Αλγόριθµοι προσήµου
Κανονικοποιηµένος LMS
Leaky LMS
LMS µε µεταβλητό κέρδος
προσαρµογής (µ)
Παραδείγµατα

Benvenuto [2002]: Κεφάλαιo 3

Widrow [1985]: Chapter 5

Haykin [2001]: Chapter 9

Sayed [2003]: Chapter 4

Boroujeny [1999]: Chapter 2

Bose [2003]: Chapter 8

Chassaing [2004]: Chapter 7

Βιβλιογραφία Ενότητας



2

ΒΕΣ 06: Προσαρµοστικά Συστήµατα στις ΤηλεπικοινωνίεςΒΕΣ 06: Προσαρµοστικά Συστήµατα στις Τηλεπικοινωνίες

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Εισαγωγή

Η αποτελεσµατικότητα του αλγορίθµου LMS οδήγησε στη δηµιουργία
πολλών παραλλαγών του.

Οι περισσότερες από τις παραλλαγές αυτές LMS έχουν προκύψει µε
ευρυστικό τρόπο, και που στοχεύουν συνήθως σε κάποιο από τα
ακόλουθα:

Βελτίωση της ταχύτητας σύγκλισης προς τη λύση Wiener

Αντιµετώπιση της ανεπαρκούς εκτίµησης του πίνακα αυτοσυσχέτισης Ru.

Ελάττωση της υπολογιστικής πολυπλοκότητας του

Μείωση του παράγοντα απορρύθµισης (απόκλιση από τη λύση Wiener στη
µόνιµη κατάσταση)
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Αλγόριθµοι LMS µε βάση το
πρόσηµο

Σύνοψη του αλγορίθµου LMS:
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Αλγόριθµοι LMS µε βάση το
πρόσηµο

Στους αλγορίθµους LMS µε βάση το πρόσηµο στην εξίσωση
προσαρµογής δεν χρησιµοποιείται η τιµή του σφάλµατος e(n) ή του
διανύσµατος εισόδου (u(n)) αλλά µόνο τα πρόσηµα τους (sign(e(n)) 
ή sign(u(n))

Στόχος είναι η ελάττωση της υπολογιστικής πολυπλοκότητας του
αλγορίθµου LMS.

Οι πιο διαδεδοµένοι αλγόριθµοι LMS µε βάση το πρόσηµο είναι: 
a) Ο sign LMS

b) Ο data-sign LMS

c) O sign-sign LMS
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Sign LMS

Η εξίσωση προσαρµογής του αλγόριθµο sign LMS είναι:

Σε σχέση µε τον απλό LMS η τιµή του σφάλµατος προσέγγισης e(n) έχει
αντικατασταθεί από το πρόσηµο του σφάλµατος e(n).

∆εδοµένου ότι ο υπολογισµός του προσήµου πραγµατοποιείται πολύ γρήγορα
σε υλοποιήσεις µε υλικό (hardware implementation) ο αλγόριθµος sign LMS 
είναι διαδεδοµένος σε πρακτικές εφαρµογές ειδικά όταν συνδυάζεται µε
επιλογή του µ της µορφής µ = 2-Κ, Κ= φυσικός αριθµός (ο πολλαπλασιασµός
του µ µε το u(n) επιτυγχάνεται µε Κ ολισθήσεις δεξιά)
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O αλγόριθµος sign LMS 
ελαχιστοποιεί το σφάλµα:

σε αντίθεση µε τον απλό LMS 
που ελαχιστοποιεί το σφάλµα:
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Data-Sign LMS

Η εξίσωση προσαρµογής του αλγόριθµο data-sign LMS είναι:

Σε σχέση µε τον απλό LMS οι τιµές των δειγµάτων εισόδου u(n-i), 
i=0…M έχουν αντικατασταθεί από τα αντίστοιχα πρόσηµα

Όπως και στην περίπτωση του sign-LMS ο υπολογισµός του προσήµου
πραγµατοποιείται πολύ γρήγορα και επιταχύνει την εκτέλεση του
αλγορίθµου σε υλοποιήσεις µε υλικό

(n)ς διανύσµατο του στοιχείο κάθε σε  προσήµου
 συνάρτησητης  εφαρµογή η δηλώνεται  µε όπου
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Sign-Sign LMS

Η εξίσωση προσαρµογής του αλγόριθµο sign-sign LMS είναι:

Σε σχέση µε τον απλό LMS:
η τιµή του σφάλµατος προσέγγισης e(n) έχει αντικατασταθεί από το πρόσηµο
του σφάλµατος e(n).

Οι τιµές των δειγµάτων εισόδου u(n-i), i=0…M έχουν αντικατασταθεί από τα
αντίστοιχα πρόσηµα

Όπως και στην περίπτωση του sign-LMS ο υπολογισµός του προσήµου
πραγµατοποιείται πολύ γρήγορα και επιταχύνει την εκτέλεση του
αλγορίθµου σε υλοποιήσεις µε υλικό

(n)ς διανύσµατο του στοιχείο κάθε σε  προσήµου
 συνάρτησητης  εφαρµογή η δηλώνεται  µε όπου
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Παράδειγµα

Έστω x(n) = a1x(n-1)+a2x(n-2)+v(n), όπου v(n) είναι λευκός
θόρυβος µε µέση τιµή µv=0 και διασπορά σν2. Να εφαρµοστούν οι
αλγόριθµοι (i) LMS, (ii) sign LMS, (iii) data-sign LMS, (iii) sign-sign 
LMS για τον υπολογισµό των τιµών α1 και α2., δεδοµένων 10 
πραγµατώσεων ui(n) (i =1 …10).

Να συγκρίνεται: 

(α) την ταχύτητα σύγκλισης των αλγορίθµων,

(β) τo σφάλµα απόκλισης από τη λύση Wiener, 

(γ) την ταχύτητα εκτέλεσης των αλγορίθµων
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Παράδειγµα (συν.)

Στο σχήµα δίνεται το µέσο
σφάλµα απόκλισης από τη
βέλτιστη λύση
υπολογισµένο σε 500 
πραγµατώσεις:

Κόκκινο: LMS

Μπλε: Sign-LMS

Μαύρο: Data-Sign LMS

Ροζ: Sign-Sign LMS

Παρατηρήσεις:
Ο αλγόριθµος sign LMS 
συγκλίνει γρηγορότερα
αλλά έχει µεγαλύτερο
σφάλµα στη µόνιµη
κατάσταση
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Παράδειγµα (συν.)

Στο σχήµα δίνεται η
προσέγγιση των
συντελεστών του γραµµικού
προβλέπτη (πραγµατικές
τιµές α1=1.3, α2=-0.995) 
από ένα προσαρµοστικό
φίλτρο δύο συντελεστών
([w1 w2]):

Κόκκινο: LMS

Μπλε: Sign-LMS

Μαύρο: Data-Sign LMS

Ροζ: Sign-Sign LMS
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Κανονικοποιηµένος LMS

Στον αλγόριθµο LMS µεγάλες τιµές του διανύσµατος εισόδου u(n) 
είναι δυνατό να δηµιουργήσουν αστάθεια στην προσέγγιση της λύσης
Wiener διότι µπορεί στιγµιαία να έχουµε:

Ο κανονικοποιηµένος αλγόριθµος LMS (NLMS) αντιµετωπίζει αυτό το
ενδεχόµενο τροποποιώντας την εξίσωση προσαρµογής σε: 
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Κανονικοποιηµένος LMS (ΙΙ)

Οι επιλογές για τα βασίζονται στις παρακάτω ανισότητες

Υπάρχει µια παραλλαγή του κανονικοποιηµένου αλγόριθµου LMS 
γνωστή ως sign NLMS στην οποία η εξίσωση προσαρµογής είναι:

Οι κανονικοποιηµένοι αλγόριθµοι LMS έχουν πιο αργή αλλά
περισσότερο οµαλή σύγκλιση όπως φαίνεται στο παράδειγµα του
γραµµικού προβλέπτη που ακολουθεί
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Παράδειγµα: Επίδοση LMS και
NLMS στη γραµµική πρόβλεψη
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Leaky LMS

Η εξίσωση προσαρµογής του αλγόριθµο Leaky (διαρρέων) LMS είναι:

Η ανωτέρω εξίσωση ελαχιστοποιεί το σφάλµα:

∆ηλαδή ελαχιστοποιείται το µέσο τετραγωνικό σφάλµα µε προσπάθεια οι
συντελεστές του φίλτρου να κρατηθούν όσο το δυνατό µικρότεροι (αυτό
είναι ιδιαιτέρα σηµαντικό για υλοποίηση του αλγορίθµου LMS σε
επεξεργαστές σταθερής υποδιαστολής)

Ο αλγόριθµος Leaky LMS δεν µπορεί να φτάσει στη λύση Wiener αλλά
χρησιµοποιείται σε περιπτώσεις που ο πίνακας αυτοσυσχέτισης Ru της
διεργασίας εισόδου δεν είναι καλά ορισµένος (µη αντιστρέψιµος) 
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Παράδειγµα: Επίδοση LMS και
leaky LMS (γραµµική πρόβλεψη)
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LMS µε µεταβλητό κέρδος
προσαρµογής µ

Στον αλγόριθµο LMS το κέρδος προσαρµογής µ πρέπει να αρκετά µικρό
για να διασφαλίζεται η σύγκλιση και σχετικά µεγάλο για να έχουµε
γρήγορη σύγκλιση.

Για τιµές του µ που διασφαλίζεται η σύγκλιση επιθυµούµε µεγάλο µ στις
αρχικές επαναλήψεις και µικρότερο µ στη συνέχεια ώστε να ελαχιστοποιείται
η απόκλιση από τη βέλτιστη λύση

Στους αλγορίθµους µε µεταβλητό κέρδος η εξίσωση προσαρµογής έχει
τη µορφή:
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LMS µε µεταβλητό κέρδος
προσαρµογής µ (ΙΙ)

Παραλλαγές αλγορίθµων LMS µε µεταβλητό µ:

1. ∆ύο τιµές για το µ:

2. Προοδευτικά µειούµενο µ:

3. µ ανάλογο του σφάλµατος e(n):

Εισαγωγή
Αλγόριθµοι προσήµου
Κανονικοποιηµένος LMS
Leaky LMS
LMS µε µεταβλητό κέρδος
προσαρµογής (µ)
Παραδείγµατα
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LMS µε διανυσµατικό κέρδος
προσαρµογής µ

Στον αλγόριθµο LMS µε διανυσµατικό κέρδος προσαρµογής µ (VLMS) 
η εξίσωση προσαρµογής έχει τη µορφή:

Τα στοιχεία µi του διανύσµατος µ µεταβάλλεται µε το χρόνο ανάλογα
σύµφωνα µε τους πιο κάτω κανόνες:

Εισαγωγή
Αλγόριθµοι προσήµου
Κανονικοποιηµένος LMS
Leaky LMS
LMS µε µεταβλητό κέρδος
προσαρµογής (µ)
Παραδείγµατα
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Παράδειγµα: Σύγκριση LMS και
LMS µε µεταβλητό µ

)(ˆ nd

Εισαγωγή
Αλγόριθµοι προσήµου
Κανονικοποιηµένος LMS
Leaky LMS
LMS µε µεταβλητό κέρδος
προσαρµογής (µ)
Παραδείγµατα
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Στο επόµενο σχήµα δίνεται η βασική διάταξη αναγνώρισης συστήµατος
µε τη χρήση του αλγορίθµου LMS:

Το επιθυµητό σήµα d(n) είναι ίσο µε την απόκριση του άγνωστου
συστήµατος

Το σήµα u(n) είναι συνήθως λευκός θόρυβος

Παράδειγµα:
Έστω ότι το άγνωστο σύστηµα περιγράφεται από τη συνάρτηση µεταφοράς:

Για µοντελοποίηση του ανωτέρω συστήµατος µε FIR φίλτρο τάξης 5 (6 
συντελεστών) η βέλτιστη λύση (λύση Wiener) είναι:

Εφαρµόζουµε τους αλγορίθµους LMS, sign-LMS, NLMS, VLMS και
εξετάζουµε τη σύγκλιση τους.

Παραδείγµατα
Εισαγωγή
Αλγόριθµοι προσήµου
Κανονικοποιηµένος LMS
Leaky LMS
LMS µε µεταβλητό κέρδος
προσαρµογής (µ)
Παραδείγµατα
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Αναγνώριση συστήµατος (ΙΙ)

Στο διπλανό σχήµα
φαίνεται η σταδιακή
προσέγγιση των τιµών w0

(=0.5) και w1 (=0.325)
µε διάφορες παραλλαγές
του αλγορίθµου LMS:

Κόκκινο: LMS

Μπλε: ΝLMS

Μαύρο: VLMS

Ροζ: Leaky LMS

Εισαγωγή
Αλγόριθµοι προσήµου
Κανονικοποιηµένος LMS
Leaky LMS
LMS µε µεταβλητό κέρδος
προσαρµογής (µ)
Παραδείγµατα

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Filter Coefficients

Iterations n


