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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 
 
Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ  
ΚΑΙ ΒΑΣΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΗΣ 
 
 
 
 
1. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ 
 
 H Θεωρία των Πιθανοτήτων έχει ως αντικείµενο τη µελέτη µαθηµατικών 
υποδειγµάτων (προτύπων ή µοντέλων), γνωστών ως στοχαστικών υποδειγµάτων, τα 
οποία χρησιµοποιούνται για την περιγραφή των στοχαστικών (ή τυχαίων) πειραµάτων 
(ή φαινοµένων). Βασικό χαρακτηριστικό των πειραµάτων αυτών είναι ότι οι 
συνθήκες κάτω από τις οποίες πραγµατοποιούνται δεν προκαθορίζουν το αποτέλεσµα 
αλλά µόνο το σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων. Στην αδυναµία προκαθορισµού 
του αποτελέσµατος έγκειται το στοιχείο της τυχαιότητας. Έτσι η ρίψη ενός 
νοµίσµατος ή ενός κύβου και η παρατήρηση του αποτελέσµατος, όπως και η 
παρατήρηση του φύλου νεογέννητου σε µία σειρά γεννήσεων αποτελούν στοχαστικά 
(τυχαία) πειράµατα (ή φαινόµενα). 
 Όταν οι συνθήκες κάτω από τις οποίες πραγµατοποιείται ένα πείραµα ή 
εµφανίζεται ένα φαινόµενο καθορίζουν το αποτέλεσµα, το πείραµα ή το φαινόµενο 
είναι γνωστό ως αιτιοκρατικό (ή προσδιοριστικό). Για την περιγραφή τούτων αρκούν 
τα αιτιοκρατικά (ή προσδιοριστικά) µαθηµατικά υποδείγµατα (πρότυπα ή µοντέλα) τα 
οποία αποτελούν το αντικείµενο της µελέτης άλλων κλάδων της επιστήµης. Οι νόµοι 
της βαρύτητας που περιγράφουν την πτώση ενός σώµατος αποτελούν ένα τέτοιο 
µαθηµατικό υπόδειγµα (µοντέλο). 
 
2. ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΟΣ ΧΩΡΟΣ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ 
 

Ας θεωρήσουµε ένα στοχαστικό (τυχαίο) πείραµα (ή φαινόµενο). Όπως έχουµε 
ήδη σηµειώσει, στην εισαγωγή, οι συνθήκες κάτω από τις οποίες πραγµατοποιείται 
δεν προκαθορίζουν το αποτέλεσµά του αλλά µόνο το σύνολο των δυνατών 
αποτελεσµάτων του. Σχετικά σηµειώνουµε ότι: 
Σύνολο καλείται µία καλώς ορισµένη συλλογή διακεκριµένων στοιχείων. Τα 

σύνολα συµβολίζουµε µε τα κεφαλαία γράµµατα του αλφαβήτου µε δείκτες ή χωρίς 
δείκτες και τα στοιχεία που τα αποτελούν µε τα µικρά (πεζά) γράµατα. Το γεγονός ότι 
το στοιχείο α ανήκει στο σύνολο Α σηµειώνουµε µε Aα∈ , ενώ το γεγονός ότι το 
στοιχείο α δεν ανήκει στο σύνολο Α σηµειώνουµε µε Aα∉ . Ένα σύνολο Α καλείται 
υποσύνολο ενός συνόλου Β αν και µόνο αν κάθε στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του 
Β. Το γεγονός αυτό συµβολίζεται µε . Αν  και υπάρχει στοιχείο του Β 
που δεν ανήκει στο Α, τότε το Α καλείται γνήσιο υποσύνολο του Β. Για την 
περίπτωση αυτή χρησιµοποιείται ο συµβολισµός 

BA ⊆ BA ⊆

BA ⊂ . Το  δεν αποκλείει 
και το . Στην περίπτωση που ισχύουν και οι δύο αυτές σχέσεις τα σύνολα Α 

BA ⊆
AB ⊆
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και Β αποτελούνται από τα ίδια στοιχεία και καλούνται ίσα και τούτο συµβολίζεται 
µε BA = . 

AA ∪1

AA ∪ 21

Μετά την εισαγωγή των εννοιών αυτών θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 2.1. ∆ειγµατικός χώρος Ω ενός στοχαστικού (ή τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου) καλείται το σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων του. Ένα στοιχείο ω του 
δειγµατικού χώρου Ω καλείται δειγµατικό σηµείο. 
 Ας σηµειωθεί ότι σε ένα στοχαστικό πείραµα είναι δυνατό, ανάλογα µε τον 
καθορισµό των δυνατών αποτελεσµάτων, να ορισθούν περισσότερα από ένα σύνολα 
δυνατών αποτελεσµάτων. Στην περίπτωση αυτή ανάλογα µε τις απαιτήσεις του 
συγκεκριµένου προβλήµατος λαµβάνεται το καταλληλότερο απ’ αυτά ως δειγµατικός 
χώρος. Πολλά παράδοξα έχουν προκύψει από τη µη κατάλληλη επιλογή δειγµατικού 
χώρου. Το σηµείο αυτό διευκρινίζεται περισσότερο στα παραδείγµατα. Σηµειώνουµε 
ακόµη ότι ο δειγµατικός χώρος Ω ενός στοχαστικού πειράµατος είναι είτε 
πεπερασµένος: }...,,,{ 21 NωωωΩ =  είτε αριθµησίµως άπειρος: ...},,{ 21 ωωΩ =  είτε 
µη αριθµήσιµος. Στις δύο πρώτες περιπτώσεις ο δειγµατικός χώρος Ω καλείται γενικά 
διακριτός (ή απαριθµητός) και στην τρίτη περίπτωση συνεχής. 

Ορισµός 2.2. Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος ενός στοχαστικού πειράµατος. Ένα 
υποσύνολο Α του Ω καλείται ενδεχόµενο (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω). Ειδικά ο 
δειγµατικός χώρος Ω καλείται βέβαιο ενδεχόµενο και το κενό σύνολο  καλείται 
αδύνατο ενδεχόµενο. 

∅

 ΄Ενα ενδεχόµενο , που περιέχει ένα µόνο στοιχείο ω του δειγµατικού 
χώρου Ω, καλείται απλό ή στοιχειώδες ενδεχόµενο ενώ ένα ενδεχόµενο που περιέχει 
περισσότερα από ένα στοιχεία του δειγµατικού χώρου καλείται σύνθετο ενδεχόµενο. 

}{ωΑ =

 Σε µία εκτέλεση ενός στοχαστικού πειράµατος µε δειγµατικό χώρο Ω ένα 
ενδεχόµενο Α πραγµατοποιείται αν και µόνο αν το αποτέλεσµα της εκτέλεσης του 
πειράµατος αυτού είναι στοιχείο ω που ανήκει στο Α. 
 Ενδιαφέρον, τόσο από θεωρητική άποψη όσο και από άποψη εφαρµογών, 
παρουσιάζουν ενδεχόµενα τα οποία προκύπτουν µετά από συνολοθεωρητικές πράξεις 
µεταξύ ενδεχοµένων. Τα βασικότερα από τα ενδεχόµενα αυτά είναι τα ακόλουθα. 
 Η ένωση δύο ενδεχοµένων (συνόλων) Α και Β (ως προς ένα δειγµατικό χώρο Ω) 
είναι το ενδεχόµενο  

AωΩωBA ∈∈=∪ :{  ή ω }B∈ , 

της πραγµατοποίησης ενός τουλάχιστο από τα ενδεχόµενα Α και Β. Γενικότερα, η 
ένωση των ενδεχοµένων  είναι το ενδεχόµενο  νAAA ...,,, 21

jAωΩωA ∈∈=∪∪ :{2 νL  για έναν τουλάχιστο δείκτη , }...,,2,1 νj =

της πραγµατοποίησης ενός τουλάχιστο από τα ν ενδεχόµενα . 
Περαιτέρω, η ένωση των ενδεχοµένων  είναι το ενδεχόµενο 

νAAA ...,,, 21

...,...,,, 21 νAAA

jAωΩωA ∈∈=∪∪∪ :{LL ν  για έναν τουλάχιστο δείκτη , ...},2,1=j

της πραγµατοποίησης ενός τουλάχιστο από τα ενδεχόµενα . ...,...,,, 21 νAAA
 Η τοµή δύο ενδεχοµένων (συνόλων) Α και Β (ως προς ένα δειγµατικό χώρο Ω) 
είναι το ενδεχόµενο  

AωΩωΑΒΒΑ ∈∈≡=∩ :{  και }Bω∈ , 
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της πραγµατοποίησης και των δύο ενδεχοµένων Α και Β. Γενικότερα, η τοµή των 
ενδεχοµένων  είναι το ενδεχόµενο  νAAA ...,,, 21

νν ΑΑΑΑΑΑ LL 2121 ≡∩∩∩  

                                      jAωΩω ∈∈= :{  για όλους τους δείκτες }...,,2,1 νj = , 

της πραγµατοποίησης και των ν ενδεχοµένων . Περαιτέρω, η τοµή των 
ενδεχοµένων  είναι το ενδεχόµενο 

νAAA ...,,, 21

...,...,,, 21 νAAA

       LLLL νν ΑΑΑΑΑΑ 2121 ≡∩∩∩∩  

                                           jAωΩω ∈∈= :{  για όλους τους δείκτες , }...,2,1=j

της πραγµατοποίησης όλων των ενδεχοµένων . ...,...,,, 21 νAAA
Αν η τοµή των ενδεχοµένων Α και Β είναι το αδύνατο ενδεχόµενο, , 

τότε τα Α και Β καλούνται ξένα ή αµοιβαίως αποκλειόµενα (ή ασυµβίβαστα) 
ενδεχόµενα. Στην περίπτωση αυτή η πράξη της ένωσης παριστάνεται µε το σύµβολο 
+ ή ∑ αντί του συµβόλου . 

∅=∩ ΒΑ

U

 Το συµπλήρωµα ενός ενδεχοµένου Α (ως προς ένα δειγµατικό χώρο Ω) είναι το 
ενδεχόµενο  

}:{ AωΩωA ∉∈=′  , 

της µη πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α. Το ενδεχόµενο A′  καλείται αντίθετο 
του ενδεχοµένου Α. 
 Η διαφορά του ενδεχοµένου Β από το ενδεχόµενο Α (ως προς ένα δειγµατικό χώρο 
Ω) είναι το ενδεχόµενο  

AωΩωBA ∈∈=− :{  και }Bω∉  , 

της πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α και της µη πραγµατοποίησης του 
ενδεχοµένου Β. Σηµειώνουµε ότι BABA ′∩=− . 

 Σχηµατικά διαγράµµατα είναι συχνά χρήσιµα για την εποπτική παράσταση 
σχέσεων µεταξύ συνόλων (ενδεχοµένων). Τέτοια διαγράµµατα είναι τα γνωστά ως 
διαγράµµατα του Venn στα οποία το καθολικό σύνολο (δειγµατικός χώρος) Ω 
ορίζεται από µία περιοχή του επιπέδου που περικλείει τα στοιχεία του, τα οποία 
ορίζονται από γεωµετρικά σηµεία του επιπέδου αυτού. Τα υποσύνολα του Ω 
ορίζονται από υποπεριοχές του. Στα διαγράµµατα Venn των Σχηµάτων 2.1-2.4 
δίδονται σκιασµένα τα σύνολα BA∪ , BA∩ , ΑΩA −=′  και BA −  αντίστοιχα. 

 Το καρτεσιανό γινόµενο αποτελεί µία συνολοθεωρητική κατασκευή χρήσιµη τόσο 
στην έκφραση του δειγµατικού χώρου συνθέτου τυχαίου πειράµατος, το οποίο 
συντίθεται από ακολουθίες απλών τυχαίων πειραµάτων ή δοκιµών απλού τυχαίου 
πειράµατος, όσο και ενδεχοµένων ως προς αυτόν. Έστω  και  δύο σύνολα. Το 
καρτεσιανό γινόµενο των  και , συµβολιζόµενο µε 

1Ω

1Ω
2Ω

1Ω 2Ω 2Ω× , είναι το σύνολο των 
διατεταγµένων ζευγών στα οποία η πρώτη συνιστώσα είναι στοιχείο του  και η 
δεύτερη συνιστώσα είναι στοιχείο του , δηλαδή 

1Ω

2Ω

},:),{( 22112121 ΩωΩωωωΩΩ ∈∈=× . 

Ο ορισµός αυτός επεκτείνεται και για ν σύνολα Ω  ως εξής: νΩΩ ...,,, 21
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}...,,,:)...,,,{( 22112121 νν ΩωΩωΩωωωωΩΩΩ νν ∈∈∈=××× L . 

Ειδικά αν ΩΩΩΩ ν ≡=== L21  το καρτεσιανό γινόµενο συµβολίζεται µε νΩ . 

Ω 

Α Β 

Ω 

A B 

 
      Σχήµα 2.1: BA∪                             Σχήµα 2.2: BA∩  

A΄

Ω 

Α 

Ω 

Α Β 

 
 Σχήµα 2.3:                                   Σχήµα 2.4: A′ BA −  

Παράδειγµα 2.1. (α) Ας θεωρήσουµε το στοχαστικό (τυχαίο) πείραµα της ρίψης ενός 
νοµίσµατος. Ο δειγµατικός χώρος του στοχαστικού  αυτού πειράµατος είναι το 
σύνολο 

},{ κγΩ = , 

όπου σηµειώνεται µε γ η όψη γράµµατα και µε κ η όψη κεφαλή (ή κορώνα). Τα 
υποσύνολα του Ω 

}{γΑ =  και }{κΒ =  

είναι τα στοιχειώδη ενδεχόµενα εµφάνισης της όψης γράµµατα και κεφαλή 
αντίστοιχα. 
 (β) Ας θεωρήσουµε τώρα το στοχαστικό (τυχαίο)  πείραµα µιας ακολουθίας 2 
ρίψεων ενός νοµίσµατος. Τούτο είναι ένα σύνθετο στοχαστικό πείραµα συντιθέµενο 
από 2 δοκιµές του απλού στοχαστικού πειράµατος της ρίψης ενός νοµίσµατος. Το 
οποιοδήποτε αποτέλεσµα των 2 ρίψεων δύναται να παρασταθεί από ένα διατεταγµένο 
ζεύγος του οποίου το πρώτο στοιχείο είναι το αποτέλεσµα της πρώτης ρίψης και το 
δεύτερο στοιχείο το αποτέλεσµα της δεύτερης ρίψης. Έτσι ο δειγµατικός χώρος του 
σύνθετου στοχαστικού πειράµατος είναι το σύνολο 

)},(),,(),,(),,{(2 κκγκκγγγΩ = . 

Σηµειώνουµε ότι το  είναι το καρτεσιανό γινόµενο του }2Ω ,{ κγΩ =  µε τον εαυτό 
του. Τα υποσύνολα του Ω , 2

, γγ{(= )},{( κκ)}0Α , )},(),,{(1 γκκγΑ =  και 2Α =  
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είναι τα ενδεχόµενα εµφάνισης 0, 1 και 2 φορές της όψης κεφαλή, αντίστοιχα. 

Παράδειγµα 2.2. Ας θεωρήσουµε το στοχαστικό (τυχαίο) πείραµα της ρίψης ενός 
κύβου. Καταγράφοντας την ένδειξη της επάνω έδρας του κύβου ο δειγµατικός χώρος 
του στοχαστικού αυτού πειράµατος είναι το σύνολο 

}6,5,4,3,2,1{=Ω . 
Τα σύνολα 

}1{1 =Α , , }2{2 =Α }3{3 =Α , }4{4 =Α , }5{5 =Α  και  }6{6 =Α

είναι τα στοιχειώδη ενδεχόµενα της εµφάνισης του αριθµού 1, 2, 3, 4, 5 και 6 
αντίστοιχα, ενώ τα σύνολα 

}1{1 =Β , , }2,1{2 =B }3,2,1{3 =B , }4,3,2,1{4 =B ,  

}5,4,3,2,1{5 =B  και }6,5,4,3,2,1{6 =B  

είναι τα ενδεχόµενα εµφάνισης αριθµού µικροτέρου ή ίσου του 5 και 6 
αντίστοιχα. Ας σηµειωθεί ότι 

,4,3,2,1  

11 AB = , 212 AAB += , 3213 AAAB ++= , 

43214 AAAAB +++= , 543215 AAAAAB ++++= , . ΩB =6

Παράδειγµα 2.3. Ας θεωρήσουµε µία σειρά 3 γεννήσεων σ’ ένα µαιευτήριο των 
Αθηνών. Καταγράφοντας κατά σειρά γέννησης το φύλο των νεογέννητων ο 
δειγµατικός χώρος είναι το σύνολο 

)},,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,{( ααααακακακααακκκακκκακκκΩ = , 

όπου σηµειώνεται µε α η γέννηση αγοριού και µε κ η γέννηση κοριτσιού. Τα 
ενδεχόµενα , ,  και  της γέννησης 0, 1, 2 και 3 αγοριών, αντίστοιχα, 
περιλαµβάνουν τα εξής δειγµατικά σηµεία: 

0Α 1Α 2Α 3Α

)},,{(0 κκκΑ = , )},,(),,,(),,,{(1 ακκκακκκαΑ =  

)},,(),,,(),,,{(2 αακακακααΑ = , )},,{(3 αααΑ = , 

ενώ το ενδεχόµενο Β της γέννησης ενός τουλάχιστο αγοριού περιλαµβάνει τα εξής 
δειγµατικά σηµεία 

)},,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,{( ααααακακακααακκκακκκαΒ =  
και είναι 

321 ΑΑΑΒ ++= . 

Το συµπληρωµατικό (αντίθετο) του ενδεχοµένου Β είναι το ενδεχόµενο Β′  της 
γέννησης 3 κοριτσιών και περιλαµβάνει ένα µόνο σηµείο 

)},,{( κκκΒ =′ . 

Παράδειγµα 2.4. Μέτρο του φόρτου εργασίας σε ένα τηλεφωνικό κέντρο παροχής 
πληροφοριών αποτελεί τόσο ο αριθµός των τηλεφωνικών κλήσεων που φθάνουν σ’ 
αυτό στη διάρκεια ενός ορισµένου χρονικού διαστήµατος, όσο και ο χρόνος που 
µεσολαβεί µεταξύ διαδοχικών τηλεφωνικών κλήσεων. 
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 (α) Καταγράφοντας τον αριθµό των τηλεφωνικών κλήσεων, το σύνολο των 
δυνατών αποτελεσµάτων, το οποίο αποτελεί το δειγµατικό χώρο, είναι το 

}...,,1,0{1 ΝΩ = . 

Το ενδεχόµενο µιας τουλάχιστο τηλεφωνικής κλήσης είναι το υποσύνολο Α του  
µε 

1Ω

}...,,2,1{ ΝΑ = . 

Το συµπληρωµατικό (αντίθετο) του ενδεχοµένου Α είναι το ενδεχόµενο , καµµιάς 
τηλεφωνικής κλήσης, το οποίο περιλαµβάνει ένα µόνο σηµείο: 

Α′

}0{=′Α . 

Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση που ο µέγιστος αριθµός των τηλεφωνικών 
κλήσεων Ν είναι πρακτικά πολύ µεγάλος λαµβάνεται θεωρητικά ίσος µε  και έτσι ο 
δειγµατικός χώρος γίνεται 

∞

}...,,1,0{2 ∞=Ω . 

 (β) Καταγράφοντας το χρόνο µεταξύ διαδοχικών τηλεφωνικών κλήσεων, το 
σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων, το οποίο αποτελεί το δειγµατικό χώρο είναι το 
διάστηµα 

}0:{3 θtRtΩ <<∈= , 

όπου ο µέγιστος χρόνος θ είναι ένας θετικός αριθµός. Το ενδεχόµενο Α ο χρόνος 
µεταξύ διαδοχικών τηλεφωνικών κλήσεων να ξεπεράσει τα α δευτερόλεπτα είναι το 

}:{ θtRtΑ <<∈= α . 

 Σηµειώνουµε ότι το δειγµατικός χώρος  είναι πεπερασµένος ενώ δειγµατικός 
χώρος  αριθµησίµως άπειρος. Ο δειγµατικός χώρος  είναι υπεραριθµήσιµος και 
ειδικότερα συνεχής. 

1Ω

2Ω 3Ω

 
3. ΚΛΑΣΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ 

 Ο κλασικός ορισµός της πιθανότητας διατυπώθηκε αρχικά από τον De Moivre 
(1711) ως εξής: 
 Η πιθανότητα της πραγµατοποίησης ενός ενδεχοµένου είναι το πηλίκο µε αριθµητή 
τον αριθµό των περιπτώσεων ευνοϊκών για την πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου 
τούτου και παρονοµαστή το συνολικό αριθµό των περιπτώσεων µε την προϋπόθεση ότι 
όλες οι περιπτώσεις είναι εξίσου πιθανές (ισοπίθανες). 
 Η συνθήκη του ισοπιθάνου των περιπτώσεων είναι αναγκαία γιατί διαφορετικά 
θεωρώντας τις περιπτώσεις της πραγµατοποίησης και της µη πραγµατοποίησης 
ενδεχοµένου θα καταλήγαµε στο συµπέρασµα ότι η πιθανότητα οποιουδήποτε 
ενδεχοµένου είναι ίση µε 1/2. Το συµπέρασµα τούτο δεν ισχύει γενικά επειδή οι δύο 
αυτές περιπτώσεις δεν είναι πάντοτε εξίσου πιθανές. Η έννοια των εξίσου πιθανών 
(ισοπιθάνων) περιπτώσεων είναι απαραίτητο να ορισθεί ανεξάρτητα από την έννοια 
της πιθανότητας γιατί διαφορετικά ο κλασικός αυτός ορισµός θα οδηγούσε σε φαύλο 
κύκλο. Τούτο επιτυγχάνεται µε επίκληση της αρχής της έλλειψης επαρκούς λόγου. 
Έτσι αν σύµφωνα µε τα δεδοµένα δεν υπάρχει λόγος να θεωρηθεί κάποια από τις 
περιπτώσεις περισσότερο ή λιγότερο πιθανή από τις άλλες τότε όλες θεωρούνται 
εξίσου πιθανές. Για παράδειγµα κατά την ρίψη ενός κύβου υπάρχουν τόσα δυνατά 
αποτελέσµατα (περιπτώσεις) όσες είναι και οι έδρες του. Με την προϋπόθεση ότι οι 
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έδρες είναι ίσες και το βάρος του κύβου είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένο δεν υπάρχει 
λόγος να θεωρηθεί κάποια από τις περιπτώσεις περισσότερο ή λιγότερο πιθανή από 
τις άλλες, οπότε όλες οι περιπτώσεις θεωρούνται ισοπίθανες. Σηµειώνουµε ότι ο 
κλασικός αυτός ορισµός της πιθανότητας αφορά αναγκαστικά πεπερασµένους 
δειγµατικούς χώρους. 
 Η θεµελίωση του Λογισµού των Πιθανοτήτων µε βάση τον κλασικό ορισµό της 
πιθανότητας αποδίδεται στον Laplace (1812). Αξίζει να παρουσιάσουµε τις 
σηµαντικότερες ιδιότητες της κλασικής πιθανότητας, οι οποίες και ενέπνευσαν την 
κατάλληλη επέκταση της τόσο σε πεπερασµένους δειγµατικούς χώρους µε µη 
ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία (περιπτώσεις) όσο και γενικότερα σε αριθµήσιµους ή 
µη αριθµήσιµους δειγµατικούς χώρους. 
 Ας θεωρήσουµε έναν πεπερασµένο δειγµατικό χώρο Ω του οποίου τα στοιχεία 
(δειγµατικά σηµεία, περιπτώσεις), σύµφωνα µε την αρχή της έλλειψης επαρκούς 
λόγου, είναι εξίσου πιθανά (ισοπίθανα) και ένα οποιοδήποτε ενδεχόµενο Α (ως προς 
το δειγµατικό χώρο Ω). Η πιθανότητα του Α, συµβολιζοµένη µε ) , δίδεται από τη 
σχέση 

(AP

N
ANAP )()( =                                                   (3.1) 

όπου )  είναι ο αριθµός των στοιχείων του ενδεχοµένου Α και  είναι ο 
αριθµός των στοιχείων του δειγµατικού χώρου Ω. Η συνάρτηση )  η οποία σε 
κάθε ενδεχόµενο Α (στον Ω) αντιστοιχεί τον αριθµό (3.1) είναι 

(AN )(ΩNN ≡
(AP

 (α) µη αρνητική :  για κάθε ενδεχόµενο , 0)( ≥AP ΩA ⊆
 (β) νορµαλισµένη : , 1)( =ΩP

(γ) προσθετική : )()()( BPAPBAP +=+  για οποιαδήποτε ξένα ενδεχόµενα Α και 
. ΩB ⊆

Οι ιδιότητες αυτές προκύπτουν άµεσα από τον ορισµό (3.1) και τις αντίστοιχες 
ιδιότητες:  για κάθε σύνολο Α και 0)( ≥AN )()()( BNANBAN +=+  για ξένα 
µεταξύ τους σύνολα Α και Β, του αριθµού των στοιχείων πεπερασµένου συνόλου. 
Σηµειώνουµε ότι από την προσθετική ιδιότητα συνάγεται επαγωγικά η σχέση 

)()()()( 2121 νν APAPAPAAAP +++=+++ LL                     (3.2) 

για κατά ζεύγη ξένα (αµοιβαίως αποκλειόµενα, ασυµβίβαστα) ενδεχόµενα 
. Άµεσα συνάγονται από τον ορισµό (3.1) η σχέση ΩAAA ⊆ν...,,, 21

1)( ≤AP  για κάθε ενδεχόµενο . ΩΑ ⊆
όπως και η σχέση 

0)( =∅P . 

Επίσης, έστω νΩΩΩΩ ×××= L21

iΩ
ν...,,2,1=

 δειγµατικός χώρος συνθέτου στοχαστικού 
πειράµατος, όπου  είναι πεπερασµένος δειγµατικός χώρος µε  ισοπίθανα 
δειγµατικά σηµεία, i . Αν ισχύει 

iN

})({})({})({)}),...,,({( 221121 ννν ωωωωωω PPPP L=                    (3.3) 

για οποιαδήποτε δειγµατικά σηµεία ii Ω∈ω , νi ...,,2,1= , τότε ο δειγµατικός χώρος 
Ω  έχει ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία. 
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 Επέκταση της κλασικής πιθανότητας στην περίπτωση που ο δειγµατικός χώρος 
είναι συνεχής (µη αριθµήσιµος) αποτελεί η γεωµετρική πιθανότητα που ορίζεται ως 
εξής: Ας θεωρήσουµε ένα µη αριθµήσιµο δειγµατικό χώρο Ω οριζόµενο από µία 
περιοχή του (µονοδιαστάτου ή διδιαστάτου ή τριδιαστάτου) χώρου στην οποία 
οποιεσδήποτε στοιχειώδεις περιοχές είναι εξίσου πιθανές (ισοπίθανες) και ένα 
οποιοδήποτε ενδεχόµενο Α οριζόµενο από µία περιοχή του δειγµατικού χώρου Ω. Η 
πιθανότητα του Α δίδεται από τη σχέση 

)(
)()(

Ωµ
AµAP = ,                                                  (3.4) 

όπου )  και )  είναι το µέτρο (µήκος ή εµβαδό ή όγκος) των περιοχών Α και Ω 
αντίστοιχα. Η πιθανότητα (3.4), όπως εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί, έχει αντίστοιχες 
µε την πιθανότητα (3.1) ιδιότητες. 

(Αµ (Ωµ

Παράδειγµα 3.1. Ας θεωρήσουµε µία ακολουθία δύο ρίψεων ενός συνήθους 
νοµίσµατος και το ενδεχόµενο  της εµφάνισης σ’ αυτή j φορές της όψης κεφαλή, 

. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες , 
jA

2,1,0=j ) 2,1,0( jAP =j . 
 Παρατηρούµε ότι ο δειγµατικός χώρος του απλού τυχαίου πειράµατος της ρίψης 
ενός συνήθους (συµµετρικού) νοµίσµατος είναι το σύνολο 

},{ κγΩ = . 

Τα δειγµατικά σηµεία, λόγω της συµµετρίας του νοµίσµατος, είναι ισοπίθανα: 

2
1})({})({ == κPγP ii , 2,1=i . 

 Περαιτέρω, ο δειγµατικός χώρος του συνθέτου τυχαίου πειράµατος µιας 
ακολουθίας 2 ρίψεων ενός νοµίσµατος είναι το σύνολο 

)},(),,(),,(),,{(2 κκγκκγγγΩ = , 

το οποίο είναι το καρτεσιανό γινόµενο του },{ κγΩ =  µε τον εαυτό του. Στο τυχαίο 
αυτό πείραµα ισχύει η (3.3) και έτσι τα 4 δειγµατικά σηµεία του Ω  είναι ισοπίθανα: 2

4
1

2
1

2
1})({})({)}),({( 21 =⋅== γPγPγγP , 

4
1

2
1

2
1})({})({)}),({( 21 =⋅== κPγPκγP , 

4
1

2
1

2
1})({})({)}),({( 21 =⋅== γPκPγκP , 

4
1

2
1

2
1})({})({)}),({( 21 =⋅== κPκPκκP . 

Εποµένως, εφαρµόζοντας τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας (3.1) και επειδή 

)},{(0 γγΑ = , )},(),,{(1 γκκγΑ = , )},{(2 κκΑ = , 

συνάγουµε τις πιθανότητες 

4
1)( 0 =AP , 

2
1)( 1 =AP , 

4
1)( 2 =AP . 

Παράδειγµα 3.2. Έστω ότι ένα νόµισµα διαµέτρου r τοποθετείται τυχαία πάνω σε 
ορθογώνιο τραπέζι το οποίο είναι χωρισµένο σε Ν ορθογώνια µε πλευρές α και β, 
όπου  και βα ≤ αr < . Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως το νόµισµα τοποθετηθεί 
στο εσωτερικό ορθογωνίου. 
 Ο δειγµατικός χώρος Ω είναι το ορθογώνιο τραπέζι µε εµβαδό 
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Ναβµ(Ω) = . 

Για τον καθορισµό της περιοχής του τραπεζιού η οποία ορίζεται από το ενδεχόµενο 
Α, όπως το νόµισµα τοποθετηθεί στο εσωτερικό ορθογωνίου, ας θεωρήσουµε ένα 
ορθογώνιο  µε πλευρές α και β, όπου ΑΒΓ∆ βα ≤  και ένα δεύτερο ορθογώνιο 

 κείµενο στο εσωτερικό του πρώτου ορθογωνίου µε πλευρές παράλληλες στις 
πλευρές αυτού και σε απόσταση  απ’ αυτές (βλ. Σχήµα 3.1). 
ΕΖΗΘ

2/r

 
A  B β 

∆  Γ

 Ε rβ −  Ζ 

Θ  Η

α r/2 

.Ο 

r/2 

r−a

 
Σχήµα 3.1 

Ένα νόµισµα διαµέτρου r κείται στο εσωτερικό του ορθογωνίου  αν και µόνο 
αν το κέντρο Ο του νοµίσµατος κείται στο εσωτερικό του ορθογωνίου . Το 
εµβαδό του ορθογωνίου  είναι )

ΑΒΓ∆

. Η περιοχή του τραπεζιού η 
οποία ορίζεται από το ενδεχόµενο Α είναι η ένωση Ν τέτοιων ορθογωνίων και έτσι 

ΕΖΗΘ
ΕΖΗΘ )(( rβrα −−

))(()( rβrαΝΑµ −−= . 

Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό της γεωµετρικής πιθανότητας (3.4), 

αβ
rβrα

Ωµ
ΑµAP ))((

)(
)()( −−
== . 

Σηµειώνουµε ότι στη µερική περίπτωση τετραγώνων, αβ = , η πιθανότητα αυτή 
γίνεται 

2

1)( 





 −=

α
rAP . 

 
4. ΑΡΧΕΣ ΑΠΑΡΙΘΜΗΣΗΣ, ∆ΙΑΤΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΙ 
 
 Ο υπολογισµός της πιθανότητας ενός ενδεχοµένου Α στην περίπτωση 
πεπερασµένου δειγµατικού χώρου Ω του οποίου τα στοιχεία (δειγµατικά σηµεία, 
περιπτώσεις) είναι ισοπίθανα ανάγεται, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της 
πιθανότητας, , στον υπολογισµό του αριθµού )  των στοιχείων 
του Α και του αριθµού )  των στοιχείων του Ω. Στο εδάφιο αυτό 
παρουσιάζουµε µερικά βασικά στοιχεία της Συνδυαστικής τα οποία διευκολύνουν την 
αντιµετώπιση τέτοιων προβληµάτων απαρίθµησης. Η αρχή του αθροίσµατος και η 
αρχή του γινοµένου (ή πολλαπλασιαστική αρχή), οι οποίες αποτελούν τις δύο βασικές 
αρχές απαρίθµησης, µπορούν να διατυπωθούν ως εξής: 

NANAP /)()( =
N

(AN
(ΩN≡
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 Αρχή του αθροίσµατος. Αν  είναι πεπερασµένα και κατά ζεύγη ξένα 
µεταξύ τους σύνολα, τότε 

νAAA ...,,, 21

)()()()( 2121 νν ANANANAAAN +++=+++ LL  

Η αρχή αυτή µπορεί να διατυπωθεί και ως εξής: Αν ένα στοιχείο (αντικείµενο)  
µπορεί να εκλεγεί κατά  τρόπους, 

iα

iκ νi ...,,2,1=  και η εκλογή του  αποκλείει την 
ταυτόχρονη εκλογή του , 

iα

jα ν...,,ji 2,1, = , ji ≠  τότε το στοιχείο  ή , ..., ή  
µπορεί να εκλεγεί κατά 

1α 2α να

νκκκ ++L2+1  τρόπους. 

 Αρχή γινοµένου (ή πολλαπλασιαστική αρχή). Αν  είναι πεπερα-
σµένα σύνολα, τότε 

νAAA ...,,, 21

)()()()( 2121 νν ANANANAAΑN LL =××× . 

Η αρχή αυτή µπορεί γενικότερα να διατυπωθεί ως εξής: Αν ένα στοιχείο 
(αντικείµενο)  µπορεί να εκλεγεί κατά  τρόπους και για κάθε ένα από αυτούς 
τους τρόπους ένα άλλο στοιχείο  µπορεί να εκλεγεί κατά  τρόπους, ..., και για 
κάθε ένα από όλους αυτούς τους τρόπους ένα άλλο στοιχείο  µπορεί να εκλεγεί 
κατά  τρόπους, τότε όλα τα στοιχεία  και ,...,και  µπορούν να εκλεγούν 
(διαδοχικά) κατά  τρόπους. 

1α 1κ

1α

2α 2κ
α

ν

ν

Ω

νκ 2α α

νκκκ L21

 Ας θεωρήσουµε ένα πεπερασµένο σύνολο ν στοιχείων . 
∆ιάταξη των ν ανά κ καλείται µία διατεταγµένη κ-αδα )  µε  

. Συνδυασµός των ν ανά κ καλείται µία (µη διατεταγµένη) συλλογή κ 
στοιχείων }  µε , 

}...,,,{ 21 νωωω=
...,,2 κα Ωαr ∈,( 1 αα

κr ...,,2,1=
{α ...,,, 21 καα Ωαr ∈ κr ...,,2,1= . Τα στοιχεία µιας διάταξης ή ενός 

συνδυασµού είναι είτε διαφορετικά είτε όχι κατ’ ανάγκη διαφορετικά στοιχεία του Ω. 
Για την πρώτη περίπτωση διατηρούµε την ονοµασία διάταξη ή συνδυασµός των ν ανά 
κ ενώ στη δεύτερη περίπτωση όπου τα στοιχεία του Ω επιτρέπεται να 
επαναλαµβάνονται, χρησιµοποιούµε την ονοµασία διάταξη ή συνδυασµός των ν ανά κ 
µε επανάληψη. Η ειδική περίπτωση διάταξης των ν ανά ν (όλων των θεωρουµένων 
στοιχείων) καλείται ειδικότερα µετάθεση ν στοιχείων.  

 Σχετικά µε το πλήθος των διατάξεων και των συνδυασµών αποδεικνύουµε τα 
επόµενα θεωρήµατα. 

Θεώρηµα 4.1. (α) Ο αριθµός των διατάξεων των ν ανά κ, συµβολιζόµενος µε , 
δίδεται από τη σχέση 

κν)(

)!(
!)1()2)(1()(
κν
νκννννν κ −

=+−−−= L ,                        (4.1) 

όπου το γινόµενο όλων των ακεραίων από το 1 µέχρι το ν καλείται ν παραγοντικό και 
συµβολίζεται µε ν νν )1(321! −⋅⋅= L . 

(β) Ο αριθµός των συνδυασµών των ν ανά κ συµβολιζόµενος µε , δίδεται από 

τη σχέση 









κ
ν

)!(!
!

!
)(

κνκ
ν

κ
ν

κ
ν κ

−
==








,                                        (4.2) 
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Απόδειξη. (α) Σε µια οποιαδήποτε διάταξη )  των ν στοιχείων του 
 ανά κ, το πρώτο στοιχείο  µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο 

των ν στοιχείων, ενώ µετά την εκλογή του πρώτου στοιχείου, το δεύτερο στοιχείο α , 
επειδή πρέπει να είναι διαφορετικό από το , µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο των 
υπολοίπων  στοιχείων. Τελικά µετά την εκλογή των  στοι-χείων, το 
τελευταίο στοιχείο α , επειδή πρέπει να είναι διαφορετικό από τα  προηγούµενα 
στοιχεία, µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο των υπολοίπων 

...,,,( 21 κααα

1α

1 ,αα

}...,,,{ 21 νωωωΩ =

1−ν

2

+

1α

12 ...,, −κα
1−κ

(
κ

1)1 −=−− κνκν  
στοιχείων. Έτσι, σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή, συνάγεται η (4.1). 

(β) Σε κάθε συνδυασµό }{  των ν στοιχείων του Ω ανά κ αντιστοιχούν 
 διατάξεις των ν ανά κ, οι οποίες προκύπτουν µε µετάθεση των κ στοιχείων του 

κατά όλους τους  το πλήθος δυνατούς τρόπους. Εποµένως ο αριθµός των 
διατάξεων των ν ανά κ είναι ίσος µε  φορές τον αριθµό των συνδυασµών των ν ανά 
κ και έτσι χρησιµοποιώντας την (4.1) συνάγουµε την (4.2). 

...,,, 21 κααα

!κ

!κ
!κ

Θεώρηµα 4.2. Ο αριθµός των διατάξεων των ν ανά κ µε επανάληψη, συµβολιζόµενος 
µε U , είναι ίσος µε ),( κν

κνκνU =),( .                                                  (4.3) 

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι σε µία οποιαδήποτε διάταξη )...,,,( 21 κααα  των ν 
στοιχείων του }...,,,{ 21 νωωωΩ =  ανά κ µε επανάληψη οποιοδήποτε στοιχείο iα  
µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο των ν στοιχείων. Έτσι, σύµφωνα µε την 
πολλαπλασιαστική αρχή, συνάγεται η (4.3). 

Θεώρηµα 4.3. Ο αριθµός των συνδυασµών των ν ανά κ µε επανάληψη είναι ίσος µε 

)!1(!
)!1(

!
)1()1(1

−
−+

=
−++

=






 −+
νκ
κν

κ
κννν

κ
κν L .                      (4.4) 

Απόδειξη. Ας θεωρήσουµε ένα συνδυασµό }  των ν στοιχείων του 
 ανά κ µε επανάληψη και ας υποθέσουµε ότι οι κ δείκτες 

 είναι αριθµηµένοι από τον µικρότερο προς τον µεγαλύτερο. Η υπόθεση 
αυτή δεν περιορίζει τη γενικότητα εφόσον η οποιαδήποτε σειρά αναγραφής των 
στοιχείων ενός συνδυασµού δεν παίζει κανένα ρόλο. Τότε 

...,,,{
21 κiii ωωω

}...,,,{ 21 νωωωΩ =

κiii ...,,, 21

νiii κ ≤≤≤≤≤ L21

...,,,
21 jj ωωω

1  και 
αν στο συνδυασµό }{  αντιστοιχήσουµε το συνδυασµό {  
µε 

...,,,
21 κiii ωωω }

κj

11 ij = , ...,122 += ij , )1( −+= κij κκ , 

θα είναι 11 21 −+≤<<<≤ κνjjj κL

1−+ κν

, δηλαδή τα στοιχεία του δευτέρου 
συνδυασµού θα είναι διαφορετικά είτε είναι είτε δεν είναι διαφορετικά τα στοιχεία 
του πρώτου συνδυασµού και επιπλέον ο συνδυασµός  είναι ένας 
συνδυασµός των  στοιχείων του συνόλου 

}
}

...,,,{
21 κjjj ωωω

...,,,{ 21 + 1−= κνωωωW

ν

 ανά κ 
(χωρίς επανάληψη). Η αντιστοιχία αυτή συνεπάγεται ότι ο αριθµός των συνδυασµών 
των ν ανά κ µε επανάληψη είναι ίσος µε τον αριθµό των συνδυασµών των  
ανά κ (χωρίς επανάληψη). 

1−+ κ
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Παράδειγµα 4.1. (α) Κατανοµή διακεκριµένων σφαιριδίων σε διακεκριµένα κελιά. Ας 
θεωρήσουµε κ διακεκριµένα σφαιρίδια } τα οποία τοποθετούνται µέσα 
σε ν διακεκριµένα κελιά } . Ο αριθµός των τρόπων τοποθέτησης των κ 
διακεκριµένων σφαιριδίων µέσα στα ν διακεκριµένα κελιά, είναι ίσος µε 

...,,,{ 21 κσσσ
...,,,{ 21 νccc

κν , 

τον αριθµό των διατάξεων των ν ανά κ µε επανάληψη, επειδή το κάθε σφαιρίδιο 
µπορεί να τοποθετηθεί σε οποιοδήποτε από τα ν κελιά. 
 Ο αριθµός των τρόπων τοποθέτησης των κ διακεκριµένων σφαιριδίων µέσα στα ν 
διακεκριµένα κελιά έτσι ώστε το j κελί να περιέχει σφαιρίδια για όλα τα  

 µε 
jκ

νj ...,,2,1= κκκκ ν =+++ L21 , είναι ίσος µε 

!!!
!

21 νκκκ
κ
L

, 

επειδή τα  σφαιρίδια του πρώτου κελιού µπορούν να επιλεγούν από τα κ σφαιρίδια 
κατά 

1κ










1κ
κ

 

τρόπους. Μετά την επιλογή αυτή τα  σφαιρίδια του δευτέρου κελιού µπορούν να 
επιλεγούν από τα υπόλοιπα  σφαιρίδια κατά  

2κ

1κκ −








 −

2

1

κ
κκ

 

τρόπους. Συνεχίζοντας την ανάλυση αυτή, µετά την επιλογή των σφαιριδίων για τα 
 πρώτα κελιά, τα κ  σφαιρίδια του ν-οστού κελιού µπορούν να επιλεγούν από τα 

υπόλοιπα 
1−ν ν

νν κκκκκ =+++− − )( 11 L2  σφαιρίδια κατά ένα µόνον τρόπο και έτσι, 
σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή, συνάγεται ο ζητούµενος αριθµός, 








 −−−







 −







 −

ν

ν

κ
κκκ

κ
κκ

κ
κ 11

2

1

1

L
L  

                                    
)!(!

)!(
)!(!

)!(
)!(!

!

1

11

212

1

11 νν κκκκ
κκκ

κκκκ
κκ

κκκ
κ ν

−−−
−−−

−−
−

−
−

L

L
L=  

µετά από απλοποιήσεις. 
(β) Κατανοµή όµοιων σφαιριδίων σε διακεκριµένα κελιά. Ας θεωρήσουµε κ όµοια 

σφαιρίδια τα οποία τοποθετούνται µέσα σε ν διακεκριµένα κελιά . Σε 
κάθε τοποθέτηση των κ όµοιων σφαιριδίων µέσα στα ν διακεκριµένα κελιά 
αντιστοιχεί µία επιλογή κ κελιών } ανεξάρτητα σειράς και αντίστροφα 
όπου η τοποθέτηση ενός σφαιριδίου µέσα σε ένα κελί αντιστοιχεί στην επιλογή του 
κελιού αυτού. Εποµένως στην περίπτωση που κάθε κελί µπορεί να χωρέσει ένα µόνο 
σφαιρίδιο, ο αριθµός των τρόπων τοποθέτησης κ όµοιων σφαιριδίων µέσα σε ν 
διακεκριµένα κελιά είναι ίσος µε 

}...,,,{ 21 νccc

...,,,{
21 κiii ccc









κ
ν

, 
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τον αριθµό των συνδυασµών των ν ανά κ, ενώ στην περίπτωση που τα κελιά είναι 
απεριόριστης χωρητικότητας, ο αριθµός των τρόπων τοποθέτησης κ όµοιων 
σφαιριδίων µέσα σε ν διακεκριµένα κελιά είναι ίσος µε 








 −+
κ
κν 1

, 

τον αριθµό των συνδυασµών των ν ανά κ µε επανάληψη. 

 
5. ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ 
 
 Η προϋπόθεση του ισοπιθάνου των περιπτώσεων ή στοιχειωδών περιοχών που 
απαιτούν τόσο ο κλασικός ορισµός της πιθανότητας όσο και η γεωµετρική επέκτασή 
του περιορίζει σηµαντικά το πεδίο εφαρµογών της Θεωρίας των Πιθανοτήτων. Έτσι 
σε στοχαστικά πειράµατα (ή φαινόµενα) µε πεπερασµένο δειγµατικό χώρο στον 
οποίο τα δειγµατικά σηµεία δεν είναι ισοπίθανα ή µε αριθµησίµως άπειρο δειγµατικό 
χώρο, όπως για παράδειγµα η εκποµπή σωµατιδίων από ραδιενεργό ουσία, δεν µπορεί 
να εφαρµοσθεί ο κλασικός ορισµός της πιθανότητας. Επίσης σε στοχαστικά 
πειράµατα (ή φαινόµενα) µε µη αριθµήσιµο δειγµατικό χώρο στον οποίο οι 
στοιχειώδεις περιοχές δεν είναι ισοπίθανες, όπως για παράδειγµα ο χρόνος ζωής µιας 
µηχανής, δεν µπορεί να εφαρµοσθεί ο γεωµετρικός ορισµός της πιθανότητας. 
 Ο Von Mises στην προσπάθειά του να αντιµετωπίσει το πρόβληµα ορισµού 
πιθανότητας σε οποιουσδήποτε δειγµατικούς χώρους διατύπωσε τον ακόλουθο 
εµπειρικό ορισµό της πιθανότητας. 
 Ας υποθέσουµε ότι ένα στοχαστικό πείραµα (ή φαινόµενο) µε δειγµατικό χώρο Ω 
µπορεί να επαναληφθεί κάτω από τις ίδιες συνθήκες απεριόριστο αριθµό φορών και 
ας θεωρήσουµε ένα οποιοδήποτε ενδεχόµενο . Έστω ότι σε ν επαναλήψεις του 
στοχαστικού πειράµατος (ή φαινοµένου) το ενδεχόµενο Α έχει πραγµατοποιηθεί 

 φορές. Η σχετική συχνότητα του Α δίδεται από τo λόγο 

ΩA ⊆

)(Αnν

ν
Αn )(ν . 

Στην περίπτωση που υπάρχει το όριο της σχετικής συχνότητας όταν το ν τείνει στο 
άπειρο τούτο ορίζει, σύµφωνα µε τον Von Mises, την πιθανότητα του Α: 

ν
Αn

AP ν

ν

)(
lim)(

∞→
= .                                             (5.1) 

Σηµειώνουµε ότι, όπως εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί, και η εµπειρική πιθανότητα 
είναι 
 (α) µη αρνητική :  για κάθε ενδεχόµενο , 0)( ≥AP ΩA ⊆
 (β) νορµαλισµένη : , 1)( =ΩP

(γ) προσθετική : )()()( BPAPBAP +=+  για οποιαδήποτε ξένα ενδεχόµενα Α και 
. ΩΒ ⊆

 Η υπόθεση ότι ένα στοχαστικό πείραµα µπορεί να επαναληφθεί κάτω από τις ίδιες 
συνθήκες απεριόριστο αριθµό φορών αποτέλεσε το σηµείο κριτικής του εµπειρικού 
ορισµού της πιθανότητας. Επίσης η σύγκλιση στην (5.1) δεν µπορεί να νοηθεί µε την 
απόλυτη µαθηµατική έννοια αλλά µε πιθανότητα όπως θα δούµε στα θεωρήµατα 
σύγκλισης. 
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6. ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ 
 
 Επέκταση του κλασικού ορισµού της πιθανότητας ενδεχοµένου τόσο στην 
περίπτωση πεπερασµένου δειγµατικού χώρου µε όχι κατ’ ανάγκη ισοπίθανα 
δειγµατικά σηµεία όσο και στις περιπτώσεις αριθµησίµου ή µη αριθµησίµου 
δειγµατικού χώρου επιτυγχάνεται µε τον αξιωµατικό ορισµό της πιθανότητας. Ο 
ορισµός αυτός είναι αρκετά γενικός και ενσωµατώνει ως ειδική περίπτωση την 
κλασική πιθανότητα και ως οριακό θεώρηµα την εµπειρική πιθανότητα. 

Ορισµός 6.1. Έστω Ω ένας δειγµατικός χώρος στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου). Μια συνάρτηση η οποία σε κάθε ενδεχόµενο  αντιστοιχεί 
(εκχωρεί) έναν πραγµατικό αριθµό  καλείται πιθανότητα αν ικανοποιεί τα 
αξιώµατα (συνθήκες): 

ΩA ⊆
)(AP

(α) µη αρνητικότητας:  για κάθε ενδεχόµενο , 0)( ≥AP ΩA ⊆
(β) νορµαλισµού: , 1)( =ΩP
(γ) αριθµήσιµης προσθετικότητας: 

LLLL ++++=++++ )()()()( 2121 νν APAPAPAAAP  

για οποιαδήποτε ακολουθία κατά ζεύγη ξένων ενδεχοµένων , i . ΩAi ⊆ ...,...,,2,1 ν=

Παρατήρηση 6.1. Στην περίπτωση πεπερασµένου δειγµατικού χώρου Ω αντί του 
αξιώµατος της αριθµήσιµης προσθετικότητας αρκεί το ασθενέστερο αξίωµα 

(γ΄) προσθετικότητας : )()()( BPAPBAP +=+
ΩBA ⊆,

 για οποιαδήποτε ξένα (αµοιβαίως 
αποκλειόµενα) ενδεχόµενα , 

από το οποίο συνάγεται επαγωγικά η σχέση 

)()()()( 2121 νν APAPAPAAAP +++=+++ LL , 

για οποιαδήποτε κατά ζεύγη ξένα ενδεχόµενα Ω⊆iA , νi ...,,2,1= . 
 Σηµειώνουµε ότι ο αξιωµατικός ορισµός της πιθανότητας δεν καθορίζει κάποια 
έκφραση (τύπο) υπολογισµού της (συνάρτησης) πιθανότητας )  για κάθε 
ενδεχόµενο . Απλώς περιορίζεται στον καθορισµό των συνθηκών που πρέπει 
να ικανοποιεί η συνάρτηση ,  για να είναι πιθανότητα. Η ύπαρξη 
πρόσθετων στοιχείων σχετικών µε το δειγµατικό χώρο Ω και τις πιθανότητες των 
στοιχειωδών ενδεχοµένων του δύναται να οδηγήσει στον προσδιορισµό µιας 
έκφρασης (τύπου) υπολογισµού της πιθανότητας οποιουδήποτε ενδεχοµένου. Τέτοιες 
περιπτώσεις εξετάζουµε στα επόµενα παραδείγµατα. 

(AP
ΩA ⊆

) ΩA ⊆(AP

Παράδειγµα 6.1. Πεπερασµένοι δειγµατικοί χώροι. Ας θεωρήσουµε έναν 
πεπερασµένο δειγµατικό χώρο }...,,,{ 21 ΝωωωΩ =  µε  και έστω 

 ένα οποιοδήποτε ενδεχόµενο. Η πιθανότητα )  δύναται 
να εκφρασθεί συναρτήσει των πιθανοτήτων των στοιχειωδών ενδεχοµένων του Ω: 

ΝΩΝ =)(
PΩωωωΑ iii ⊆= }...,,,{

21 κ
(A

ii pωP =})({ , i N...,,2,1= . 

Συγκεκριµένα, χρησιµοποιώντας το ότι }{}{}{
21 κiii ωωωA +++= L  συνάγουµε, 

σύµφωνα µε το αξίωµα της προσθετικότητας, την έκφραση 

})({})({})({)(
21 κiii ωPωPωPAP +++= L  
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και έτσι 

κiii pppAP +++= L
21

)( . 

Σηµειώνουµε ότι, σύµφωνα µε το αξίωµα του νορµαλισµού και επειδή 
, οι πιθανότητες των στοιχειωδών ενδεχοµένων ικανοποιούν 

τη σχέση 
NpppΩΡ +++= L21)(

121 =+++ Nppp L . 

Συµπερασµατικά, στην περίπτωση πεπερασµένου δειγµατικού χώρου, η γνώση των 
πιθανοτήτων των στοιχειωδών ενδεχοµένων επιτρέπει τον υπολογισµό της 
πιθανότητας οποιουδήποτε ενδεχοµένου. Οι αρχικές αυτές πιθανότητες δύνανται να 
προκύψουν από την εξέταση και ανάλυση των συνθηκών και των οργάνων εκτέλεσης 
του συγκεκριµένου στοχαστικού πειράµατος. Αξίζει να σηµειωθεί ότι στην 
περίπτωση ισοπιθάνων δειγµατικών σηµείων, 

N
ωPp ii

1})({ == , Ni ...,,2,1= , 

η ανωτέρω έκφραση της πιθανότητας )  απλοποιείται λαµβάνοντας τη µορφή (AP

N
ANAP )()( = , 

η οποία συµφωνεί µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας. 

Παράδειγµα 6.2. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός κύβου. 
Καταγράφοντας την ένδειξη της επάνω έδρας του κύβου ο δειγµατικός χώρος του 
τυχαίου αυτού πειράµατος είναι το σύνολο 

}6,5,4,3,2,1{=Ω  

µε 6  δειγµατικά σηµεία. )( == ΩΝΝ
(α) Στην περίπτωση συνήθους κύβου, ο οποίος είναι συµµετρικός και  

κατασκευασµένος από οµοιογενές υλικό, όλες οι έδρες έχουν την ίδια πιθανότητα 
εµφάνισης: 

6
1})({ == jPp j , 6,5,4,3,2,1=j . 

H πιθανότητα οποιουδήποτε ενδεχοµένου Α δίδεται τότε από τον τύπο 

6
)()( ANAP = , 

της κλασικής πιθανότητας. Έτσι, αν Α είναι το ενδεχόµενο εµφάνισης αριθµού 
µεγαλύτερου ή ίσου του 5, τότε }6,5{=A  και 2)( =AN , οπότε 

3
1)( =AP . 

 (β) Στην περίπτωση κύβου µε ανοµοιογενές υλικό κατασκευής, τέτοιο ώστε η 
πιθανότητα εµφάνισης οποιασδήποτε έδρας να είναι ανάλογη του αριθµού (των 
κουκκίδων) που φέρει, τότε 

cjjPp j == })({ , 6,5,4,3,2,1=j , 
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όπου c ο συντελεστής αναλογίας. Όµως 1654321 =+++++ pppppp , οπότε 
1)654321( =+++++c  και έτσι 21/1=c . Εποµένως η πιθανότητα οποιουδήποτε 

ενδεχοµένου  δίδεται από τον τύπο Ωjκ ⊆}...,jjA = ,,{ 21

21
)( 21 κjjj

AP
+++

=
L

. 

Έτσι αν Α είναι το ενδεχόµενο εµφάνισης αριθµού µεγαλυτέρου ή ίσου του 5, τότε 
 και }6,5{=A

21
11

21
65)( =

+
=AP . 

 Στηριζόµενοι στα αξιώµατα (α), (β) και (γ) αποδεικνύουµε στα επόµενα 
θεωρήµατα βασικές ιδιότητες της πιθανότητας. 

Θεώρηµα 6.1. (α) Αν ∅  είναι το αδύνατο ενδεχόµενο, ως προς το δειγµατικό χώρο Ω, 
τότε 

0)( =∅P .                                                     (6.1) 

(β) Αν ,  είναι κατά ζεύγη ξένα (αµοιβαίως αποκλειόµενα) 
ενδεχόµενα, τότε 

ΩAi ⊆ νi ...,,2,1=

)()()()( 2121 νν APAAPAAAP +++=+++ LL                       (6.2) 

 (γ) Αν  είναι το συµπλήρωµα ενός ενδεχοµένου Α, ως προς το δειγµατικό χώρο 
Ω, τότε 

A′

)(1)( APAP −=′ .                                               (6.3) 

 (δ) Αν  είναι οποιαδήποτε ενδεχόµενα, τότε ΩBA ⊆ ,

)()()( ABPAPBAP −=−                                         (6.4) 

και αν A , τότε B ⊆

)()()( BPAPBAP −=− .                                         (6.5) 

 (ε) Αν  είναι οποιαδήποτε ενδεχόµενα, τότε ΩBA ⊆,

)()()()( ABPBPAPBAP −+=∪                                  (6.6) 
και 

)()()(1)( ABPBPAPBAP +−−=′′ .                               (6.7) 

Απόδειξη. (α) Θέτοντας , ∅=iA ...,2,1=i , έχουµε ∅=++++ LL νAAA 21  και 
χρησιµοποιώντας το αξίωµα (γ) συνάγουµε τη σχέση 

LLLL ++++=++++=∅ )()()()()( 2121 νν APAPAPAAAPP  

                        LL +∅++∅+∅ )()()( PPP= . 

Επιπλέον, σύµφωνα µε το αξίωµα (α) έχουµε 

0)( ≥∅P . 

Εποµένως η σειρά µη αρνητικών όρων, 

0)()( =+∅++∅ LL PP , 
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είναι µηδενική, οπότε . 0)( =∅P
 (β) Ας θεωρήσουµε και τα ενδεχόµενα ∅=iA , ...,2,1 ++= ννi . Τότε 
χρησιµοποιώντας το αξίωµα (γ) και την (6.1) συµπεραίνουµε ότι 

     )()( 12121 LLL +++++=+++ +ννν AAAAPAAAP  

            )()()()()()()( 21121 ννν APAAPAPAPAPAP +++=+++++=  + LLL

 (γ) Παρατηρούµε ότι τα ενδεχόµενα Α και A′  είναι ξένα (αµοιβαίως 
αποκλειόµενα), ∅=′∩ AA , και ΩAA =′+ . Εποµένως χρησιµοποιώντας την (6.2) 
µε 2=ν  και το αξίωµα (β) συνάγουµε τη σχέση 

1)()()( ==′+ ΩPAPAP  

η οποία συνεπάγεται την (6.3). 
 (δ) Παρατηρούµε ότι τα ενδεχόµενα ΒΑΒΑ ′∩=−  είναι ξένα µεταξύ τους: 

∅=∅∩=∩′∩=∩∩′∩ ABBABABA )()()(  
και επιπλέον 

                   ( ])[(])[()() BBAABABABA ∪′∩∩∪′∩=∩+′∩  

                                                  ABAABBBAA =∪∩=′∪∩∪∩= . )()]()[(

Εποµένως, χρησιµοποιώντας την (6.2) µε 2=ν , συνάγουµε την 

)()()]()[()( BAPBAPBABAPAP ∩+′∩=∩+′∩=  
και έτσι 

)()()()( ABPAPBAPBAP −=′∩=− . 

Στην περίπτωση που  έχουµε AB ⊆ BAB =  και εποµένως 

)()()( BPAPBAP −=− . 

 (ε) Τα ενδεχόµενα BABA ′∩=−  και Β είναι ξένα, ∅=∩′∩ BBA )( , και 
. Εποµένως σύµφωνα µε την (6.2), BABBA ∪=+′∩ )(

)()(])[()( BPBAPBBAPBAP +−=+−=∪  

και χρησιµοποιώντας την (6.5) συνάγουµε την (6.6). Επειδή )( ′∪=′′ BABA , 
εφαρµόζοντας την (6.3) συµπεραίνουµε την (6.7). 

Η πιθανότητα της ένωσης τριών οποιωνδήποτε ενδεχοµένων συνάγεται µε τη 
χρησιµοποίηση της (6.6) στο ακόλουθο πόρισµα. 

Πόρισµα 6.1. Αν  είναι οποιαδήποτε ενδεχόµενα, τότε ΩΓBA ⊆ , ,

)()()()()()()()( ABΓPBΓPAΓPABPΓPBPAPΓBAP +−−−++=∪∪  (6.8) 
και 

)()()()()()()(1)( ABΓPBΓPAΓPABPΓPBPAPΓBAP −+++−−−=′′′ . (6.9) 

Απόδειξη. Η πιθανότητα της ένωσης των ενδεχοµένων BA∪  και Γ , σύµφωνα µε 
την (6.6) εκφράζεται ως εξής: 

                ])[()()(])[( ΓBAPΓPBAPΓBAP ∪−+∪=∪∪  

                            )]()[()()()()( BΓAΓPΓPABPBPAP ∪−+−+= . 
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Επίσης, σύµφωνα και πάλιν µε την (6.6), 

)()()()]()[( ABΓPBΓPAΓPBΓAΓP −+=∪  

και έτσι συνάγεται η έκφραση (6.8). Επειδή )( ′∪∪=′′′ ΓBAΓBA , εφαρµόζοντας 
την (6.3) συµπεραίνουµε την (6.9). 

Θεώρηµα 6.2. Η πιθανότητα , λαµβάνει τιµές στο διάστηµα [ : ΩAAP ⊆  ),( ]1,0

1)(0 ≤≤ AP  για κάθε                                   (6.10) ΩA ⊆

και είναι αύξουσα συνάρτηση: 

)()( ΒPAP ≤  για κάθε µε .                       (6.11) ΩBA ⊆ ,  BA ⊆

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι, σύµφωνα µε το αξίωµα (α) της µη αρνητικότητας, 
έχουµε 

0)( ≥AP , 0)( ≥′AP  για κάθε  ΩA ⊆

οπότε χρησιµοποιώντας και την (6.3), )(1)( APAP −=′ , συνάγουµε την (6.10). 
Επίσης, σύµφωνα µε το αξίωµα (α) της µη αρνητικότητας, η πιθανότητα του 
ενδεχοµένου  είναι µη αρνητική, ΩAB ⊆−

0)( ≥− ABP , 
και επειδή σύµφωνα µε την (6.5), 

)()()( APBPABP −=− , 

εφόσον , συνάγουµε την (6.11). BA ⊆

 Οι βασικές ιδιότητες της πιθανότητας που αποδείχθηκαν στο θεώρηµα 6.1 και στο 
Πόρισµα 6.1 εκτός από το θεωρητικό ενδιαφέρον που παρουσιάζουν, είναι και 
υπολογιστικά χρήσιµες όπως φαίνεται στα επόµενα παραδείγµατα. 

Παράδειγµα 6.3. Ας θεωρήσουµε µία σειρά τριών γεννήσεων σ’ ένα µαιευτήριο και 
το ενδεχόµενο Β της γέννησης ενός τουλάχιστο αγοριού. Υποθέτοντας ότι η γέννηση 
αγοριού είναι εξίσου πιθανή µε τη γέννηση κοριτσιού, να υπολογισθεί η πιθανότητα 

. )(BP
 Παρατηρούµε ότι συµπληρωµατικό του ενδεχοµένου Β είναι το ενδεχόµενοB′  της 
γέννησης κοριτσιού και στις τρεις περιπτώσεις. Η πιθανότητα )  υπολογίζεται 
πιο εύκολα από την ) . Συγκεκριµένα, ο δειγµατικός χώρος περιλαµβάνει 8 
ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία (βλ. Παράδειγµα 2.3) από τα οποία µόνο ένα ανήκει στο 

(BP ′
(BP

B′  και έτσι 

8
1)( =′BP  

και σύµφωνα µε την (6.3) παίρνουµε 

8
7

8
11)(1)( =−=′−= BPBP . 

 Ένας άλλος τρόπος υπολογισµού της πιθανότητας )  είναι να θεωρήσουµε το 
ενδεχόµενο Β ως ένωση των κατά ζεύγη ξένων ενδεχοµένων  και  της 
γέννησης 21  και 3 αγοριών, αντίστοιχα. Τότε 

(BP

21, AA 3A
,

13
8
7

888
3)()()()()( 321321 =++=++=++= APAPAPAAAPBP . 
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Παράδειγµα 6.4. Το πρόβληµα των γενεθλίων. Ας θεωρήσουµε ένα σύνολο κ ατόµων 
των οποίων καταγράφουµε τα γενέθλια. Σηµειώνουµε ότι ένα έτος έχει 365 ηµέρες 
εκτός και αν είναι δίσεκτο, οπότε έχει 366 ηµέρες. Επίσης έχει παρατηρηθεί ότι ο 
αριθµός των γεννήσεων δεν είναι σταθερός καθ’ όλη τη διάρκεια του έτους. Όµως, σε 
πρώτη προσέγγιση, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι ένα έτος έχει 365 ηµέρες οι οποίες 
είναι εξίσου πιθανές ως ηµέρες γενεθλίων. Με την παραδοχή αυτή, να υπολογισθεί η 
πιθανότητα όπως δύο τουλάχιστο από τα κ άτοµα έχουν γενέθλια την ίδια ηµέρα. 
 Παρατηρούµε ότι οι ηµέρες των γενεθλίων του συνόλου των κ ατόµων µπορούν να 
παρασταθούν από µία διάταξη )  του συνόλου των 365 ηµερών 

 ανά κ µε επανάληψη, όπου 
...,,,( 21 κiii

}365...,,2,1{ ri

A

 είναι η ηµέρα γέννησης του r ατόµου, 
. Ο δειγµατικός χώρος Ω, ο οποίος περιλαµβάνει τις διατάξεις αυτές, έχει 
 ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία. Έστω Α το ενδεχόµενο όπως δύο 

τουλάχιστο από τα κ άτοµα έχουν γενέθλια την ίδια ηµέρα. Το συµπληρωµατικό του 
ενδεχοµένου Α είναι το ενδεχόµενο 

κr ...,,2,1=
κΩN 365)( =

′  όπως τα κ άτοµα έχουν διαφορετικές ηµέρες 
γενεθλίων. Παρατηρούµε ότι η πιθανότητα )(AP ′  υπολογίζεται πιο εύκολα από την 
πιθανότητα ) . Συγκεκριµένα, το ενδεχόµενο (AP A′  περιλαµβάνει τις διατάξεις 

 του συνόλου των 365 ηµερών }{  ανά κ (χωρίς επανάληψη) και 
έτσι . Εφαρµόζοντας την (6.1), συνάγουµε την πιθανότητα 

)...,,,( 21 κiii
ΑΝ )( =′

365...,,2,1

κ)365(

κ
κAP

365
)365(

)( =′  

και σύµφωνα µε την (6.5) συµπεραίνουµε τη ζητουµένη πιθανότητα: 

κ
κAPAP

365
)365(

1)(1)( −=′−= . 

Σηµειώνουµε ότι για , έχουµε . 23=κ 2/1)( >AP

Παράδειγµα 6.5. Έστω ότι από µία κληρωτίδα η οποία περιέχει 10 σφαιρίδια 
αριθµηµένα από το 0 µέχρι το 9 κληρώνεται κάθε εβδοµάδα ένας αριθµός. Μετά από 
κάθε κλήρωση το εξαγόµενο σφαιρίδιο επανατοποθετείται στην κληρωτίδα. Ας 
θεωρήσουµε το στοχαστικό πείραµα 3 (διαδοχικών) κληρώσεων. Να υπολογισθεί η 
πιθανότητα του ενδεχοµένου όπως ο µεγαλύτερος αριθµός που θα κληρωθεί είναι το 
5. 
 Το ενδεχόµενο όπως ο µεγαλύτερος αριθµός που θα κληρωθεί είναι το 5 δύναται 
να παρασταθεί ως διαφορά BA −

B ⊆

 του ενδεχοµένου Α όπως ο µεγαλύτερος αριθµός 
που θα κληρωθεί είναι ένας από τους αριθµούς }{  και του ενδεχοµένου Β 
όπως ο µεγαλύτερος αριθµός που θα κληρωθεί είναι ένας από τους αριθµούς 

. Παρατηρούµε ότι  και σύµφωνα µε την (6.5) 

5,4,3,2,1,0

}4,3,2,1,0{ A

)()()( BPAPBAP −=− . 

Ο αριθµός των στοιχείων του δειγµατικού χώρου Ω των 3 διαδοχικών κληρώσεων 
είναι ίσος µε , τον αριθµό των διατάξεων των 10 αριθµών 
ανά 3 µε επανάληψη, ενώ ο αριθµός των στοιχείων του ενδεχοµένου Α είναι ίσος µε 

, τον αριθµό των διατάξεων των 6 αριθµών ανά 3 µε 
επανάληψη. Οµοίως  και έτσι 

310)( =ΩN

)(ΒΝ

}9...,,2,1,0{  

}{  36)( =ΑΝ 5,4,3,2,1,0
35=
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091,0
10
5

10
6)( 3

3

3

3
=−=− BAP . 

Παράδειγµα 6.6. (Συνέχεια). Να υπολογισθεί η πιθανότητα του ενδεχοµένου να 
κληρωθούν οι αριθµοί 0 και 1 (από µία τουλάχιστο φορά ο καθένας). 
 Ας θεωρήσουµε τα ενδεχόµενα Α και Β να µη κληρωθούν οι αριθµοί 0 και 1, 
αντίστοιχα. Τότε BA ′′  είναι το ενδεχόµενο να κληρωθούν οι αριθµοί 0 και 1 (από µία 
τουλάχιστο φορά ο καθένας) και σύµφωνα µε την (6.7), 

)()()(1)( ABPBPAPBAP +−−=′′ . 

Ο αριθµός των στοιχείων του ενδεχοµένου Α είναι ίσος µε , τον αριθµό 
των διατάξεων των 9 αριθµών }  ανά 3 µε επανάληψη, ο αριθµός των 
στοιχείων του Β είναι ίσος µε , τον αριθµό των διατάξεων των 9 αριθµών 

 ανά 3 µε επανάληψη και ο αριθµός των στοιχείων του  είναι ίσος µε 
, τον αριθµό των διατάξεων των 8 αριθµών }  ανά 3 µε 

επανάληψη. Εποµένως 

39)( =AN

AB
9...,,3,2{

9...,,2,1{
39)( =BN

}9...,,3,2,0{
38)( =ABN

054,0
10
8

10
921)( 3

3

3

3

=+−=′′BAP . 

 
7. ∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ 
 
 Η ανάγκη εισαγωγής της δεσµευµένης πιθανότητας αναφύεται στις περιπτώσεις 
όπου µία µερική γνώση ως προς την έκβαση ενός τυχαίου (στοχαστικού) πειράµατος 
µειώνει την αβεβαιότητα συρρικνώνοντας το δειγµατικό χώρο. Συγκεκριµένα, ας 
θεωρήσουµε ένα τυχαίο πείραµα µε δειγµατικό χώρο Ω και πιθανότητα )  για 
κάθε ενδεχόµενο . Ας υποθέσουµε ότι σε κάποιο στάδιο εκτέλεσής του 
πραγµατοποιήθηκε ένα συγκεκριµένο ενδεχόµενο . Τότε, όσον αφορά την 
τελική του έκβαση, ο δειγµατικός χώρος συρρικνώνεται στο σύνολο Α και ένα 
οποιοδήποτε ενδεχόµενο Β (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω) συρρικνώνεται στο 
ενδεχόµενο 

(AP
ΩA ⊆

AB

ΩA ⊆

Γ =  το οποίο συµβολίζεται µε  και διαβάζεται: το ενδεχόµενο Β 
δεδοµένου του (ενδεχοµένου) Α. Η πιθανότητα του ενδεχοµένου Β δεδοµένου του Α, 
η οποία συµβολίζεται µε ,  και καλείται δεσµευµένη πιθανότητα 
(δεδοµένου του Α), συνδέεται, όπως είναι φυσικό, µε τις πιθανότητες )  και 

. Το επόµενο παράδειγµα χρησιµεύει στην καλύτερη κατανόηση του πλαισίου 
στο οποίο τοποθετείται η δεσµευµένη πιθανότητα. 

AB |

) ΩΒ ⊆|( ABP
(AP

)(ABP

Παράδειγµα 7.1. Ας θεωρήσουµε µία κληρωτίδα η οποία περιέχει 5 σφαιρίδια 
αριθµηµένα από το 1 µέχρι το 5. Τα σφαιρίδια 1 και 2 είναι άσπρα ενώ τα σφαιρίδια 
3, 4 και 5 είναι µαύρα.  

(α) Έστω ότι σε µία πρώτη κλήρωση ένα σφαιρίδιο εξάγεται τυχαία και ας 
θεωρήσουµε το ενδεχόµενο Α εξαγωγής σ’ αυτήν άσπρου σφαιριδίου. Ο δειγµατικός 
χώρος του τυχαίου αυτού πειράµατος περιλαµβάνει τα ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία: 

 και το ενδεχόµενο της εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου περιλαµβάνει 
τα σηµεία: . Εποµένως, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, 

}5,4,3,2,1{1 =Ω
1{=A }2,

5
2)( =AP , 

5
3)( =′AP . 
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(β) Έστω ότι, χωρίς επανάθεση στην κληρωτίδα του σφαιριδίου που εξάγεται στην 
πρώτη κλήρωση, σε µία δεύτερη κλήρωση ένα σφαιρίδιο εξάγεται τυχαία και ας 
θεωρήσουµε το ενδεχόµενο Β εξαγωγής σ’ αυτήν άσπρου σφαιριδίου. O υπολογισµός 
της πιθανότητας )  απαιτεί τη γνώση της σύνθεσης των σφαιριδίων στην 
κληρωτίδα τη στιγµή της εξαγωγής του δευτέρου σφαιριδίου. Συγκεκριµένα, η γνώση 
της πραγµατοποίησης ή µη πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α κατά την πρώτη 
εξαγωγή επιτρέπει τον υπολογισµό της πιθανότητας ) , σύµφωνα µε το θεώρηµα 
της ολικής πιθανότητας το οποίο εξετάζουµε πιο κάτω. Το παράδειγµα αυτό 
υποδεικνύει την ανάγκη εισαγωγής της δεσµευµένης πιθανότητας , του 
ενδεχοµένου Β δεδοµένου του Α. Περαιτέρω, η σύνδεση της πιθανότητας  µε 
τις πιθανότητες )  και ) , η οποία συνάγεται από τη σύνθεση των δύο 
κληρώσεων στο ακόλουθο (σύνθετο) τυχαίο πείραµα, υποδεικνύει τον ορισµό της 
δεσµευµένης πιθανότητας µέσω της (µη δεσµευµένης) πιθανότητας. 

(BP

(AP

(BP

)
)

|( ABP
|( ABP

(ABP

(γ) Έστω ότι από την ανωτέρω κληρωτίδα εξάγονται τυχαία δύο σφαιρίδια, το ένα 
µετά το άλλο, χωρίς επανάθεση. Ο δειγµατικός χώρος Ω του σύνθετου αυτού τυχαίου 
πειράµατος περιλαµβάνει τα εξής 20)5()( 2 ==≡ ΩNN  ισοπίθανα δειγµατικά 
σηµεία: 

),2,3(),1,3(),5,2(),4,2(),3,2(),1,2(),5,1(),4,1(),3,1(),2,1{(=Ω  

              )}4,5(),3,5(),2,5(),1,5(),5,4(),3,4(),2,4(),1,4(),5,3(),4,3( .

To ενδεχόµενο Α (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω), εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου στην 
πρώτη κλήρωση, περιλαµβάνει τα ακόλουθα 8)( =AN  δειγµατικά σηµεία: 

)}5,2(),4,2(),3,2(),1,2(),5,1(),4,1(),3,1(),2,1{(=A , 

ενώ τo ενδεχόµενο Β (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω), εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου 
στην δεύτερη κλήρωση, περιλαµβάνει τα ακόλουθα 8)( =BN  δειγµατικά σηµεία: 

)}2,5(),1,5(),2,4(),1,4(),2,3(),1,3(),1,2(),2,1{(=B . 

Έτσι, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, η πιθανότητα 
πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α είναι ίση µε 

5
2

20
8)()( ===

N
ANAP , 

σε συµφωνία µε το αποτέλεσµα της περίπτωσης του τυχαίου πειράµατος της µιας 
(πρώτης) κλήρωσης. 
 Ας υποθέσουµε ότι στην πρώτη κλήρωση του συνθέτου τυχαίου πειράµατος 
πραγµατοποιήθηκε το ενδεχόµενο Α, της εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου. Η γνώση της 
πραγµατοποίησης του Α µειώνει την αβεβαιότητα ως προς την τελική έκβαση του 
συνθέτου τυχαίου πειράµατος συρρικνώνοντας το δειγµατικό χώρο Ω στο σύνολο Α 
και το ενδεχόµενο Β στο ενδεχόµενο 

)}1,2(),2,1{(=AB  

µε 2 . Εποµένως η δεσµευµένη πιθανότητα του Β δεδοµένου του Α είναι ίση 
µε 

)( =ABN

4
1

8
2

)(
)()|( ===

AN
ABNABP . 
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Παρατηρούµε ότι, χρησιµοποιώντας τις σχέσεις 

N
ABNABP )()( = , 

N
ANAP )()( =  

συνάγουµε για τη δεσµευµένη πιθανότητα την έκφραση 

)(
)()|(

AP
ABPABP = . 

 Σηµειώνουµε ότι, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό, η (µη δεσµευµένη) πιθανό-
τητα του Β είναι ίση µε 

5
2

20
8)()( ===

N
BNBP . 

Η πιθανότητα αυτή, τόσο στην παρούσα περίπτωση του πεπερασµένου δειγµατικού 
χώρου Ω µε ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία όσο και σε οποιαδήποτε γενικότερη 
περίπτωση, όπως αναφέρθηκε και πιο πάνω, δύναται να υπολογισθεί µε τη χρήση του 
θεωρήµατος της ολικής πιθανότητας (βλ. Παράδειγµα 7.3). 

 Ο ορισµός της δεσµευµένης πιθανότητας που ακολουθεί αξιοποιεί τα συµπε-
ράσµατα της προηγηθείσας ανάλυσης. 

Ορισµός 7.1. Έστω Ω ένας δειγµατικός χώρος στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου) και  ένα ενδεχόµενο µε . Η δεσµευµένη πιθανότητα, 
δεδοµένου του Α, είναι µία συνάρτηση  , η οποία ορίζεται ως εξής: 

ΩA ⊆ 0)( >AP
Ω⊆B)|( ABP ,

)(
)()|(

AP
ABPABP = , .                                  (7.1) Ω⊆B

Όταν  η  δεν ορίζεται. Για συγκεκριµένο ενδεχόµενο η 
 καλείται δεσµευµένη πιθανότητα του Β δεδοµένου του Α. 

0)( =AP ,
)A

)|( ABP Ω⊆B  
|(BP

 ΄Αµεση συνέπεια του ορισµού είναι ότι η δεσµευµένη πιθανότητα ικανοποιεί τα 
αξιώµατα, 

(α) µη αρνητικότητας:  για κάθε ενδεχόµενο , 0)|( ≥ABP ΩB ⊆
(β) νορµαλισµού: , 1)|( =AP Ω
(γ) αριθµήσιµης προσθετικότητας: 

LLLL ++++=++++ )|()|()|()|( 2121 ABPABPABPABBBP νν  

για οποιαδήποτε ακολουθία κατά ζεύγη ξένων ενδεχοµένων , ,...,...,2 ,1  , νΩ =⊆ iBi

και έτσι είναι µια γνήσια πιθανότητα. Σηµειώνουµε ότι από την ιδιότητα (γ) 
συνάγεται ως µερική περίπτωση η σχέση 

)|()|()|()|( 2121 ABPABPABPABBBP νν +++=+++ LL  

για κατά ζεύγη ξένα (αµοιβαίως αποκλειόµενα) ενδεχόµενα . Η 
δεσµευµένη πιθανότητα ως γνήσια πιθανότητα ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες της 
πιθανότητας. Για παράδειγµα, αν 

νΩ ,...,2 ,1  , =⊆ iBi

B′  είναι το συµπλήρωµα ενός ενδεχοµένου Β, η 
δεσµευµένη πιθανότητα )(/)()|( APBAABP P ′=′ , επειδή )()()( ABPAPBAP −=′ , 
εκφράζεται συναρτήσει της δεσµευµένης πιθανότητας )(/)() APABPA|(BP =  ως 

)|(1)|( ABPABP −=′ . 
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 Η δεσµευµένη πιθανότητα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την έκφραση της 
πιθανότητας της τοµής ενδεχοµένων. Σχετικά αποδεικνύουµε το επόµενο θεώρηµα 

Θεώρηµα 7.1. (Πολλαπλασιαστικό θεώρηµα). Έστω νΩ ,...,2 ,1  , =⊆ iAi , ενδεχόµενα 
µε . Τότε 0)( 121 >−νAAAP L

)|()|()|()()( 12121312121 −= ννν AAAAPAAAPAAPAPAAAP LLL .       (7.2) 

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι 

121221121 AAAAAAAAA ⊆⊆⊆⊆ −− LLL νν , 
οπότε 

)()()()( 121221121 APAAPAAAPAAAP ≤≤≤≤ −− LLL νν  

και επειδή , έπεται ότι 0)( 121 >−νAAAP L

0)( 1 >AP , .. 0)(...,,0)( 12121 >> −νAAAPAAP L

Εποµένως οι δεσµευµένες πιθανότητες στο δεξιό µέλος της (7.2) έχουν έννοια 
(ορίζονται). Σύµφωνα µε τον ορισµό (7.1) έχουµε 
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21
12 AP

AAPAAP = , 
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321
213 AAP

AAAP
AAAP = ,…, 
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−

−
− =

ν

νν
νν AAAP

AAAAP
AAAAP

L

L
L  

και εποµένως 

              
)(

)(
)(
)(

)(
)()()(

121

21

21

321

1

21
121

−

=
ν

ν
ν AAAP

AAAP
AAP

AAAP
AP
AAPAPAAAP

L

L
LL  

                                      = . )|()|()|()( 121213121 −νν AAAAPAAAPAAPAP LL

Παράδειγµα 7.3. Ας θεωρήσουµε µία κληρωτίδα η οποία περιέχει ν σφαιρίδια 
αριθµηµένα από το 1 µέχρι το ν και έστω ότι r από τα σφαιρίδια αυτά είναι άσπρα. 
Εξάγουµε τυχαία και χωρίς επανάθεση το ένα µετά το άλλο κ σφαιρίδια. Να 
υπολογισθεί η πιθανότητα όπως και τα κ εξαγόµενα σφαιρίδια είναι άσπρα. 
 Έστω  το ενδεχόµενο εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου στην j εξαγωγή 

. Τότε  είναι το ενδεχόµενο όπως και τα κ εξαγόµενα 
σφαιρίδια είναι άσπρα και η ζητουµένη πιθανότητα, σύµφωνα µε την (7.2), είναι 

jA
ν...,,2,1=j κAAA L21

)|()|()()( 12112121 −= κκ AAAAPAAPAPAAAP LLL κ  

    
κ

κ

ν
r

κν
κr

ν
r

ν
r

)(
)(

1
1

1
1

=
+−
+−

−
−

⋅ L= . 

Στην περίπτωση του Ελληνικού Lotto η κληρωτίδα περιέχει 49=ν  σφαιρίδια και 
κληρώνονται  αριθµοί. Τα r σφαιρίδια φέρουν τους αριθµούς στους οποίους 
στοιχηµατίζει κάποιος. Έτσι αν στοιχηµατίσει σε 

6=κ
6=r  αριθµούς, η πιθανότητα να 

πετύχει και τους 6 αριθµούς που κληρώνονται είναι 

00000007,0
816.998.13

1
≅=p . 
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Η πιθανότητα οποιουδήποτε ενδεχοµένου δύναται να αναλυθεί σε άθροισµα 
πιθανοτήτων µε τη χρησιµοποίηση δεσµευµένων πιθανοτήτων του ενδεχοµένου 
αυτού. Η ανάλυση αυτή απαιτεί την έννοια της διαµέρισης του δειγµατικού χώρου Ω 
η οποία ορίζεται ως εξής: 

Μία συλλογή } ν ενδεχοµένων , ...,,,{ 21 νAAA ΩAi ⊆ νi ...,,2,1= , τα οποία είναι 
κατά ζεύγη ξένα, ∅=∩ ji AA , ji ≠ , και η ένωσή τους είναι το Ω, 

ΩAAA =+++ νL21 , καλείται διαµέριση του Ω. 

Θεώρηµα 7.2. (Θεώρηµα ολικής πιθανότητας). Αν τα ενδεχόµενα  
αποτελούν µία διαµέριση του δειγµατικού χώρου Ω µε ,  και Β 
είναι ένα ενδεχόµενο στον Ω, τότε 

}...,,,{ 21 νAAA
ν...,,2,10)( >κAP κ =

∑
=

=
ν

κ
κκ

1
)|()()( ABPAPBP .                                       (7.3) 

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι 

BABABABAAAB νν +++=+++== LL 2121 )(ΩΒ , 

όπου τα ενδεχόµενα , BAΓ κκ = νκ ...,,2,1=  είναι κατά ζεύγη ξένα µεταξύ τους 
επειδή για ji ≠  ∅== AA jij (Γ Bi )Γ . Εποµένως, σύµφωνα µε την προσθετική 
ιδιότητα της πιθανότητας, έχουµε 

)()()()( 21 BAPBAPBAPBP ν+++= L . 

Επειδή 0 , από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας, έπεται ότι )( >κAP

)|()()( κκκ ABPAPBAP = , νκ ...,,2,1= , 
οπότε 

)|()()|()()|()()( 2211 νν ABPAPABPAPABPAPBP +++= L . 

Παρατήρηση 7.1. Η δεσµευµένη πιθανότητα όπως έχουµε ήδη σηµειώσει ικανοποιεί 
όλες τις ιδιότητες της (απόλυτης) πιθανότητας. Ο τύπος της ολικής πιθανότητας 
διατυπώνεται συναρτήσει της δεσµευµένης πιθανότητας ως εξής: 

Έστω Α ένα ενδεχόµενο στο δειγµατικό χώρο Ω µε 0 . Αν τα ενδεχόµενα 
 αποτελούν µία διαµέριση του Ω µε ,  και Β 

είναι ένα ενδεχόµενο στον Ω, τότε 

)( >AP
)| >Aκ}...,,,{ 21 νAAA 0 νκ ...,,2,1=(AP

∑
=

=
ν

κ
κκ

1
)|()|()|( AABPAAPABP .                                (7.4) 

Θεώρηµα 7.3. (Τύπος του Bayes). Aν τα ενδεχόµενα }  αποτελούν µία 
διαµέριση του δειγµατικού χώρου Ω µε  

...,,,{ 21 νAAA
νκ ...,,2,10)( >AP ,κ =  και Β είναι ένα 

ενδεχόµενο στον Ω µε  τότε 

AB )|(

0)( >BP ,

∑
=

= ν

κ
κκ

rr
r

ABPAP

PAPBAP

1
)|()(

)()|( , ν...,,2,1=r .                        (7.5) 
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Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας και το 
θεώρηµα της ολικής πιθανότητας παίρνουµε 

∑
=

== ν

κ
κκ

rrr
r

ABPAP

ABPAP
BP

BAPBAP

1
)|()(

)|()(
)(

)()|( , ν...,,2,1=r . 

Παρατήρηση 7.2. Οι πιθανότητες , ) νκ ...,,2,1( κAP = , που γνωρίζουµε πριν από 
την εκτέλεση του τυχαίου πειράµατος, καλούνται και “εκ των προτέρων” (a priori) 
πιθανότητες, ενώ οι δεσµευµένες πιθανότητες , , που 
υπολογίζουµε µε δεδοµένη την πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου Β και εποµένως 
µετά την εκτέλεση του τυχαίου πειράµατος, καλούνται και “εκ των υστέρων” (a 
posteriori) πιθανότητες. 

)| BAr(P νr ...,,2,1=

Παράδειγµα 7.3. Οι ηλεκτρικοί λαµπτήρες προωθούνται στην αγορά συσκευασµένοι 
σε χαρτοκιβώτια των 25 λαµπτήρων. Ας υποθέσουµε ότι από ένα χαρτοκιβώτιο που 
περιέχει 2 ελαττωµατικούς λαµπτήρες εξάγονται χωρίς επανάθεση 2 λαµπτήρες. Να 
υπολογισθούν (α) η πιθανότητα εξαγωγής ελαττωµατικού λαµπήρα στη δεύτερη 
εξαγωγή και (β) η δεσµευµένη πιθανότητα να είχε εξαχθεί ελαττωµατικός λαµπήρας 
στην πρώτη εξαγωγή δεδοµένου ότι εξήχθει ελαττωµατικός λαµπήρας στη δεύτερη 
εξαγωγή. 

(α) Ας θεωρήσουµε τα ενδεχόµενα Α και Β εξαγωγής ελαττωµατικού λαµπτήρα 
στην πρώτη και δεύτερη εξαγωγή, αντίστοιχα. Τότε, η πιθανότητα του ενδεχοµένου 
εξαγωγής ελαττωµατικού λαµπήρα στη δεύτερη εξαγωγή υπολογίζεται µε τη 
χρησιµοποίηση του θεωρήµατος της ολικής πιθανότητας ως εξής: 

25
3

24
3

25
22

24
2

25
3)|()()|()()( =⋅+⋅=′′+= ABPAPABPAPBP . 

(β) Η δεσµευµένη πιθανότητα να είχε εξαχθεί ελαττωµατικός λαµπήρας στην 
πρώτη εξαγωγή δεδοµένου ότι εξήχθει ελαττωµατικός λαµπήρας στη δεύτερη 
εξαγωγή υπολογίζεται µε τη χρησιµοποίηση του τύπου του Bayes ως εξής: 
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24
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25
22
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25
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24
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25
3

)|()()|()(
)|()()|( =






 ⋅+⋅⋅=

′′+
=

ABPAPABPAP
ABPAPBAP . 

Παράδειγµα 7.4. Ας θεωρήσουµε ένα τηλεπικοινωνικό σύστηµα αποτελούµενο από 
έναν ποµπό, έναν αναµεταδότη και ένα δέκτη. Ο ποµπός στέλλει τα σήµατα στο 
δυαδικό σύστηµα, στο οποίο τα γράµµατα του αλφαβήτου είναι ακολουθίες από 0 και 
1. Ο αναµεταδότης και ο δέκτης, λόγω θορύβου, λαµβάνουν το σήµα 0 ως σήµα 1 µε 
πιθανότητα 0,02 και το σήµα 1 ως σήµα 0 µε πιθανότητα 0,03. Να υπολο-γισθούν οι 
δεσµευµένες πιθανότητες λήψης από το δέκτη (α) του σήµατος 0 και (β) του σήµατος 
1 δεδοµένης, σε αµφότερες τις περιπτώσεις, της αποστολής από τον ποµπό του 
σήµατος 0. 
 (α) Ας θεωρήσουµε το ενδεχόµενο  αποστολής από τον ποµπό του σήµατος 0, 
το ενδεχόµενο  λήψης από τον αναµεταδότη του σήµατος 0 και  το ενδεχόµενο 
λήψης από το δέκτη του σήµατος 0. Η δεσµευµένη πιθανότητα , λήψης 
από το δέκτη του σήµατος 0 δεδοµένης της αποστολής από τον ποµπό του σήµατος 0, 
σύµφωνα µε τον τύπο της ολικής πιθανότητας (7.4), δίδεται απότην: 

0A

1A 2A
(AP )| 02 A

)|()|()|()|()|( 102011020102 AAAPAAPAAAPAAPAAP ′′+=  
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και επειδή , ) )|()|( 12102 AAPAAAP|()|( 12102 AAPAAAP = ′=′ , 

)|()|()|()|()|( 1201120102 AAPAAPAAPAAPAAP ′′+=  

                                        961,003,002,098,098,0 =⋅+⋅= . 

 (β) Η δεσµευµένη πιθανότητα )|( 02 AAP ′ , λήψης από το δέκτη του σήµατος 1 
δεδοµένης της αποστολής από τον ποµπό του σήµατος 0, δίδεται από την 

039,0961,01)|(1)|( 0202 =−=−=′ AAPAAP . 

 
8. ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ 
 
 Ας θεωρήσουµε ένα δειγµατικό χώρο Ω και δύο ενδεχόµενα . Από τον 
ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας συνάγουµε ότι (α) αν τα ενδεχόµενα Α και Β 
είναι ξένα µεταξύ τους, 

ΩBA ⊆,

∅=AB , τότε 0)|( =ABP , επειδή δεδοµένης της 
πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α αποκλείεται η πραγµατοποίηση του 
ενδεχοµένου Β, ενώ (β) αν το ενδεχόµενο Α είναι υποενδεχόµενο του ενδεχοµένου Β, 

, τότε 1, επειδή η πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου Α συνεπάγεται 
την πραγµατοποίηση και του ενδεχοµένου Β. Αυτές είναι οι δύο ακραίες περιπτώσεις 
όπου η γνώση της πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α µας παρέχει µία πολύ θετική 
πληροφορία για την πιθανότητα πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Β. Υπάρχουν 
όµως και περιπτώσεις στις οποίες η γνώση της πραγµατοποίησης ενός ενδεχοµένου Α 
δεν έχει καµµιά επίδραση στην πραγµατοποίηση ή µη του ενδεχοµένου Β, δηλαδή 

BA ⊆ )|( =ABP

)()|( BPABP = . 

Στην περίπτωση αυτή το ενδεχόµενο Β καλείται στοχαστικώς ανεξάρτητο του 
ενδεχοµένου Α. Επειδή, σύµφωνα µε τον πολλαπλασιαστικό τύπο, ισχύει 

)|()()|()()( BAPBPABPAPABP == , 

στην περίπτωση που το ενδεχόµενο Β είναι στοχαστικώς ανεξάρτητο του 
ενδεχοµένου Α έπεται ότι 

)(
)(

)|()(
)(
)()|( AP

BP
ABPAP

BP
ABPBAP === , 

δηλαδή και το ενδεχόµενο Α είναι στοχαστικώς ανεξάρτητο του ενδεχοµένου Β και 
επιπλέον 

)()()( BPAPABP = . 

Με τη χρησιµοποίηση της τελευταίας αυτής σχέσης εισάγεται η έννοια της 
ανεξαρτησίας δύο ενδεχοµένων. Συγκεκριµένα θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 8.1. Έστω Ω ένας δειγµατικός χώρος στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου) και . Τα ενδεχόµενα Α και Β καλούνται στοχαστικώς 
ανεξάρτητα αν και µόνο αν ισχύει η σχέση 

ΩBA ⊆,

)()()( BPAPABP = .                                          (8.1) 

Παρατήρηση 8.1. Αν δύο ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, τότε και τα 
ενδεχόµενα Α και  είναι ανεξάρτητα. Τούτο συνάγεται από το συνδυασµό των εξής 
παρατηρήσεων: (α) Η ανεξαρτησία των ενδεχοµένων Α και Β συνεπάγεται ότι η 

B′
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γνώση της πραγµατοποίησης του Α δεν επιδρά στην πραγµατοποίηση ή µη του Β και 
(β) η πραγµατοποίηση του Β αποκλείει την πραγµατοποίηση του . Το συµπέρασµα 
αυτό µπορεί να διαπιστωθεί µε τη χρησιµοποίηση των σχέσεων 

)] =

) =

B′

)()()( ABPAPBAP −=′ , )(1)( BPBP −=′  

και της υπόθεσης της ανεξαρτησίας των Α και Β, 

)()()( BPAPABP = , 
ως εξής: 

)()((1)[()()()()()()( BPAPBPAPBPAPAPABPAPBAP ′−=−=−=′ . 

Aνάλογα διαπιστώνεται ότι, στην περίπτωση αυτή, και τα ενδεχόµενα  και Β, όπως 
επίσης και τα ενδεχόµενα  και 

A′
A′ B′ , είναι ανεξάρτητα. 

Παράδειγµα 8.1. Έστω ότι µία οικογένεια µε 3 παιδιά επιλέγεται τυχαία. Ας 
θεωρήσουµε το ενδεχόµενο Α όπως η επιλεγόµενη οικογένεια έχει παιδιά και των δύο 
φύλων και το ενδεχόµενο Β όπως έχει το πολύ ένα κορίτσι. Να εξετασθεί κατά πόσον 
τα ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα. 
 Παρατηρούµε ότι η τοµή  είναι το ενδεχόµενο η επιλεγόµενη οικογένεια να 
έχει ακριβώς ένα κορίτσι. Εύκολα υπολογίζονται οι πιθανότητες: 

AB

8
3)( =∩ BAP , 

4
3

8
21)(1)( =−=′−= APAP , 

2
1(BP . 

Eποµένως ισχύει η σχέση (8.1) και τα ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα. 

 Η έννοια της στοχαστικής ανεξαρτησίας ενδεχοµένων µπορεί να επεκταθεί για 
περισσότερα από δύο ενδεχόµενα. Ας θεωρήσουµε αρχικά τρία ενδεχόµενα 

 και ας υποθέσουµε ότι είναι κατά ζεύγη ανεξάρτητα οπότε ισχύουν οι 
σχέσεις 

ΩAAA ⊆321 ,,

)()()( 2121 APAPAAP = , 

)()()( 3131 APAPAAP = ,                                         (8.2) 

)()()( 3232 APAPAAP = . 

Η ανεξαρτησία του  τόσο από το  όσο και από το  δεν συνεπάγεται κατ’ 
ανάγκη την ανεξαρτησία του  από την τοµή  (βλ. παράδειγµα 8.2). 
Παρατηρούµε ότι αν, επιπλέον των (8.2), ισχύει και η σχέση 

1A 2A 3A

31A 2 AA

)()()]([ 321321 AAPAPAAAP = ,                                     (8.3) 

τότε ισχύει και η σχέση 

)()()()( 321321 APAPAPAAAP = .                                    (8.4) 

Αντίστροφα αν, επιπλέον των (8.2), ισχύει και η (8.4), τότε ισχύει και η (8.3), όπως 
επίσης και οι σχέσεις 

)()()]([ 312312 AAPAPAAAP = ,                                      (8.5) 

)()()]([ 213213 AAPAPAAAP = .                                      (8.6) 
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 Μετά τις προκαταρκτικές αυτές παρατηρήσεις θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό της 
στοχαστικής ανεξαρτησίας ενδεχοµένων. 

Ορισµός 8.2. Έστω Ω ένας δειγµατικός χώρος στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου) και . Τα ενδεχόµενα  καλούνται 
(αµοιβαίως ή πλήρως) στοχαστικώς ανεξάρτητα αν και µόνο αν ισχύουν οι σχέσεις 

ΩAAA ⊆ν...,,, 21 νAAA ...,,, 21

)()()()(
2121 κκ iiiiii APAPAPAAAP LL =                        (8.7) 

για κάθε συνδυασµό  των ν δεικτών  ανά κ και για κάθε 
. 

}...,,,{ 21 κiii }...,,2,1{ ν
νκ ...,,3,2=

 Σύµφωνα µε τον ορισµό αυτό, για την ανεξαρτησία 3=ν  ενδεχοµένων απαιτείται 
να ισχύουν οι σχέσεις (8.2) και (8.4). 

Παράδειγµα 8.2. Κατά ζεύγη αλλά όχι πλήρως ανεξάρτητα ενδεχόµενα. Ας 
θεωρήσουµε δύο διαδοχικές ρίψεις ενός συνήθους κύβου και έστω  το ενδεχόµενο 
εµφάνισης άρτιου αριθµού στην πρώτη ρίψη,  το ενδεχόµενο εµφάνισης άρτιου 
αριθµού στη δεύτερη ρίψη και  το ενδεχόµενο το άθροισµα των αριθµών που 
εµφανίζονται στις δύο ρίψεις να είναι άρτιος αριθµός. Να εξετασθεί κατά πόσον τα 
ενδεχόµενα  και  είναι ανεξάρτητα.  

1A

2A

3A

21, AA 3A
 Ο δειγµατικός χώρος Ω του τυχαίου πειράµατος των δύο ρίψεων του κύβου 
περιλαµβάνει  ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία, που είναι οι διατάξεις 
των 6 αριθµών (εδρών) {  ανά 2 µε επανάληψη. Επίσης 

366)( 2 ==ΩN
...,,2,1 }6

),3,4(),2,4(),1,4(),6,2(),5,2(),4,2(),3,2(),2,2(),1,2{(1 =A  

             )}6,6(),5,6(),4,6(),3,6(),2,6(),1,6(),6,4(),5,4(),4,4( ,

)6,3(),4,3(),2,3(),6,2(),4,2(),2,2(),6,1(),4,1(),2,1{(2 =A , 

               )}6,6(),4,6(),2,6(),6,5(),4,5(),2,5(),6,4(),4,4(),2,4( ,

)5,3(),3,3(),1,3(),6,2(),4,2(),2,2(),5,1(),3,1(),1,1{(3 =A , 

               ( . )}6,6(),4,6(),2,6(),5,5(),3 ,5(),1,5(),6,4(),4,4(),2,4
και 
                  321323121 AAAAAAAAA ===

       . )}6,6(),4,6(),2,6(),6,4(),4,4(),2,4(),6,2(),4,2(),2,2{(=

Σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, 

2
1

36
18)()()( 321 ==== APAPAP , 

4
1

36
9)()()( 323121 ==== AAPAAPAAP , 

4
1

36
9)( 321 ==AAAP  

και έτσι 

),()()( 2121 APAPAAP =  )()()( 3131 APAPAAP = , )()()( 3232 APAPAAP = , 
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ενώ 
)()()()( 321321 APAPAPAAAP ≠ . 

Εποµένως τα ενδεχόµενα  και  είναι κατά ζεύγη ανεξάρτητα ενώ δεν είναι 
πλήρως ανεξάρτητα. 

21, AA 3A

Παράδειγµα 8.3. Ας θεωρήσουµε µία ακολουθία τριών ρίψεων ενός συνήθους 
νοµίσµατος. Έστω  το ενδεχόµενο της εµφάνισης στην j ρίψη της όψης κεφαλή 
(κορώνα), . Να εξετασθεί κατά πόσον τα ενδεχόµενα  και  είναι 
ανεξάρτητα. 

jA
3,2,1=j 21, AA 3A

Ο δειγµατικός χώρος είναι το σύνολο 

)},,( ),,,(  ),,,( ),,,(  ),,,( ),,,( ),,,( ),,,{( κκκγκκκγκκκγγγκγκγκγγγγγ=Ω  
και 

)},,( ),,,( ),,,( ),,,{(1 κκκγκκκγκγγκA = , 

)},,( ),,,( ),,,( ),,,{(2 κκκγκκκκγγκγA =  

)},,( ),,,( ),,,( ),,,{(3 κκκκγκκκγκγγA = . 
Επίσης 

)},,( ),,,{(21 κκκγκκAA = , )},,( ),,,{(31 κκκκγκAA = , 

)},,( ),,,{(32 κκκκκγAA = , )},,{(321 κκκAAA = . 

Σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, 

2
1

8
4)()()( 321 ==== APAPAP , 

4
1

8
2)()()( 323121 ==== AAPAAPAAP , 

8
1)( 321 =AAAP  

και έτσι 

),()()( 2121 APAPAAP =  )()()( 3131 APAPAAP = , )()()( 3232 APAPAAP = , 

)()()()( 321321 APAPAPAAAP = . 

Εποµένως τα ενδεχόµενα  και  είναι πλήρως ανεξάρτητα. 21, AA 3A
 
9. ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΕΣ ∆ΟΚΙΜΕΣ 
 
 Η έννοια των ανεξαρτήτων δοκιµών ενός τυχαίου πειράµατος αποτελεί βασικό 
στοιχείων των περισσοτέρων στοχαστικών προτύπων (µοντέλων) που µελετά η 
Θεωρία των Πιθανοτήτων. Για την εισαγωγή της έννοιας αυτής ας θεωρήσουµε 
αρχικά δύο τυχαία πειράµατα µε δειγµατικούς χώρους  και . Η διαδοχική (ή και 
ταυτόχρονη) εκτέλεση των δύο αυτών τυχαίων πειραµάτων ορίζει ένα (διδιάστατο) 
σύνθετο τυχαίο πείραµα. Ένας κατάλληλος δειγµατικός χώρος για τη µελέτη του 
τυχαίου αυτού πειράµατος είναι το καρτεσιανό (ή συνδυαστικό) γινόµενο 

1Ω 2Ω

}  ,  :),{( 22112121 ΩωΩωωωΩΩ ∈∈=× . 
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Ένα διδιάστατο σύνθετο τυχαίο πείραµα το οποίο συνίσταται στη διαδοχική εκτέλεση 
ενός τυχαίου πειράµατος µε δειγµατικό χώρο Ω καλείται ειδικότερα ακολουθία δύο 
δοκιµών του τυχαίου αυτού πειράµατος. Στην ειδική αυτή περίπτωση, στην οποία 

 και , ο δειγµατικός χώρος είναι το καρτεσιανό γινόµενο του Ω µε τον 
εαυτό του, 

ΩΩ =1 ΩΩ =2

}2 ,1  ,  :),{( 21
2 =∈= ii ΩωωωΩ . 

 Ας θεωρήσουµε ένα ενδεχόµενο  (ως προς το δειγµατικό χώρο ), 
. Το ενδεχόµενο αυτό ως προς το δειγµατικό χώρο 

iΩ⊆iA iΩ
2 ,1=i 21 ΩΩ × , του συνθέτου 

πειράµατος, εκφράζεται από το σύνολο 21 ΩΩ ×∈⊆iB , 2 ,1=i , όπου  
και . Τα ενδεχόµενα  και  αναφέρονται ως ενδεχόµενα εξαρτώ-
µενα από το πρώτο και δεύτερο τυχαίο πείραµα, αντίστοιχα. Ειδικότερα, στην 
περίπτωση που  και 

211 AB = Ω×

21 AΩ ×=2B 1B

Ω

2B

ΩΩ =1 Ω =2  τα ενδεχόµενα  και  αναφέρονται ως 
ενδεχόµενα εξαρτώµενα από την πρώτη και δεύτερη δοκιµή του τυχαίου πειράµατος, 
αντίστοιχα. Η πραγµατοποίηση ή µη του ενδεχοµένου  εξαρτάται αποκλειστικά 
από το αποτέλεσµα του i-οστού πειράµατος (ή της i-οστής δοκιµής), . Η 
έννοια της στοχαστικής ανεξαρτησίας ενδεχοµένων µεταφέρεται και σε τυχαία πειρά-
µατα και κατά συνέπεια και σε δοκιµές τυχαίου πειράµατος. Συγκεκριµένα έχουµε: 

1

iB

B 2B

2 ,1=i

∆ύο τυχαία πειράµατα µε δειγµατικούς χώρους  και  καλούνται ανεξάρτητα αν 
και µόνο αν ισχύει η σχέση 

1Ω 2Ω

)()()( 2121 BPBPBBP =                                           (9.1) 

για κάθε 211 ΩAB ×=  και 212 AΩ ×=B  ενδεχόµενα (ως προς το δειγµατικό χώρο 
) εξαρτώµενα από το πρώτο και δεύτερο τυχαίο πείραµα, αντίστοιχα. 21 ΩΩ ×

 Η σηµασία των ανεξαρτήτων τυχαίων πειραµάτων και ειδικότερα των 
ανεξαρτήτων δοκιµών τυχαίου πειράµατος, έγκειται κυρίως στο ότι δύνανται να 
χρησιµοποιηθούν για την κατασκευή χρησίµων στοχαστικών προτύπων (µοντέλων). 
Στην περίπτωση αυτή δεν αρχίζει κάποιος ορίζοντας αξιωµατικά την πιθανότητα 

 για κάθε ενδεχόµενο )(BP 21 ΩΩ ×⊆B

iA

 και µετά εξετάζοντας κατά πόσον 
ικανοποιείται η σχέση (9.1) διαπιστώνει την ανεξαρτησία των τυχαίων πειραµάτων (ή 
των δοκιµών του τυχαίου πειράµατος). Αντίθετα µάλιστα, ορίζονται πρώτα οι 
πιθανότητες )  για κάθε ενδεχόµενο  2( ii AP iΩ⊆  ,1=i  και µετά υποθέτοντας ότι 
τα τυχαία πειράµατα είναι ανεξάρτητα ορίζεται η πιθανότητα )  για κάθε 
ενδεχόµενο  έτσι ώστε να ισχύει η σχέση (9.1). Σηµειώνουµε ότι, από 
πρακτική άποψη, η υπόθεση της ανεξαρτησίας των τυχαίων πειραµάτων 
διατυπώνεται µετά την εξέταση των συνθηκών κάτω από τις οποίες εκτελούνται και 
σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα σειράς παρατηρήσεων. 

(BP

2Ω×1Ω⊆B

 Ο ορισµός της πιθανότητας )  για κάθε ενδεχόµενο  µέσω των 
πιθανοτήτων  για κάθε ενδεχόµενο  2

(BP 21 ΩΩ ×⊆B
)( ii AP iΩ⊆iA  ,1=i

2

, στην περίπτωση που 
υποθέτουµε ότι τα τυχαία πειράµατα είναι ανεξάρτητα, επιτυγχάνεται ως εξής: 
Αρχικά, χρησιµοποιώντας την (9.1), ορίζεται η πιθανότητα για κάθε στοιχειώδες 
ενδεχόµενο {(  του δειγµατικού χώρου )}, 21 ωω 1 ΩΩ × : 

})({})({)}),({( 221121 ωωωω PPP = . 
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Η πιθανότητα )  για κάθε ενδεχόµενο (BP 21 ΩΩ ×⊆B , ορίζεται τότε, µέσω της 
πιθανότητας των στοιχειωδών ενδεχοµένων, από τη σχέση 

∑
∈

=
B

PBP
),(

21
21

)}),({()(
ωω

ωω . 

Παρατηρούµε ότι αν  και 211 ΩAB ×= 212 AΩ ×=B , τότε 

)()( 111 APBP = , )()( 222 APBP = . 

Επίσης 

)()()( 221121 APAPAAP =×  

και έτσι 

)()()( 2121 BPBPBBP = . 

Οι ανωτέρω έννοιες και συµπεράσµατα επεκτείνονται, χωρίς καµµιά περαιτέρω 
δυσκολία, σε οποιοδήποτε πεπερασµένο αριθµό ν τυχαίων πειραµάτων (ή δοκιµών 
τυχαίου πειράµατος). 

Παράδειγµα 9.1. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία 5 ρίψεων ενός ζεύγους 
διακεκριµένων κύβων. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως σε 2 τουλάχιστο ρίψεις ο 
αριθµός που εµφανίζει ο δεύτερος κύβος υπερβαίνει τον αριθµό που εµφανίζει ο 
πρώτος κύβος. 
 Ας θεωρήσουµε, αρχικά, το τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός ζεύγους διακεκριµένων 
κύβων µε δειγµατικό χώρο 

}6,...,2 ,1  ,6,...,2 ,1  :),{( === jijiΩ , 

ο οποίος περιλαµβάνει  ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία. Το ενδεχόµενο 
Α όπως ο αριθµός που εµφανίζει ο δεύτερος κύβος υπερβαίνει τον αριθµό που 
εµφανίζει ο πρώτος κύβος, 

366)( 2 ==ΩN

}6,...,2 ,1  ,6,...,2 ,1  :),{( =++== iiijjiA , 

περιλαµβάνει  δειγµατικά σηµεία. Χαρακτηρίζοντας ως επιτυχία ε το 
ενδεχόµενο Α και ως αποτυχία α το συµπληρωµατικό ενδεχόµενο , ο δειγµατικός 
χώρος Ω δύναται να παρασταθεί ως 

15)( =AN
A′

},1 εαΩ {= . Τότε 

12
5

36
15})({ === εiPp , 

12
7

36
21})({ === αiPq . 

Περαιτέρω, ο δειγµατικός χώρος του τυχαίου πειράµατος µιας ακολουθίας 5 ρίψεων 
ενός ζεύγους διακεκριµένων κύβων είναι το 

},{:),,,,{( 543215 εαωωωωωωΩ i ∈= , }5,4,3,2,1=i . 

To ενδεχόµενο Β πραγµατοποίησης κ επιτυχιών σε 5 ρίψεις (δοκιµές): 

εωωωωωωB i == :),,,,{( 54321  για κ ακριβώς δείκτες }}5,4,3,2,1{∈i  

περιλαµβάνει 









κ
5
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δειγµατικά σηµεία, όσα και ο αριθµός των επιλογών των κ θέσεων για τις επιτυχίες 
από τις 5 συνολικά θέσεις. Επιπλέον κάθε τέτοιο δειγµατικό σηµείο, το οποίο 
περιλαµβάνει σε κ θέσεις το ε και σε κ−5  θέσεις το α, έχει πιθανότητα 

})({})({})({})({})({})),,,,({( 554433221154321 ωPωPωPωPωPωωωωωP =  

         
κκ −















=

5

12
7

12
5 . 

Εποµένως η πιθανότητα )  δίδεται από την (BPpκ =
κκ

κ κ
p

−
























=

5

12
7

12
55

, 5...,,1,0=κ . 

Η πιθανότητα όπως σε 2 τουλάχιστο ρίψεις ο αριθµός που εµφανίζει ο δεύτερος 
κύβος υπερβαίνει τον αριθµό που εµφανίζει ο πρώτος κύβος, έστω , η οποία είναι 
ίση µε την πιθανότητα 2 τουλάχιστο επιτυχιών, είναι ίση µε  

2Q

6913,02412,00675,01
12
7

12
55

12
711

45

102 =−−=





−






−=−−= ppQ . 

Παράδειγµα 9.2. Nόµος κληρονοµικότητας του Mendel. Η κληρονοµικότητα 
χαρακτηριστικών οφείλεται σε ειδικούς φορείς καλουµένους γονίδια. Τα κύτταρα 
ενός οργανισµού, µε εξαίρεση τους γαµέτες που είναι τα κύτταρα αναπαραγωγής 
(σπέρµα ή ωάριο), φέρουν γονίδια κατά ζεύγη τα οποία είναι είτε του τύπου Α είτε 
του τύπου α. Έτσι ανάλογα µε τα ζεύγη των γονιδίων που φέρουν τα κύτταρα κάθε 
οργανισµός ανήκει σε ένα από τους τρεις γονότυπους ΑΑ, Αα και αα (δεν υπάρχει 
διάκριση µεταξύ των Αα και αΑ). Οι γαµέτες φέρουν ένα µόνο γονίδιο που στην 
περίπτωση των γονοτύπων ΑΑ και αα είναι του τύπου Α και α, αντίστοιχα, ενώ στην 
περίπτωση του γονοτύπου Αα είναι εξίσου πιθανόν να είναι του τύπου Α ή του τύπου 
α. Τα παιδιά κληρονοµούν από τους γονείς τους τα γονίδια ένα από τον καθένα. Έστω 
ότι οι γονότυποι ΑΑ, Αα και αα εµφανίζονται σε ποσοστά p, 2q και r, αντίστοιχα, µε 

 ανεξάρτητα φύλου. 12 =++ rqp
Οι πιθανότητες των τριών γονοτύπων ΑΑ, Αα και αα για οποιονδήποτε απόγονο 

γονέων που εκλέγονται τυχαία δύνανται να υπολογισθούν ως εξής: Ας θεωρήσουµε 
τα ενδεχόµενα  και  όπως ένα αρσενικό άτοµο το οποίο εκλέγεται τυχαία 
από τον αρχικό πληθυσµό είναι του γονοτύπου ΑΑ, Αα και αα, αντίστοιχα και τα 
ενδεχόµενα  και  όπως ένα θηλυκό άτοµο το οποίο εκλέγεται τυχαία από τον 
αρχικό πληθυσµό είναι του γονοτύπου ΑΑ, Αα και αα, αντίστοιχα. Επίσης ας 
θεωρήσουµε τα ενδεχόµενα Α και Β όπως ένας απόγονος ζευγαρώµατος δύο ατόµων 
(αρσενικού και θηλυκού) του αρχικού πληθυσµού κληρονοµήσει το γονίδιο Α από 
τον πατέρα και τη µητέρα, αντίστοιχα. Τότε, σύµφωνα µε το θεώρηµα της ολικής 
πιθανότητας, 

21, AA

2B

3A

1 ,B 3B

qpqpAAPAPAAPAPAP +=+⋅=+=
2
121)|()()|()()( 2211  

και 
rqqpAPAP +=+−=−=′ )(1)(1)( , 

εφ’ όσον . Οµοίως 12 =++ rqp

qpBP +=)( , rqBP +=′)( . 
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Ας θεωρήσουµε τώρα και τα ενδεχόµενα  και  όπως ένας απόγονος 
ζευγαρώµατος δύο ατόµων (αρσενικού και θηλυκού) του αρχικού πληθυσµού είναι 
του γονοτύπου ΑΑ, Αα και αα, αντίστοιχα. Τότε 

21 , ΓΓ

Γ

3Γ

AB=1 ,  και 
. Τα ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, οπότε τόσο τα ενδεχόµενα Α 

και 

BABAΓ ′+′=2

BAΓ ′′=3

B′  όσο και τα ενδεχόµενα A′  και Β και τα ενδεχόµενα και A′ B′  είναι 
ανεξάρτητα (βλ. Παρατήρηση 8.1). Εποµένως 

2
1 )()()()()( qpBPAPABPΓP +=== , 

     )()()()( 2 BAPBAPBABAPΓP ′+′=′+′=  

                         ))((2)()()()( rqqpBPAPBPAP ++=′+′= , 
2

3 )()()()()( rqBPAPBAPΓP +=′′=′′= . 

Παράδειγµα 9.3. Κληρονοµικότητα χαρακτηριστικών συνδεοµένων µε το φύλο. Τα 
γονίδια κείνται στα χρωµατοσώµατα. Τα χρωµατοσώµατα εµφανίζονται κατά ζεύγη 
και µεταβιβάζονται ως (αδιαίρετες) µονάδες έτσι ώστε τα γονίδια ενός 
χρωµατοσώµατος να παραµένουν µαζί. Ο νόµος κληρονοµικότητας των γονιδίων 
εφαρµόζεται και στα χρωµατοσώµατα ως µονάδες. Το φύλο καθορίζεται από δύο 
χρωµατοσώµατα Χ και Υ και κάθε άτοµο φέρει ένα ζεύγος τέτοιων χρωµατοσωµάτων. 
Τα αρσενικά φέρουν το ζεύγος ΧΥ και θηλυκά το ζεύγος ΧΧ. Έτσι η µητέρα 
µεταβιβάζει ένα Χ χρωµατόσωµα και το φύλο ενός απογόνου καθορίζεται από το 
χρωµατόσωµα Χ ή Υ που µεταβιβάζει ο πατέρας. 

Τα γονίδια που κείνται στο χρωµατόσωµα Χ δεν έχουν αντίστοιχο γονίδιο στο 
χρωµατόσωµα Υ. Έτσι τα θηλυκά, τα οποία έχουν δύο χρωµατοσώµατα Χ, έχουν δύο 
τέτοια γονίδια ενώ στα αρσενικά, τα οποία έχουν ένα χρωµατόσωµα Χ, τέτοια γονίδια 
εµφανίζονται ως µονά. Τα γονίδια που προκαλούν την αχρωµατοψία, όπως και τα 
γονίδια που προκαλούν την αιµοφιλία, αποτελούν χαρακτηριστικά παρα-δείγµατα 
γονιδίων κειµένων στο χρωµατόσωµα Χ. Έστω C ο δεσπόζων και c ο υποχωρητικός 
τύπος του γονιδίου της αχρωµατοψίας (ή αιµοφιλίας). Τα θηλυκά ανήκουν σε ένα από 
τους τρεις γονοτύπους CC, Cc και cc, ενώ τα αρσενικά σε ένα από τους δύο 
γονοτύπους C και c. Ένα θηλυκό του γονότυπου CC δεν παρουσιάζει αχρωµατοψία 
(ή αιµοφιλία), του γονοτύπου Cc είναι φορέας αχρωµατοψίας (ή αιµοφιλίας) και 
γονοτύπου cc παρουσιάζει αχρωµατοψία (ή αιµοφιλία). Επίσης, ένα αρσενικό του 
γονότυπου C δεν παρουσιάζει αχρωµατοψία (ή αιµοφιλία), και του γονοτύπου c 
παρουσιάζει αχρωµατοψία (ή αιµοφιλία). 

Έστω p το ποσοστό του δεσπόζοντος τύπου C και pq −= 1  το ποσοστό του 
υποχωρητικού τύπου c του γονιδίου της αχρωµατοψίας (ή αιµοφιλίας), τόσο στα 
αρσενικά όσο και στα θηλυκά άτοµα. Τότε η πιθανότητα ένας άνδρας να µη 
παρουσιάζει αχρωµατοψία (ή αιµοφιλία) είναι ίση µε p ενώ να παρουσιάζει 
αχρωµατοψία (ή αιµοφιλία) είναι ίση µε pq −= 1 . Οι πιθανότητες u, 2v και w των 
τριών γονοτύπων CC, Cc και cc του γονιδίου της αχρωµατοψίας (ή αιµοφιλίας) στο 
γυναικείο πληθυσµό, αντίστοιχα, δύνανται να υπολογισθούν ως εξής: Ας θεωρήσουµε 
τα ενδεχόµενα  και  όπως ένα άτοµο το οποίο εκλέγεται τυχαία από τον 
υποπληθυσµό των αρσενικών είναι του γονοτύπου C και c, αντίστοιχα και τα 
ενδεχόµενα  και  όπως ένα άτοµο το οποίο εκλέγεται τυχαία από τον 
υποπληθυσµό των θηλυκών είναι του γονοτύπου CC, Cc και cc, αντίστοιχα. Επίσης 
ας θεωρήσουµε τα ενδεχόµενα Α και Β όπως ένας θηλυκός απόγονος ζευγαρώµατος 

1A

2B

2A

3B1 ,B
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δύο ατόµων (αρσενικού και θηλυκού) του αρχικού πληθυσµού κληρονοµήσει το 
γονίδιο C από τον πατέρα και τη µητέρα, αντίστοιχα. Τότε  

ppAAPAPAP =⋅== 1)|()()( 11  
και 

qAPAP =−=′ )(1)( . 

Επίσης, σύµφωνα µε το θεώρηµα της ολικής πιθανότητας, 

vuvuBBPBPBBPBPBP +=+⋅=+=
2
121)|()()|()()( 2211  

και 

wvvuBPBP +=+−=−=′ )(1)(1)( , 

εφ’ όσον u . Παρατηρούµε ότι 12 =++ wv ABB =1 , BABAB ′+′=2  και BAB ′′=3 . 
Επίσης τα ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, οπότε τόσο τα ενδεχόµενα Α και B′  
όσο και τα ενδεχόµενα  και Β και τα ενδεχόµενα A′ A′ και B′  είναι ανεξάρτητα. 
Εποµένως 

)()()()()( 1 vupBPAPABPBPu +==== , 

   )()()()(2 2 BAPBAPBABAPBPv ′+′=′+′==  

          )()()()()()( vuqwvpBPAPBPAP +++=′+′= , 

    )()()()()( 3 wvqBPAPBAPBPw +=′′=′′== . 

Οι δύο πρώτες σχέσεις, χρησιµοποιώντας το ότι pq −= 1  και , 
µετασχηµατίζονται στις 

)(1 vuwv +−=+

pvqu = , pvpup =++− )12()12(  
και έτσι 

2pu = , pqv = , . 2qw =

Ας σηµειωθεί ότι η πιθανότητα w όπως µια γυναίκα παρουσιάζει αχρωµατοψία είναι 
ίση µε το τετράγωνο πιθανότητας q όπως ένας άνδρας παρουσιάζει αχρωµατοψία. 
 
10. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 1. Η σειρά εξέτασης τεσσάρων µαθηµάτων  και δ καθορίζεται µε κλήρωση 
για την αποφυγή διαµαρτυριών είτε από τους εξεταζόµενους είτε από τους 
επιτηρητές. Να ορισθεί κατάλληλος δειγµατικός χώρος για την περιγραφή του 
τυχαίου αυτού πειράµατος. Έστω ότι Α είναι το ενδεχόµενο το µάθηµα α να εξετασθεί 
πρώτο και Β το ενδεχόµενο το µάθηµα β να εξετασθεί δεύτερο. Να καταχωρηθούν τα 
δειγµατικά σηµεία των ενδεχοµένων και 

γβα  , ,

B,  ABA ∪, BA∩ . 

 2. Κατά την τυχαία εκλογή µιας οικογένειας 4 παιδιών ενδιαφερόµαστε για τα 
ενδεχόµενα: A όπως ο αριθµός των αγοριών ισούται µε τον αριθµό των κοριτσιών, Β 
όπως αγόρια και κορίτσια εναλλάσσονται (αναφορικά µε τη σειρά γέννησης) και Γ 
όπως τρία παιδιά του ιδίου φύλου γεννούνται διαδοχικά. Ποιος είναι ο 
καταλληλότερος δειγµατικός χώρος Ω που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και ποια 
τα δειγµατικά σηµεία που ανήκουν σε κάθε ένα από τα ενδεχόµενα που µας 
ενδιαφέρουν. 
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3. Έστω ότι δύο παίκτες α και β αγωνίζονται σε µια σειρά παιγνιδιών (π.χ. σκάκι, 
τάβλι, τένις) και νικητής αναδεικνύεται εκείνος που πρώτος κερδίζει τρία παιγνίδια. 
Να ορισθεί κατάλληλος δειγµατικός χώρος Ω για την περιγραφή του τυχαίου αυτού 
πειράµατος. Ας θεωρήσουµε τα ενδεχόµενα Α και Β όπως ο παίκτης α αναδειχθεί 
νικητής στο τρίτο και στο τέταρτο παιγνίδι της σειράς, αντιστοχα. Να καταχωρηθούν 
τα δειγµατικά σηµεία των ενδεχοµένων , A B , BA∪  και BA∩ . 

 4. Έστω ότι ένας αριθµός τηλεφώνου εκλέγεται τυχαία από τον τηλεφωνικό 
κατάλογο. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως και τα τέσσερα τελευταία ψηφία του 
είναι διαφορετικά. 

 5. Aποβιβάσεις ανελκυστήρα. Έστω ότι ανελκυστήρας πενταόροφης οικοδοµής 
ξεκινά από το ισόγειο µε τέσσερα άτοµα. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες 
αποβίβασης (α) και των τεσσάρων ατόµων σε διαφορετικό όροφο, (β) δύο ατόµων 
στον τρίτο όροφο, ενός ατόµου στον τέταρτο όροφο και ενός ατόµου στον πέµπτο 
όροφο και (γ) δύο ατόµων στον τρίτο όροφο. 

 6. ∆ιάδοση ψιθύρων. Σε µια πόλη 1+ν  κατοίκων ένα άτοµο µεταδίδει ένα 
κουτσοµπολιό σε ένα δεύτερο άτοµο, το οποίο το µεταδίδει σε ένα τρίτο κ.ο.κ. Κάθε 
άτοµο στο οποίο µεταδίδεται το κουτσοµπολιό εκλέγεται από το ψιθυριστή τυχαία 
µεταξύ των ν κατοίκων. Να υπολογισθεί η πιθανότητα να µεταδοθεί το κουτσοµπολιό 
χωρίς (α) να επιστρέψει στον πρώτο ψιθυριστή και (β) να επαναληφθεί σε 
οποιοδήποτε άτοµο. 

7. Ας θεωρήσουµε ένα σύνολο 1+κ  ατόµων  των οποίων 
καταγράφουµε τα γενέθλια. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως το άτοµο  έχει 
γενέθλια την ίδια µέρα µε ένα τουλάχιστο από τα υπόλοιπα κ άτοµα { . 

}

}

...,,,,{ 210 καααα

,1α
0α

κα...,,2α

 8. Έστω ότι µέσα σε ν διακεκριµένα κελιά }  τοποθετούνται τυχαία το 
ένα µετά το άλλο σφαιρίδια. Αν η διαδικασία αυτή σταµατά (α) όταν τοποθετηθεί ένα 
σφαιρίδιο στο κελί  και (β) όταν σε ένα οποιοδήποτε κελί τοποθετηθούν δύο σφαι-
ρίδια, να υπολογισθούν οι αντίστοιχες πιθανότητες όπως απαιτηθούν περισσότερες 
από κ δοκιµές. 

...,,,{ 21 νccc

νc

 9. Το πρόβληµα του Γαλιλαίου. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα της ρίψης τριών 
κύβων και τα ενδεχόµενα Α και Β όπως το άθροισµα των ενδείξεων τούτων είναι 9 10 
αντίστοιχα. Ένας παρατηρητικός φίλος του Γαλιλαίου διέκρινε ότι η συχνότητα 
εµφάνισης του ενδεχοένου Α είναι µικρότερη από εκείνη του Β. Τούτο δεν µπορούσε 
να εξηγήσει σκεπτόµενος ότι καθ΄ένα από τα ενδεχόµενα αυτά περιέχει 6 σηµεία: 

9333432522441531621 =++=++=++=++=++=++ , 

10433442532622541631 =++=++=++=++=++=++ . 

Ο Γαλιλαίος στον οποίο απευθύνθηκε µετά από προσεκτική ανάλυση υπολόγισε ορθά 
τις πιθανότητες )  και )  απ’ όπου προέκυψε ότι . Να 
υπολογισθούν οι πιθανότητες )  και . 

(AP (BP
(AP

)
)

()( BPAP <
(BP

10. Από τα ν κλειδιά που έχει κάποιος µόνο ένα ανοίγει την πόρτα του σπιτιού του. 
Επειδή δεν θυµάται ποιο είναι το σωστό κλειδί, δοκιµάζει ένα-ένα τα κλειδιά µέχρι να 
ανοίξει την πόρτα. Να υπολογισθεί η πιθανότητα να απαιτηθούν κ δοκιµές, 

. vκ ...,2,1=
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11. Έστω ότι τρία σφαιρίδια εξάγονται τυχαία το ένα µετά το άλλο, χωρίς 
επανάθεση, από µια κληρωτίδα που περιέχει ν σφαιρίδια αριθµηµένα από το ένα 
µέχρι το ν. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) του ενδεχοµένου Α όπως ο αριθµός 
του πρώτου σφαιριδίου είναι µικρότερος από εκείνο του δευτέρου και (β) του 
ενδεχοµένου Β όπως όπως ο αριθµός του πρώτου σφαιριδίου είναι µικρότερος από 
εκείνο του δευτέρου και ο αριθµός του δευτέρου σφαιριδίου είναι µικρότερος από 
εκείνο του τρίτου. 

 12. Ας θεωρήσουµε ένα τραπέζι το οποίο είναι χωρισµένο σε ισόπλευρα τρίγωνα 
πλευράς α. Ένα νόµισµα διαµέτρου r µε αr <  τοποθετείται τυχαία στο τραπέζι. Να 
υπολογισθεί η πιθανότητα όπως το νόµισµα κείται στο εσωτερικό τριγώνου. 

 13. Έστω } ο δειγµατικός χώρος ενός στοχαστικού πειράµατος. 
Αν , 

...,,,{ 21 νωωωΩ =
})({2 1+= iωP 1})({ iωP 1...,,2, −=i

({P
ν

})iω i
, να υπολογισθούν οι πιθανότητες των 

στοιχειωδών ενδεχοµένων , ν...,,2,1= . Επιπλέον να υπολογισθεί η 
πιθανότητα του ενδεχοµένου , }...,,,{ 21 ωω κω κΑ = ν≤ . 

 14. Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος στοχαστικού πειράµατος και , ένα 
ενδεχόµενο σ’αυτόν. Αν  είναι το συµπληρωµατικό του ενδεχοµένου Α και ισχύει 

 να υπολογισθεί η πιθανότητα . 

ΩΑ ⊆
A′

5/1)(2)( +=′ APAP )

)

(AP

 15. (Συνέχεια). Αν ) , να υπολογισθεί η πιθανότητα . (4)(3 APAP =′ (AP

 16. (Συνέχεια). Αν 1, να δειχθεί ότι )(0 << AP 4
)(

1
)(

1
≥

′
+

APAP
. 

 17. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία τριών ρίψεων ενός κύβου και έστω Α το 
ενδεχόµενο όπως το άθροισµα των ενδείξεων είναι µεγαλύτερο του 10. ∆είξετε ότι το 
ενδεχόµενο Α και το συµπληρωµατικό του ενδεχόµενο Α′  είναι ισοδύναµα σύνολα 
και χρησιµοποιώντας το ότι )()( ΑΝΑΝ ′=  συµπεράνετε την πιθανότητα . )(ΑP

18. Ας θεωρήσουµε το δειγµατικό χώρο Ω ενός στοχαστικού πειράµατος και έστω 
 ενδεχόµενα µε ΩΑ,Β ⊆

)(4)(3)(2 ABPBPAP == , 2/1)( =− ABP . 

Να υπολογισθούν οι πιθανότητες ,  και )  και στη συνέχεια οι 
πιθανότητες 

) )(BP(AP (ABP
)( BAP − , , )( BAP ∪ )B(AP ′∪ , )BA(P BA ′∪′ . 

 19. Αν 4/3)( =AP , 3/2)( =BP  και 5/3)( =ABP  να υπολογισθούν οι 
πιθανότητες: )( BAP − ,  και )BA∪ P(P )( BA ′′ . 

 20. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα 5 διαδοχικών ρίψεων δύο διακεκριµένων 
κύβων. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως κάθε ένα από τα ζεύγη  και 

 εµφανισθεί µία τουλάχιστο φορά. 
) 5,6(6,5( )

)6,6(

 21. Ας θεωρήσουµε ένα ποµπό ο οποίος εκπέµπει µε την ίδια αναλογία τα σήµατα 
,  και . Να υπολογισθούν οι πιθανότητες όπως σε 5 εκποµπές παρατηρηθούν 

µια τουλάχιστον φορά το καθένα (α) τα σήµατα  και  και (β) και τα τρία σήµατα 
, σ  και . 

1σ

1σ

2σ

2

3σ

3σ
1σ 2σ

 22. Από µια κάλπη που περιέχει ν άσπρα και ν µαύρα σφαιρίδια εξάγονται 
διαδοχικά και χωρίς επανάθεση δύο σφαιρίδια κάθε φορά µέχρι να εξαχθούν όλα τα 
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σφαιρίδια. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως όλα τα ζευγάρια αποτελούνται από 
ένα άσπρο και ένα µαύρο σφαιρίδιο. 

 23. Οι εταιρείες ασφάλισης αυτοκινήτων κατατάσσουν τους οδηγούς σε 10 
κατηγορίες ανάλογα µε την πιθανότητα που έχουν να προκαλέσουν δυστύχηµα. Έστω 
ότι η πιθανότητα όπως ένας οδηγός της κατηγορίας κ έχει σε ένα δωδεκάµηνο ένα 
τουλάχιστο δυστύχηµα είναι , 100/κ 10...,,2,1=κ . Ας θεωρήσουµε µία ασφαλιστική 
εταιρεία στην οποία τα  των οδηγών που ασφαλίζει ανήκουν στην κ κατηγορία 

. Αν ένας οδηγός ασφαλισµένος στην εταιρεία αυτή αναφέρει ένα 
τουλάχιστο δυστύχηµα σε ένα δωδεκάµηνο ποιά είναι η πιθανότητα να ανήκει στην κ 
κατηγορία, ; 

55/κ

0

10...,,2,1=κ

κ 1...,,2,1=

 24. Έστω ότι το ποσοστό των γυναικών µιας ορισµένης περιοχής που πάσχουν από 
καρκίνο της µήτρας είναι 0,001. Το τεστ Παπανικολάου κάνει ορθή διάγνωση της 
ασθένειας µε πιθανότητα 0,97. ∆εδοµένου ότι το τεστ για µια γυναίκα είναι θετικό 
ποια είναι η πιθανότητα να πάσχει πραγµατικά από καρκίνο; 

 25. Έστω ότι 7% των ανδρών και 2% των γυναικών πάσχουν από αχρωµατοψία. 
Αν το 48% του πληθυσµού αυτού είναι άνδρες και το 52% είναι γυναίκες να 
υπολογισθεί η πιθανότητα όπως ένα άτοµο που εκλέγεται τυχαία από τον πληθυσµό 
αυτό να έχει αχρωµατοψία. 

 26. Έστω ότι το 50% των γυναικών έχουν το γονίδιο της αιµοφιλίας. Αν µία 
γυναίκα έχει το γονίδιο η πιθανότητα να το κληρονοµήσει στο παιδί της είναι 1/2. Να 
δειχθεί ότι η πιθανότητα µια γυναίκα να έχει το γονίδιο της αιµοφιλίας δεδοµένου ότι 
απέκτησε υγιή γιό ελαττώνεται κατά 1/3. 

 27. Έστω ότι σε µία συγκεκριµένη διαδροµή η πιθανότητα όπως οποιοδήποτε 
φανάρι της τροχαίας να είναι του ιδίου χρώµατος µε το προηγούµενο είναι 4/5. Αν το 
πρώτο φανάρι είναι πράσινο µε πιθανότητα 3/5 και κόκκινο µε πιθανότητα 2/5 να 
υπολογισθεί η πιθανότητα το τρίτο φανάρι να είναι πράσινο. 

28. Από µια κληρωτίδα που περιέχει 21 σφαιρίδια φέροντα τους αριθµούς 
 εξάγονται διαδοχικά και χωρίς επανάθεση τρία σφαιρίδια. Αν  είναι το 

ενδεχόµενο εξαγωγής αριθµού πολλαπλασίου του 3 στην κ-οστή εξαγωγή, , 
να υπολογισθούν οι πιθανότητες 

}21...,,2,1{ κA
κ 3,2,1=

)( 2AP ′ ,  και . )|( 21 AAP )( 3AP

29. Ας θεωρήσουµε ένα τηλεπικοινωνικό σύστηµα αποτελούµενο από έναν ποµπό, 
κ αναµεταδότες και ένα δέκτη. Ο ποµπός στέλλει τα σήµατα στο δυαδικό σύστηµα, 
στο οποίο τα γράµµατα του αλφαβήτου είναι ακολουθίες από 0 και 1. Οι 
αναµεταδότες και ο δέκτης, λόγω θορύβου, λαµβάνουν το σήµα 0 ως σήµα 1 µε 
πιθανότητα 0,03 και το σήµα 1 ως σήµα 0 µε πιθανότητα 0,05. Να υπολογισθούν οι 
δεσµευµένες πιθανότητες λήψης από το δέκτη (α) του σήµατος 0 και (β) του σήµατος 
1 δεδοµένης, σε αµφότερες τις περιπτώσεις, της αποστολής από τον ποµπό του 
σήµατος 1. 

30. Ας θεωρήσουµε έναν ποµπό ο οποίος εκπέµπει τα σήµατα 0 και 1 σε αναλογία 
2 προς 3. Ένας δέκτης των σηµάτων αυτών λαµβάνει λανθασµένο σήµα σε 3% των 
περιπτώσεων και ένας δεύτερος δέκτης σε 4% των περιπτώσεων. Να υπολογισθούν οι 
πιθανότητες (α) ο πρώτος δέκτης να λάβει το σήµα 0 και (β) ο δεύτερος δέκτης να 
λάβει το σήµα 1. (γ) Αν ο πρώτος δέκτης λάβει το σήµα 0 και ο δεύτερος δέκτης το 
σήµα 1, ποιόν από τους δέκτες πρέπει να εµπιστευθούµε; (δ) Αν ο πρώτος δέκτης 
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λάβει το σήµα 1 και ο δεύτερος δέκτης το σήµα 0, ποιόν από τους δέκτες πρέπει να 
εµπιστευθούµε; 

 31. Έστω ότι ένα µόριο δύναται να χωρισθεί σε 0 ή 1 ή 2 µόρια µε πιθανότητες 
1/4, 1/2 και 1/4, αντίστοιχα. Ας θεωρήσουµε τα σύνολα των µορίων της πρώτης και 
της δεύτερης γενιάς προερχόµενα από το αρχικό µόριο, του προγεννήτορα. Αν  
είναι το ενδεχόµενο όπως ο αριθµός των µορίων της πρώτης γενιάς είναι κ,  
και 

κA
2,1,0=κ

rB
,1,0
 είναι το ενδεχόµενο όπως ο αριθµός των µορίων της δεύτερης γενιάς είναι r, 

, να υπολογισθούν οι πιθανότητες ,  και . 6...,=r ) )( 1BP( 0BP )|( 12 BAP

 32. Έστω ότι το ποσοστό των ατόµων µιας ορισµένης περιοχής που πάσχουν από 
µία σοβαρή ασθένεια είναι 0,01. Ένα άτοµο υποβάλλεται σε δύο ανεξάρτητα µεταξύ 
τους τέστ καθένα από τα οποία κάνει ορθή διάγνωση µε πιθανότητα 0,95. Να 
υπολογισθούν οι δεσµευµένες πιθανότητες να πάσχει το άτοµο (α) δεδοµένου ότι ένα 
τουλάχιστο τέστ είναι θετικό και (β) δεδοµένου ότι και τα δύο τέστ είναι θετικά. 

33. ∆ύο σκοπευτές α και β ρίχνουν από µία βολή κατά στόχου. Έστω ότι η 
πιθανότητα επιτυχούς βολής από τον α είναι 0,8 ενώ από τον β είναι 0,6. Αν µια από 
τις δύο σφαίρες κτυπήσει το στόχο, να υπολογισθεί η πιθανότητα να ανήκει στον α. 

 34. Στο τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός νοµίσµατος δύο φορές ας θεωρήσουµε τα 
ενδεχόµενα όπως εµφανισθεί Α: η ένδειξη κεφαλή µια τουλάχιστο φορά, Β: στην 
πρώτη ρίψη η ένδειξη γράµµατα και Γ: σε κάθε ρίψη διαφορετική ένδειξη. 
Υπολογίζοντας τις σχετικές πιθανότητες, δείξετε ότι 

)()|( BPABP < , , )()|( ΓPAΓP > )()|( ΓPΒΓP = . 

 35. Έστω ότι τα ενδεχόµενα  και  είναι ανεξάρτητα. ∆είξετε ότι τα 
ενδεχόµενα (α)  και , (β)  και  και (γ)  και  είναι 
ανεξάρτητα. 

21  , AΑ

2A
3A

1A1A 32 AA ∪ 3A∪ 3A 21 AA ∪

 36. Αν ,  και 32 3/1)( =BP/1)( =AP /2)( =∪ BAP  να εξετασθεί κατά πόσον τα 
ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα. Οµοίως αν 2/1)( =AP   και 

. 
5

}

/1)( =BP
5/3)( =′′BAP

 37. Έστω ότι ένα νόµισµα ρίχνεται διαδοχικά κ φορές. Ας θεωρήσουµε το 
ενδεχόµενο Α εµφάνισης και των δύο όψεων του νοµίσµατος και το ενδεχόµενο Β 
εµφάνισης µια το πολύ φορά της όψης κεφαλή. Να εξετασθεί κατά πόσον τα 
ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα. 

38. Έστω ότι από µια κληρωτίδα που περιέχει 6 σφαιρίδια  εξάγο-
νται διαδοχικά το ένα µετά το άλλο χωρίς επανάθεση όλα τα σφαιρίδια. Επίσης, έστω 

 το ενδεχόµενο εξαγωγής του σφαιριδίου  πριν από την εξαγωγή του σφαιριδίου 
,  το ενδεχόµενο εξαγωγής του σφαιριδίου  πριν από την εξαγωγή του 

σφαιριδίου  και  το ενδεχόµενο εξαγωγής του σφαιριδίου  πριν από την 
εξαγωγή του σφαιριδίου . Να εξετασθεί κατά πόσον τα ενδεχόµενα ,  και  
είναι ανεξάρτητα. 

,...,,{ 621 σσσ

5σ

1Α 2A

1A

2σ
1σ

2A 3σ

4σ 3A

6σ 3A

 39. Ας θεωρήσουµε έναν αρχικό πληθυσµό στον οποίο οι γονότυποι ΑΑ, Αα και αα 
εµφανίζονται σε ποσοστά p, 2q και r αντίστοιχα µε 12 =++ rqp  ανεξάρτητα φύλου. 
Έστω ότι καθένας από τους γονείς (πατέρας και µητέρα) κληρονοµεί, σύµφωνα µε το 
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νόµο κληρονοµικότητας του Mendel, σε κάθε παιδί του ένα από τα γονίδια Α και α. Να 
υπολογισθεί η δεσµευµένη πιθανότητα ο πατέρας να είναι του τύπου Αα δεδοµένου 
ότι το παιδί είναι του τύπου ΑΑ. 

 40. Ας θεωρήσουµε έναν πληθυσµό στον οποίο ο λόγος του αριθµού των ανδρών 
προς τον αριθµό των γυναικών είναι θ . Υποθέτουµε ότι η πιθανότητα ένας άνδρας να 
παρουσιάζει αχρωµατοψία είναι q, ενώ η πιθανότητα µια γυναίκα να παρουσιάζει 
αχρωµατοψία είναι (βλ. Παράδειγµα 9.3). Έστω ότι ένα άτοµο εκλέγεται τυχαία 
από τον πληθυσµό αυτό. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες των ενδεχοµένων όπως το 
εκλεγόµενο άτοµο (α) είναι γυναίκα παρουσιάζουσα αχρωµατοψία και (β) 
παρουσιάζει αχρωµατοψία. 

2q



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 
 
ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ  
ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 
 
 
 
 
1. ΤΥΧΑΙΑ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 
 
 Τα δειγµατικά σηµεία (στοιχειώδη ενδεχόµενα) ενός δειγµατικού χώρου 
στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή φαινοµένου) δύνανται να είναι αριθµοί, όπως 
για παράδειγµα στην περίπτωση που εκφράζουν ποσοτικό χαρακτηριστικό του 
στοχαστικού πειράµατος, ή συµβολικές εκφράσεις µε γράµµατα του αλφαβήτου, 
όπως για παράδειγµα στην περίπτωση που περιγράφουν ποιοτικό χαρακτηριστικό του 
στοχαστικού πειράµατος. Οι περιπτώσεις αυτές αντιµετωπίζονται ενιαία µε την 
αντιστοίχηση σε κάθε δειγµατικό σηµείο ενός πραγµατικού αριθµού. Επιπλέον, σε 
ένα στοχαστικό (τυχαίο) πείραµα (ή φαινόµενο) το ενδιαφέρον και από πρακτική 
άποψη εστιάζεται στην πραγµατοποίηση ή µη αριθµητικών µεγεθών τα οποία 
αντιστοιχούν σε δειγµατικά σηµεία. Σχετικά θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.1. Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος ενός στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος. 
Μια πραγµατική συνάρτηση Χ που ορίζεται στο δειγµατικό χώρο Ω καλείται τυχαία 
µεταβλητή (τ.µ.). Η συνάρτηση αυτή αντιστοιχεί σε κάθε δειγµατικό σηµείο  έναν 
πραγµατικό αριθµό . 

Ωω∈
)(ωXx =

 Σηµειώνουµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές συµβολίζονται µε τα κεφαλαία γράµµατα 
χωρίς δείκτες  ή µε δείκτες  και οι τιµές τους µε τα 
αντίστοιχα µικρά γράµµατα 

WZYX ,,, κXXX ...,,, 21

wzyx ,,,  ή . κxx ...,,2x ,1

RR ⊆ Το σύνολο X  των τιµών της τυχαίας µεταβλητής Χ αποτελεί το νέο δειγµα-
τικό χώρο του στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή φαινοµένου). Το διάστηµα 

 είναι βασικό ενδεχόµενο στο νέο αυτόν δειγµατικό χώρο. Οποιοδήποτε άλλο 
ενδεχόµενο 

],( x−∞

XR⊆B  δύναται να εκφρασθεί συναρτήσει του διαστήµατος αυτού. 
Είναι εποµένως χρήσιµη η εισαγωγή της ακόλουθης συνάρτησης. 

Ορισµός 1.2. Η συνάρτηση 
}))(:({)()( xωXΩωPxXPxF ≤∈=≤= , ∞<<∞− x  

καλείται συνάρτηση κατανοµής (σ.κ.) ή αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (α.σ.κ.) της 
τ.µ. Χ. 

 Στις περιπτώσεις που υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. 
Χ συµβολίζεται µε XF  και η τιµή της στο x µε )(xFX . 

Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση κατανοµής, ως πιθανότητα, λαµβάνει τιµές στο 
διάστηµα [ : ]1,0

1)(0 ≤≤ xF , ∞<<∞− x . 
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Επίσης είναι αύξουσα συνάρτηση, 

)()( 21 xFxF ≤ , ∞<<<∞− 21 xx , 

εφ’ όσον { })(:{})(: 21 xωXΩωxωXΩω ≤∈⊆≤∈  και 

0)(lim)( =≡−∞
−∞→

xFF
x

, 1)(lim)( =≡+∞
+∞→

xFF
x

, 

εφ’ όσον ∅=≤∈
−∞→

})(:{lim xωXΩω
x

, ΩxωXΩω
x

=≤∈
+∞→

})(:{lim . 

 Η πιθανότητα όπως µια τυχαία µεταβλητή βρίσκεται σε συγκεκριµένο διάστηµα 
των πραγµατικών αριθµών δύναται να εκφρασθεί συναρτήσει της συνάρτησης 
κατανοµής της. Σχετικά αποδεικνύουµε το ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 1.1. Έστω F η συνάρτηση κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής Χ. Τότε 

)()()( αFβFβXαP −=≤<                                       (1.2) 

για κάθε πραγµατικούς αριθµούς α και β µε α β< . 

Απόδειξη. Το ενδεχόµενο }{ : βXαΩω ≤<∈  δύναται να εκφρασθεί ως διαφορά δύο 
ενδεχοµένων ως εξής: 

})(:{})(:{}:{ αωXΩωβωXΩωβXαΩω ≤∈−≤∈=≤<∈  

µε })(:{})(:{ βωXΩωαωXΩω ≤∈⊆≤∈ , εφ’ όσον βα < . Εποµένως, χρησιµο-
ποιώντας την (6.5) του Κεφ. 1, συνάγουµε, σύµφωνα µε τη (2.1), τη σχέση (2.2). 

Παράδειγµα 1.1. Ας θεωρήσουµε δύο διαδοχικές ρίψεις ενός συνήθους νοµίσµατος. 
Ένας κατάλληλος δειγµατικός χώρος για τη µελέτη του τυχαίου αυτού πειράµατος 
είναι το σύνολο 

)},(),,(),,(),,{( κκγκκγγγΩ = , 

όπου σηµειώνεται µε κ η όψη κεφαλή και µε γ η όψη γράµµατα. Η συνάρτηση 









=
∈
=

=
),(,2

)},(),,{(,1
),(,0

)(
γγω

γκκγω
κκω

ωX  

η οποία ορίζεται στο δειγµατικό χώρο Ω και παίρνει τιµές στο σύνολο 

}2,1,0{=XR  

είναι τυχαία µεταβλητή και εκφράζει τον αριθµό εµφανίσεων της όψης γράµµατα. 
 Η συνάρτηση κατανοµής F της τ.µ. Χ υπολογίζεται ως εξής: Παρατηρούµε ότι 











∞<≤
<≤
<≤
<<∞−∅

=≤∈

xΩ
x
x
x

xωXΩω

2,
21},1,0{
10,}0{
0,

})(:{  

και σύµφωνα µε τον ορισµό 1.2, 











∞<≤
<≤
<≤
<<∞−

=≤=

.2,1
21,4/3
10,4/1
0,0

)()(

x
x
x
x

xXPxF  
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Η γραφική παράσταση της )  δίδεται στο Σχήµα 1.1. Παρατηρούµε ότι αυτή 
είναι σκαλωτή συνάρτηση µε άλµατα στα σηµεία 2

(xF
,1,0=x  µεγέθους 1/4, 1/2, 1/4 

αντίστοιχα. 
 

        0         1        2        3        4          x 

F(x) 
 
   1 
 
3/4 
 
1/2 
 

1/4 

 
Σχήµα 1.1. Η συνάρτηση κατανοµής . )(xF

 
Παράδειγµα 1.2. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός συνήθους κύβου. 
Καταγράφοντας την ένδειξη της επάνω έδρας του κύβου ο δειγµατικός χώρος του 
τυχαίου αυτού πειράµατος είναι το σύνολο 

}6,5,4,3,2,1{=Ω . 

Έστω Χ το αποτέλεσµα της ρίψης (η ένδειξη της επάνω έδρας) του κύβου. 
Η ταυτοτική αυτή συνάρτηση 

ωωX =)( , ω Ω∈  

είναι µια τυχαία µεταβλητή. Η συνάρτηση κατανοµής F της Χ υπολογίζεται ως εξής: 
Παρατηρούµε ότι 

















∞<≤
<≤
<≤
<≤
<≤
<≤
<<∞−∅

=≤∈

xΩ
x
x
x
x
x
x

xωXΩω

6,
65},5,4,3,2,1(
54},4,3,2,1{
43},3,2,1{
32},2,1{
21},1{
1,

})(:{  

και σύµφωνα µε τον ορισµό 1.2, 

















∞<≤
<≤
<≤
<≤
<≤
<≤
<<∞−

=≤=

x
x
x
x
x
x
x

xXPxF

6,1
65,6/5
54,6/4
43,6/3
32,6/2
21,6/1
1,0

)()( . 
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Η γραφική παράσταση της )  δίδεται στο Σχήµα 1.2. Παρατηρούµε ότι αυτή είναι 
σκαλωτή συνάρτηση µε άλµατα στα σηµεία 6

(xF
,5,4,3,2,1=x  µεγέθους 1/6 το καθ’ 

ένα. 
 

    0         1        2        3        4        5        6            x 

F(x) 
 
1 
 
5/6 
 
4/6 
 
3/6 
 
2/6 
 

1/6 

 
Σχήµα 1.2. Η συνάρτηση κατανοµής  )

1

(xF

Παράδειγµα 1.3. Ας θεωρήσουµε µία τυχαία µεταβλητή Χ µε τιµές x στο διάστηµα 
 και ας υποθέσουµε ότι η συνολική πιθανότητα ]1,0[ )10( =≤≤ XP

10 21

 κατανέµεται 
οµοιόµορφα στο διάστηµα ]  (κατά το ανάλογο της οµοιόµορφης κατανοµής της 
µάζας µιας ράβδου µε άκρα τα σηµεία 0 και 1). Σύµφωνα µε την υπόθεση αυτή η 
πιθανότητα η Χ να βρίσκεται στο διάστηµα  µε 

1,0[

],( 21 xx ≤≤≤ xx  είναι ανάλογη 
του µήκους του: )(( 121 xxcXxP )2x −=≤

)0
<

(
, όπου η c είναι η σταθερή αναλογίας. 

Επιπλέον έχουµε 0=<<−∞ XP 1(, 0) =∞<< X
0

P . 
=x 1=xΗ σταθερή c υπολογίζεται αν θέσουµε 1  και 2 , οπότε 

cXP =≤< )10(  

και επειδή 1 είναι )10( =≤< XP 1=c . Η συνάρτηση κατανοµής F της Χ είναι τότε η 









∞<≤
<≤
<<∞−

=≤=
.1,1

10,
0,0

)()(
x
xx
x

xXPxF  

Η γραφική παράσταση της )  δίδεται στο Σχήµα 1.3. Παρατηρούµε ότι αυτή είναι 
µια συνεχής συνάρτηση. 

(xF

 

        0                          1                          x 

F(x) 

 1 

 
Σχήµα 1.3. Η συνάρτηση κατανοµής  )(xF
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2. ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 
 
 Η µελέτη πολλών σηµαντικών εννοιών που συνδέονται µε τις τυχαίες µεταβλητές 
διευκολύνεται µε το διαχωρισµό των δύο βασικών κατηγοριών: των διακριτών και 
των συνεχών τυχαίων µεταβλητών. Σχετικά θέτουµε τους ακόλουθους ορισµούς. 

Ορισµός 2.1. Μία τυχαία µεταβλητή Χ καλείται διακριτή (ή απαριθµητή) αν παίρνει, µε 
πιθανότητα 1, αριθµήσιµο (πεπερασµένο ή αριθµησίµως άπειρο) σύνολο τιµών 

. Η συνάρτηση f η οποία σε κάθε σηµείο , , εκχωρεί 
την πιθανότητά του 

...},...,,,{ 10 νX xxxR = κx ...,1,0=κ

}))(:({)()( κκκ xωXΩωPxXPxf =∈=== , ...,1,0=κ ,               (2.1) 

καλείται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ή απλώς συνάρτηση πιθανότητας της 
τυχαίας µεταβλητής Χ.  

Στις περιπτώσεις που υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης η συνάρτηση πυκνότητας της 
τ.µ. Χ συµβολίζεται µε Xf  και η τιµή της στο  µε ) . Σηµειώνουµε ότι, 
χρησιµοποιώντας την παράσταση 

κx ( κX xf
L L++++= }{ νx}}{ 0X xR { 1x , η συνθήκη 

)( XRXP ∈  δύναται να γραφεί στη µορφή 

1)(
0

==∑
∞

=κ
κxXP . 

Επίσης η συνάρτηση πιθανότητας, όπως προκύπτει άµεσα από τον ορισµό της, είναι 
µη αρνητική 

0)( ≥κxf , ...,1,0=κ  και 0)( =xf , XRx∉                         (2.2) 
και 

∑
∞

=

=
0

1)(
κ

κxf .                                                  (2.3) 

Στην περίπτωση που το σύνολο των τιµών της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι 
πεπερασµένο, }...,,,{ 10 νxxxRX = , η σειρά (2.3) γίνεται ένα πεπερασµένο άθροισµα 

∑
=

=
ν

0
1)(

κ
κxf . 

 Η συνάρτηση πιθανότητας )()( κκ xXPxf == , ...,1,0=κ  µιας διακριτής τυχαίας 
µεταβλητής συνδέεται µε τη συνάρτηση κατανοµής αυτής , )()( xXPxF ≤=

∞<<∞− x . Συγκεκριµένα, στη µερική περίπτωση που L<<< 21 xx0x , ισχύουν οι 
σχέσεις 

∑
=

=
r

κ
κxfxF

0
)()( , 1+<≤ rr xxx , ...,1,0=r ,                          (2.4) 

µε  για 0)( =xF 0xx <<∞−  και 

)()()( 1−−= κκκ xFxFxf , ...,2,1=κ                               (2.5) 

µε ) . Γενικότερα ισχύει η σχέση ()( 00 xFxf =

∑
≤

=
xx

κ
κ

xfxF )()( , ∞<<∞− x ,                                    (2.6) 
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όπου η άθροιση εκτείνεται σε όλα τα  τα οποία είναι µικρότερα ή ίσα του x. κx

Ορισµός 2.2. Μία τυχαία µεταβλητή Χ καλείται συνεχής αν υπάρχει µη αρνητική 
συνάρτηση, 

0)( ≥xf , ∞<<∞− x ,                                         (2.7) 
µε 

∫
∞

∞−

= 1)( dxxf ,                                                 (2.8) 

τέτοια ώστε για κάθε πραγµατικούς αριθµούς α και β µε βα <  να ισχύει 

∫=≤<
β

α

dxxfβXαP )()( .                                       (2.9) 

Η  καλείται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ή απλώς συνάρτηση πυκνότητας 
της τυχαίας µεταβλητής Χ. 

)(xf

 Άµεση συνέπεια των ορισµών της συνάρτησης κατανοµής )  και της 
συνάρτησης πυκνότητας )  µιας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής Χ είναι η σχέση 

(xF
(xf

∫
∞−

=
x

dttfxF )()( , ∞<<∞− x .                                 (2.10) 

Αν η συνάρτηση )  είναι συνεχής στο σηµείο x τότε παραγωγίζοντας τη σχέση 
αυτή παίρνουµε την 

(xf

)()( xf
dx

xdF
= .                                               (2.11) 

 Σηµειώνουµε ότι οι σχέσεις (2.10) και (2.11) είναι οι αντίστοιχες των (2.4) και 
(2.5) για συνεχείς τυχαίες µεταβλητές. Η συνάρτηση πυκνότητας ) , σε αντίθεση 
µε τη συνάρτηση πιθανότητας, δεν παριστάνει την πιθανότητα κάποιου ενδεχοµένου. 
Η πιθανότητα 0  και εποµένως η )  δεν παριστάνει βέβαια αυτή την 
πιθανότητα. Μόνον όταν η συνάρτηση αυτή ολοκληρώνεται µεταξύ δύο σηµείων, 
όπως στην (2.9), δίδει κάποια πιθανότητα. Κατά προσέγγιση για µικρό  έχουµε 

(xf

)( == xXP (xf

0>

0 0

xf ()

h

≅ hhxXxP )( +≤< . 

Παράδειγµα 2.1. Ας επανέλθουµε στο τυχαίο πείραµα, του παραδείγµατος 1.1, των 
δύο διαδοχικών ρίψεων ενός συνήθους κύβου. Ο αριθµός Χ των εµφανίσεων της όψης 
γράµµατα είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή εφ’ όσον το σύνολο των τιµών της 

 είναι διακριτό (απαριθµητό). Η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ 
υπολογίζεται ως εξής: 

}2,1,0{=XR

4
1)],[()0()0( ==== κκPXPf , 

2
1)],(),,[()1()1( ==== γκκγPXPf , 

4
1)],[()2()2( ==== γγPXPf . 
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Σηµειώνουµε ότι 

∑
=

=++=
2

0

1
4
1

2
1

4
1)(

x
xf , 

όπως απαιτείται από τον ορισµό µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής. 

Παράδειγµα 2.2. Ας θεωρήσουµε µια τυχαία µεταβλητή Χ µε τιµές x στο διάστηµα 
 και ας υποθέσουµε ότι η συνολική πιθανότητα κατανέµεται οµοιόµορφα στο 

διάστηµα αυτό (βλ. Παράδειγµα 1.3). Να προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας της 
Χ. 

]1,0[

 Η συνάρτηση κατανοµής της Χ έχει υπολογισθεί στο Παράδειγµα 1.3 και είναι η 








∞<≤
<≤
<<∞−

=
.1,1

10,
0,0

)(
x
xx
x

xF  

Παραγωγίζοντας αυτή συνάγουµε, σύµφωνα µε τη (2.10), τη συνάρτηση πυκνότητας 
της τ.µ. Χ 





><
≤≤

=
.1ή0,0

10,1
)(

xx
x

xf  

Παράδειγµα 2.3. Έστω ότι ο χρόνος απορρόφησης ενός φαρµάκου µετρούµενος σε 
ώρες είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ µε συνάρτηση πυκνότητας 

2

)(2)(
θ

xθxf −
= , θx ≤≤0 , 

όπου  είναι παράµετρος της κατανοµής. Να υπολογισθούν η συνάρτηση 
κατανοµής , 

0>θ
) ∞<<∞−(xF x , και οι πιθανότητες )( βXαP ≤< ,  µε 

. 
)( αXP >

θ≤βα <
Η συνάρτηση κατανοµής για θx ≤≤0  είναι 

∫∫ ∫∫ 






 −
−=−=+==

∞−∞−

x xxx

θ
tθdttθ

θ
dttfdttfdttfxF

0 0
2

2

2

0

0

)()(2)()()()(  

                     2

2)(1
θ

xθ −
−= . 

Επίσης , 0 0<<∞)( =xF − x  και 1)( =xF , ∞<≤ xθ . 
 Χρησιµοποιώντας την (1.2) και τη συνάρτηση κατανοµής οι ζητούµενες 
πιθανότητες υπολογίζονται ως 

2

22 )()()()()(
θ

βθαθαFβFβXαP −−−
=−=≤<  

και 

2

2)()(1)(1)(
θ
αθαFαXPαXP −

=−=≤−=> . 
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3. ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 
 

 Στην πιθανοθεωρητική µελέτη ενός στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου), όπως επίσης και στη στατιστική συµπερασµατολογία, αναφύεται συχνά 
η ανάγκη προσδιορισµού της κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής , η 
οποία είναι συνάρτηση µιας άλλης τυχαίας µεταβλητής Χ µε γνωστή κατανοµή. 
Συνήθως το ενδιαφέρον αφορά την περίπτωση που τόσο η τυχαία µεταβλητή Χ όσο 
και η τυχαία µεταβλητή Υ είναι συνεχείς. Στην περίπτωση αυτή ο προσδιορισµός της 
κατανοµής της Υ επιτυγχάνεται ευκολότερα µε την εύρεση, αρχικά, της συνάρτησης 
κατανοµής. Η συνάρτηση πυκνότητας της Υ προσδιορίζεται µε παραγώγιση της 
συνάρτησης κατανοµής. Η έκφραση της συνάρτησης κατανοµής της τυχαίας 
µεταβλητής Y , 

)

)

(XgY =

(Xg=

])([)()( yXgPyYPyFY ≤=≤= , 

συναρτήσει της συνάρτησης κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Χ απαιτεί τον 
προσδιορισµό του συνόλου })(:{ yxgx ≤ . Τούτο επιτυγχάνεται εύκολα αν ο 
µετασχηµατισµός )  είναι ένα προς ένα από το σύνολο  των τιµών της Χ 
επί του συνόλου  των τιµών της Υ και µονότονος. Τότε υπάρχει ο αντίστροφος 
µετασχηµατισµός )  και είναι µονότονος. Στην περίπτωση αυτή η σχέση 

 είναι ισοδύναµη µε τη σχέση , αν η )

(xgy =

YR
(1 ygx −=

XR

xyxg ≤)( )(1 y−gx ≤ (gy =  είναι αύξουσα και 
µε τη σχέση , αν η ))(1 y−gx ≥ (xgy =  είναι φθίνουσα και εποµένως 

))(()]([)( 11 ygFygXPyF XY
−− =≤= , 

αν η )  είναι αύξουσα και (xgy =

))((1)]([1)]([)( 111 ygFygXPygXPyF XY
−−− −=<−=≥= , 

αν η )  είναι φθίνουσα. Αν η αντίστροφη συνάρτηση  
παραγωγίζεται και η παράγωγος  είναι συνεχής για κάθε y στο , τότε 
παραγωγίζοντας την ανωτέρω έκφραση της συνάρτησης κατανοµής , σύµφωνα 
µε τον κανόνα παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης , συνάγουµε τη σχέση 

(xgy = )(1 ygx −=

YR
)

dyydg /)(1−

( yFY

dy
ydgygfyf XY

)())(()(
1

1
−

−= , 

αν η )  είναι αύξουσα και τη σχέση (xgy =

dy
ydgygfyf XY

)())(()(
1

1
−

−−= , 

αν η )  είναι φθίνουσα. Εποµένως (xgy =

dy
ydgygfyf XY

)())(()(
1

1
−

−= . 

 Τα αποτελέσµατα αυτά συνοψίζονται στο ακόλουθο θεώρηµα 
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Θεώρηµα 3.1. ‘Εστω ότι η Χ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πυκνότητας , . Αν ο µετασχηµατισµός )(xf X XRx∈ )(XgY =  είναι ένα προς ένα από 
το σύνολο  επί του συνόλου XR )( XY RgR =  και υπάρχει η παράγωγος  
και είναι συνεχής για κάθε y στο , τότε η τυχαία µεταβλητή Y

dyydg /)(1−

YR )(Xg=  είναι συνεχής 
µε συνάρτηση πυκνότητας 

dy
ydgygfyf XY

)())(()(
1

1
−

−= , YRy∈ .                              (3.1) 

 Στη µερική περίπτωση που βαxxgy +== )( , όπου α και β πραγµατικές σταθερές 
µε , ο αντίστροφος µετασχηµατισµός είναι ο  και 

. Έτσι συνάγουµε από το ακόλουθο πόρισµα. 
0≠α

y /)(1−

αβyygx /)()(1 −== −

αdydg /1=

Πόρισµα 3.1. Έστω ότι η Χ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πυκνότητας , . Τότε η )(xf X XRx∈ βαΧY += , 0≠α , είναι µια συνεχής τυχαία 
µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 

||
1)(
αα

βyfyf XY 





 −

= , YRy∈ .                                 (3.2) 

Παράδειγµα 3.1. Ας θεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ µε συνάρτηση 
πυκνότητας 








 −
−= 2

2

2
)(exp

2
1)(

σ
µx

πσ
xf X , ∞<<∞− x , 

όπου ∞<<∞− µ  και  είναι παράµετροι της κατανοµής. Σηµειώνουµε ότι 
αυτή είναι η συνάρτηση πυκνότητας της κανονικής κατανοµής. Να προσδιορισθεί η 
συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής Y

∞<< σ0

βαX += . 

 Χρησιµοποιώντας την (3.2) παίρνουµε 








 −−
−= 2

2

)(2
)(exp

2||
1)(

ασ
βαµy

πσα
yfY , ∞<<∞− y . 

Θέτοντας 

βαµµY += , σ|ασY |= , 

η πυκνότητα αυτή γράφεται στη µορφή 








 −
−= 2

2

2
)(

exp
2

1)(
Y

Y

Y
Y σ

µy
πσ

yf , ∞<<∞− y , 

η οποία είναι η συνάρτηση πυκνότητας της κανονικής κατανοµής µε παραµέτρους 
 και . βαµµY += σ|ασY |=

 Ειδικά για /σα 1=  και µ/σβ −= , οπότε 0=Yµ  και 1=Yσ , η συνάρτηση 
πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής 

σ
µXY −

=  
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παίρνει τη µορφή 

2/2

2
1)( y

Y e
π

yf −= , ∞<<∞− y , 

η οποία είναι η γνωστή ως τυποποιηµένη κανονική πυκνότητα. 

 Η περίπτωση που ο µετασχηµατισµός )(xgy =  δεν είναι ένα προς ένα από το 
σύνολο  των τιµών της Χ επί του συνόλου  των τιµών της Υ δύναται να 
αντιµετωπισθεί µε τον προσδιορισµό του συνόλου }

XR Y

{
R

)(: yxgx ≤  και την εύρεση, 
αρχικά, της συνάρτησης κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Υ. Μια τέτοια περίπτωση 
εξετάζεται στα επόµενα παραδείγµατα. 

Παράδειγµα 3.2. Ας θεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ µε συνάρτηση 
πυκνότητας ,  και συνάρτηση κατανοµής , )(xf X XRx∈ )(xFX Rx∈ . (α) Να 
προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας , )(yfY YRy∈  της τυχαίας µεταβλητής 

2XY = . (β) Στη µερική περίπτωση που η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την τυποποιηµένη 
συνάρτηση πυκνότητας 

2/2

2
1)( x

X e
π

xf −= , ∞<<∞− x , 

να προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας , )(yfY YRy∈  της 2XY = . 
 (α) Η τυχαία µεταβλητή Υ δεν µπορεί να πάρει αρνητικές τιµές και έτσι  
για , ενώ 

0)( =yFY

0≤<∞− y

)()()()()()( 2 yFyFyXyPyXPyYPyF YYY −−=≤≤−=≤=≤=  

για . Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση αυτή, σύµφωνα µε τον κανόνα 
παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης, συνάγουµε τη συνάρτηση πυκνότητας 

∞<< y0

)}()({
2

1)( yfyf
y

yf XXY −+= , ∞<< y0 . 

 (β) Παρατηρούµε ότι η  είναι άρτια συνάρτηση, )(xf X )()( xfxf XX =− , και έτσι 
η ανωτέρω έκφραση της  συναρτήσει της  γίνεται )( yYf )(xf X

)(1)( yf
y

yf XY = , ∞<< y0 . 

Εποµένως 

2/

2
1)( y

Y e
πy

yf −= , ∞<< y0 . 

Παράδειγµα 3.3. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ µε συνάρτηση 
πυκνότητας ,  και συνάρτηση κατανοµής , )(xf X XRx∈ )(xFX Rx∈ . (α) Να 
προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας , )(yfY YRy∈  της τυχαίας µεταβλητής 

. (β) Αν  || XY =

2/2

2
1)( x

X e
π

xf −= , ∞<<∞− x , 
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να προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας , )(yfY YRy∈  της Y || X= . 
 (α) Η τυχαία µεταβλητή Υ δεν µπορεί να πάρει αρνητικές τιµές και έτσι  
για , ενώ  

0)( =yFY

0<<∞− y

)()()()|(|)()( yFyFyXyPyXPyYPyF YYY −−=≤≤−=≤=≤= , 

για . Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση αυτή, σύµφωνα µε τον κανόνα 
παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης, συνάγουµε τη συνάρτηση πυκνότητας 

∞<≤ y0

)()()( yfyfyf XXY −+= , ∞<≤ y0 . 

 (β) Παρατηρούµε ότι η  είναι άρτια συνάρτηση, )(xf X )()( xfxf XX =− , και έτσι 
η ανωτέρω έκφραση της  συναρτήσει της  γίνεται )( yYf )(xf X

)(2)( yfyf XY = , ∞<≤ y0 . 

Εποµένως 
2/2)( y

Y e
π

yf −= , ∞<≤ y0 . 

 
4. ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΚΑΙ ∆ΙΑΣΠΟΡΑ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 
 
 Η κατανοµή πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής, όπως έχουµε ήδη παρατη-
ρήσει, δύναται να εκφρασθεί είτε από τη συνάρτηση κατανοµής είτε από τη 
συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας αυτής. Μια περιληπτική περιγραφή της 
πιθανοθεωρητικής συµπεριφοράς µιας τυχαίας µεταβλητής παρέχεται από τη 
θεώρηση και µελέτη µερικών βασικών παραµέτρων της κατανοµής της. Η µέση τιµή 
που αποτελεί µέτρο θέσης ή κεντρικής τάσης και η διασπορά που αποτελεί µέτρο 
συγκεντρωτικότητας ή µεταβλητότητας είναι οι πιο βασικές παράµετροι της 
κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής. Στο εδάφιο αυτό εισάγονται διαδοχικά και 
µελετώνται η µέση τιµή και η διασπορά µιας τυχαίας µεταβλητής. 
 Η µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής αποτελεί γενίκευση του αριθµητικού µέσου 
µιας ακολουθίας τιµών. Συγκεκριµένα έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 4.1. (α) Έστω ότι η Χ είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πιθανότητας , )()( κκ xXPxf == ...,1,0=κ

∞

. Τότε η µέση τιµή αυτής, συµβολιζόµενη 
µε  ή  ή απλώς µ αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, ορίζεται από τη σχέση )(ΧΕ Χµ

∑
=

=≡
0

)()(
κ

κκ xfxXEµ .                                         (4.1) 

 (β) Έστω ότι η Χ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 
 −)(xf , ∞<<∞ x . Τότε η µέση τιµή αυτής ορίζεται από τη σχέση 

∫
∞

∞−

=≡ dxxxfXEµ )()( .                                         (4.2) 

 Αξίζει να σηµειωθεί η αναλογία µεταξύ της µέσης τιµής µιας τυχαίας µεταβλητής 
και του κέντρου βάρους µάζας στη µηχανική. Αν µια µονάδα µάζας κατανέµεται στα 
σηµεία  µιας ευθείας και )  είναι η µάζα στο σηµείο ,  τότε 
η (4.1) παριστάνει το κέντρο βάρους (περί την αρχή). Κατά τον ίδιο τρόπο αν η 
µονάδα µάζας έχει συνεχή κατανοµή σε µια ευθεία και αν η )  παριστάνει την 

...,, 10 xx ( κxf κx

(x

...,1,0=κ

f
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πυκνότητα µάζας στο x τότε η (4.2) ορίζει και πάλιν το κέντρο βάρους. Με την έννοια 
αυτή η µέση τιµή θεωρείται ως το κέντρο της κατανοµής πιθανότητας. 

Παράδειγµα 4.1. Έστω Χ ο αριθµός της επάνω έδρας στο τυχαίο πείραµα της ρίψης 
ενός συνήθους κύβου (βλ. Παράδειγµα 1.2). Να υπολογισθεί η µέση τιµή . )(XE
 Η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ δίδεται από την 

6
1)()( === xXPxf , 6...,,2,1=x . 

Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό 4.1 (α), 

∑
=

==
+++++

===
6

1 2
7

6
21

6
654321

6
1)(

x
xXEµ . 

Σηµειώνουµε ότι, όπως φαίνεται και από το απλό αυτό παράδειγµα, η µέση τιµή µιας 
διακριτής τυχαίας µεταβλητής δεν είναι κατ’ ανάγκη µια από τις δυνατές τιµές της. 

Παράδειγµα 4.2. Ας θεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ η οποία 
κατανέµεται οµοιόµορφα στο διάστηµα ][ ,θθ− . Να υπολογισθεί η µέση τιµή . )(XE
 Η συνάρτηση πυκνότητας της τ.µ. Χ δίδεται από την 

θ
xf

2
1)( = , θxθ ≤≤− . 

Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό 4.1 (β), 

0
42

1)()(
2

=







====

−

∞

∞− −
∫ ∫

θ

θ

θ

θ θ
xxdx

θ
dxxxfXEµ . 

Σηµειώνουµε ότι η µέση τιµή της Χ είναι 0)( =ΧΕ , ανεξάρτητη της παραµέτρου θ. 
Στην κατανοµή αυτή η παράµετρος θ καθορίζει τη συγκεντρωτικότητα των τιµών της 
Χ περί τη µέση τιµή. Όσο πιο µικρό είναι το θ τόσο πιο µεγάλη είναι η 
συγκεντρωτικότητα. 

 Ας θεωρήσουµε µια τυχαία µεταβλητή Χ, διακριτή µε συνάρτηση πιθανότητας 
,  ή συνεχή µε συνάρτηση πυκνότητας , )()( κκX xXPxf ==

∞<<∞−
...,1,0=κ )(xf X

x . Σηµειώνουµε ότι µια συνάρτηση αυτής )(XgY =  είναι επίσης τυχαία 
µεταβλητή και η συνάρτηση πιθανότητας )ryY()( rY Pyf == , ...,1,0=r  ή πυκνότη-
τας ,  αυτής προσδιορίζεαι µέσω της συνάρτησης πιθανότητας 

,  ή πυκνότητας  της τυχαίας µεταβλητής Χ. Είναι εποµένως 
ενδιαφέρον και έχει έννοια ο υπολογισµός της µέσης τιµής της . Ο 
υπολογισµός αυτός δύναται να γίνει, σύµφωνα µε τον ορισµό 4.1, αφού πρώτα 
υπολογισθεί η συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας της Υ. Τούτο δεν είναι αναγκαίο 
να γίνεται σε κάθε µερική περίπτωση. Σχετικά ισχύει η ακόλουθη έκφραση 

)(yfY <∞− y
)( κX xf ...,1,0=κ

∞<
)(xf X

)(Xg=Y

∑
∞

=

=≡
0

)()()]([)(
κ

κXκ xfxgXgEYE ,                               (4.3) 

αν η Χ είναι διακριτή και η έκφραση 

∫
∞

∞−

=≡ dxxfxgXgEYE X )()()]([)( ,                               (4.4) 

αν η Χ είναι συνεχής. 
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 Η διασπορά µιας τυχαίας µεταβλητής αποτελεί ένα µέτρο της συγκεντρωτικότητας 
ή µεταβλητότητας της κατανοµής της. Η ύπαρξη κατανοµών οι οποίες έχουν την ίδια 
µέση τιµή και των οποίων οι τιµές είναι περισσότερο ή λιγότερο διασπαρµένες (βλ. 
Παράδειγµα 4.2) καθιστά αναγκαία την εισαγωγή ενός τέτοιου µέτρου. Η διασπορά, 
η οποία δύναται να χρησιµοποιηθεί για τη διάκριση των κατανοµών αυτών, είναι η 
µέση τιµή του τετραγώνου της απόκλισης , της τυχαίας µεταβλητής 
Χ από τη µέση της τιµή )  και υπολογίζεται µε τη χρησιµοποίηση των (4.3) 
και (4.4) ανάλογα µε το αν Χ είναι διακριτή ή συνεχής τυχαία µεταβλητή. 

2)()( µXXg −=
(XEµ =

Ορισµός 4.2. Έστω Χ µια τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή )(XEµ = . Τότε η διασπορά 
ή διακύµανση της Χ, συµβολιζόµενη µε ή  ή απλώς  αν δεν υπάρχει 
κίνδυνος σύγχυσης, ορίζεται από τη σχέση 

)(XV  2
Xσ

2σ

])[()( 22 µXEXVσ −=≡ .                                       (4.5) 

Η θετική τετραγωνική ρίζα της διασποράς V , )(X

)(XVσσ X =≡                                               (4.6) 

καλείται τυπική απόκλιση της τυχαίας µεταβλητής Χ. 

 Σύµφωνα µε τις (4.3) και (4.4), αν η Χ είναι µια διακριτή τ.µ. µε συνάρτηση 
πιθανότητας , ) ...,1,0()( κκ xXPxf == =κ , τότε 

∑
∞

=

−=
0

2 )()()(
κ

κκ xfµxXV  

και αν η Χ είναι µια συνεχής τ.µ. µε συνάρτηση πυκνότητας ) , τότε (xf

∫
∞

∞−

−= dxxfµxXV )()()( 2 . 

Σηµειώνουµε ότι η αναλογία που υπάρχει µεταξύ της µέσης τιµής µιας τυχαίας 
µεταβλητής και του κέντρου βάρους µάζας στη µηχανική επεκτείνεται και µεταξύ της 
διασποράς και της ροπής αδρανείας περί το κέντρο βάρους. 

 Στο επόµενο θεώρηµα αποδεικνύουµε βασικές ιδιότητες της µέσης τιµής και της 
διασποράς. 

Θεώρηµα 4.1. Έστω Χ µια τυχαία µεταβλητή και α, β σταθερές. Τότε 
βXαEβαXE +=+ )()( ,                                        (4.7) 

)]([)]([)]()([ XhEXgEXhXgE +=+ ,                             (4.8) 
και 

)()( 2 XVαβαXV =+ ,                                           (4.9) 
22 )]([)()( XEXEXV −= .                                      (4.10) 

Απόδειξη. Έστω ότι η Χ είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πιθανότητας ) , ()( κκ xXPxf == ...,1,0=κ

∞

. Τότε σύµφωνα µε την (4.3) παίρνουµε 
∞

∑ ∑ ∑
= =

∞

=

+=+=+=+
0 0 0

)()()()()()(
κ κ κ

κκκκκ βXαExfβxfxαxfβαxβαΧE  
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και 

∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

+=+=+
0 0 0

)()()()()()]()([)]()([
κ κ κ

κκκκκκκ xfxhxfxgxfxhxgXhXgE  

                                 = . )]([)]([ XhEXgE +

Στην περίπτωση που η Χ είναι συνεχής, χρησιµοποιώντας την (4.4), συνάγουµε κατά 
τον ίδιο τρόπο τις (4.7) και (4.8). 
 Σύµφωνα µε τον ορισµό 4.2 της διασποράς και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (4.7) 
και (4.8) συνάγουµε τη σχέση 

)])(([)]()([)( 22 βXαEβαXEβαXEβαXEβαXV −−+=+−+=+  

                               = . )(])[())]([( 22222 XVαXEαXEXαE =−=− µ

Αναπτύσσοντας το τετράγωνο , της απόκλισης της τ.µ. Χ από τη µέση τιµή 
, κατά το διώνυµο του Νεύτωνα , και χρησιµοποιώντας τις (4.7) και (4.8) 

παίρνουµε 

2)( µX −
)(XEµ =

)2()()2(])[()( 22222 µµXEXEµµXXEµXEXV −−=+−=−=  

                        = . 2222 )]([)()(2)( XEXEµXµEXE −=+−

Παρατήρηση 4.1. Τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή. Αν Χ είναι µια τυχαία µεταβλητή 
µε και V  τότε η τυχαία µεταβλητή µXE =)(  2)( σX =

σ
µXZ −

=                                                  (4.11) 

έχει µέση τιµή, σύµφωνα µε την (4.7), 

0/])([]/)[()( =−=−= σµXEσµXEZE  

και διασπορά, σύµφωνα µε την (4.9), 

1/)(]/)[()( 2 ==−= σXVσµXVZV . 

Η τυχαία µεταβλητή Ζ που ορίζεται από την (4.11) καλείται τυποποιηµένη τυχαία 
µεταβλητή που αντιστοιχεί στη Χ. 

Παρατήρηση 4.2. Παραγοντικές ροπές. Η έκφραση (4.10) διευκολύνει τον 
υπολογισµό της διασποράς µιας τυχαίας µεταβλητής Χ, ιδιαίτερα στην περίπτωση που 
αυτή είναι συνεχής. Αν η τυχαία µεταβλητή Χ είναι διακριτή τότε η διασπορά αυτής 
υπολογίζεται ευκολότερα µε τη χρησιµοποίηση της παραγοντικής ροπής δεύτερης 
τάξης, 

])[( 2)2( XEµ = , 

όπου ( )1()2 −= XXX . Συγκεκριµένα έχουµε 
2

2 )]([)(])[()( XEXEXEXV −+= .                              (4.12) 

Η σχέση αυτή συνάγεται άµεσα από την (4.10) και την 

)()()()]1([])[( 22
2)2( XEXEXXEXXEXEµ −=−=−== . 

Παράδειγµα 4.3. Έστω Χ ο αριθµός της επάνω έδρας στο τυχαίο πείραµα της ρίψης 
ενός συνήθους κύβου. Να υπολογισθεί η διασπορά V . )(X
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 Η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ δίδεται από την 

6
1)()( === xXPxf , 6...,,2,1=x . 

Εποµένως, σύµφωνα µε την (4.3) 

∑
=

=
+++++

==
6

1

22

6
91

6
362516941

6
1)(

x
xXE . 

Χρησιµοποιώντας την (4.10) και το ότι (βλ. Παράδειγµα 4.1) 

2
7)( =XE  

παίρνουµε 

12
35

4
49

6
91

2
7

6
91)]([)()(

2
22 =−=






−=−= XEXEXV . 

Παράδειγµα 4.4. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία ρίψεων ενός συνήθους νοµίσµατος 
η οποία τερµατίζεται όταν εµφανισθεί για πρώτη φορά η όψη γράµµατα. Έστω Χ ο 
αριθµός των απαιτουµένων προς τούτο ρίψεων. Η συνάρτηση πιθανότητας της 
διακριτής τυχαίας µεταβλητής Χ δίδεται από την 

x

xXPxf 





===

2
1)()( , ...,2,1=x . 

Να υπολογισθούν ο αναµενόµενος αριθµός των ρίψεων )  και η διασπορά του 
αριθµού των ρίψεων V . 

(XE
)(X

Παρατηρούµε ότι παραγωγίζοντας διαδοχικά τη γεωµετρική σειρά 

1

0
)1( −

∞

=

−=∑ tt
x

x , 11 <<− t  

συνάγουµε τις σχέσεις 

2

1

1 )1( −
∞

=

− −=∑ txt
x

x , ∑ , 3

2

2 )1(2)1( −
∞

=

− −=− ttxx
x

x 11 <<− t . 

Εποµένως 

2
2
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2
1

2
1

2
1)()(

2

1

1

1
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




 −=






==

−∞

=
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=
∑∑
x

x

x
xxxfXE , 

4
2
11

2
1

2
1)1(

2
1)()(])[(

3

2

22

2
22 =






 −=






−






==

−∞

=

−∞

=
∑∑
x

x

x
xxxfxXE  

και σύµφωνα µε την (4.12) 

2224)]([)(])[()( 22
2 =−+=−+= XEXEXEXV . 

Παράδειγµα 4.5. Να υπολογισθεί η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής Χ µε 
συνάρτηση πυκνότητας 

θ
xf

2
1)( = , θxθ ≤≤− . 



 55

Χρησιµοποιώντας την (4.4) παίρνουµε 

∫ ∫
∞

∞− − −

=







===

θ

θ

θ

θ

θ
θ

xdxx
θ

dxxfxXE
362

1)()(
23

222  

και σύµφωνα µε την (4.10) και επειδή (βλ.Παράδειγµα 4.2) 

0)( =XE  
συµπεραίνουµε ότι 

3
)()(

2
2 θXEXV == . 

Παράδειγµα 4.6. Έστω ότι ο χρόνος απορρόφησης ενός φαρµάκου µετρούµενος σε 
ώρες είναι µια συνεχής µεταβλητή Χ µε συνάρτηση πυκνότητας 

2

)(2)(
θ

xθxf −
= , θx ≤≤0 , 

όπου θ  είναι παράµετρος της κατανοµής (βλ. Παράδειγµα 2.3). Να υπολογισθούν 
ο µέσος χρόνος απορρόφησης του φαρµάκου )  και η διασπορά του χρόνου 
απορρόφησης V . 

0>
(XE

)(X
(XE Η µέση τιµή ) , σύµφωνα µε τον ορισµό 4.1, δίδεται από την 

33
2)(2)()(

0 0
2

32

2

θ
θ
x

θ
xdxxθx

θ
dxxxfXE

θ θ

=







−=−== ∫ ∫

∞

∞−

. 

Επίσης χρησιµοποιώντας την (4.4), παίρνουµε 

623
2)(2)()(

2

0 0
2

43
2

2
22 θ

θ
x

θ
xdxxθx

θ
dxxfxXE

θ θ

=







−=−== ∫ ∫

∞
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και έτσι 

1896
)]([)()(

222
22 θθθXEXEXV =−=−= . 

Παράδειγµα 4.7. Έστω ότι η ταχύτητα Χ του ανέµου (σε χιλιόµετρα ανά ώρα) είναι 
µια συνεχής οµοιόµορφη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας  

θ
xf 1)( = , θx ≤≤0 . 

Η πίεση Υ (ατµόσφαιρες) που ασκείται στην επιφάνεια των πτερύγων ενός αεροσκά-
φους δίδεται από τη σχέση . Να υπολογισθούν η µέση πίεση )  και η 
διασπορά της πίεσης V . 

2aXY =
)

(XE
(X

Χρησιµοποιώντας την (4.4) παίρνουµε 

33
)()()(

2

0 0

3
222 αθx

θ
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θ
αdxxfxαXαEYE
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42422 θαx
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αdxxfxαXEαYE
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οπότε 

45
4

95
)]([)()(

424242
22 θαθαθαYEYEYV =−=−= . 

 
5. AΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει συνάρτηση κατανοµής 





















∞<≤

<≤

<≤

<≤

<≤

<<∞−

=

.4,1

,43,
25
23

,32,
25
19

,21,
25
13

,10,
5
1

,0,0

)(

x

x

x

x

x

x

xF  

 Να υπολογισθούν (α) οι πιθανότητες )31( ≤< XP ,  και (β) η 
συνάρτηση πιθανότητας )

)2( >XP
()( xXPxf == , 4,3,2,1,0=x . 

 2. Έστω ότι ο χρόνος αναµονής Χ σε λεπτά σε συγκεκριµένο σταθµό του υπογείου 
σιδηροδρόµου είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση κατανοµής 


















∞<≤

<≤

<≤

<≤

<<∞−

=

.4,1

,42,
4

,21,
2
1

,10,
2

,0,0

)(

x

xx

x

xx
x

xF  

 Να υπολογισθούν (α) οι πιθανότητες )2( ≤XP , )31( ≤< XP ,  και (β) η 
συνάρτηση πυκνότητας . 

)3( >XP
)(xf

 3. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα της ρίψης δύο διακεκριµένων κύβων και 
έστω Χ η τυχαία µεταβλητή η οποία στο σηµείο )  του δειγµατικού χώρου 
αντιστοιχεί το σηµείο , 

,( ji
2 6...,,2,1−+ ji =i , 6...,,2,1=j . Να υπολογισθούν η 

συνάρτηση πιθανότητας )( xXP)(xf X == , 10...,,1,0=x  και η συνάρτηση 
κατανοµής )x≤()( XPxFX = , ∞<<∞− x  της τυχαίας µεταβλητής Χ. 

4. (Συνέχεια). Έστω Υ η απόλυτη τιµή της διαφοράς των εµφανιζοµένων εδρών. 
Να υπολογισθούν η συνάρτηση πιθανότητας )()( yYPyfY == ,  και η 
συνάρτηση κατανοµής 

5...,,1,0=y
)()( yYPyFY ≤= , ∞<<∞− y  της τυχαίας µεταβλητής Υ. 
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5. Έστω ότι η Χ είναι µια µη αρνητική ακέραιη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πιθανότητας 











≠
=−+
=−
=

===

.2 ,1 ,0       ,0
,2 ,1)3(2
,1    ),31(5
,0     ,4

)()(

3

x
xpp
xpp
xp

xXPxf  

Να υπολογισθούν οι πιθανότητες p, )1( ≤XP  και )20( ≤< XP . 

6. Έστω ότι η Χ είναι µια µη αρνητική ακέραιη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πιθανότητας 









−
−

=
1
1

)(
k
x

cxf , νκκx ,...,1, += . 

Χρησιµοποιώντας το τρίγωνο του Pascal, 









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+

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
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=




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


1
1

  
1

κ
x

κ
x

κ
x

 

υπολογίστε τη σταθερή  και τη συνάρτηση κατανοµής , c ) ∞<(xF <∞− x . 

 7. Έστω ότι η Χ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 

||)( xcxf −= , cx ≤|| , 

όπου . Να υπολογισθούν (α) η σταθερή c, (β) η συνάρτηση κατανοµής , 0>c
∞<

)(xF
<∞− x  και (γ) η πιθανότητα )4/3|(| ≤XP . 

 8. Η ποσότητα βενζίνης Χ (σε χιλιόλιτρα) που πωλεί πρατήριο βενζίνης σε µια 
µέρα είναι συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 











∞<≤
<≤−
<≤
<≤

=

.3,0
,32),3(
,21,
,10,

)(

x
xxc
xc
xcx

xf  

Να υπολογισθούν (α) η σταθερή c και (β) οι πιθανότητες , 
,  και (γ) η µέση τιµή )  και η διασπορά V . 

)4/3( ≤XP
)(X)2/52/1( ≤< XP )4/9( >XP (XE

 9. Η εκατοστιαία περιεκτικότητα σε οινόπνευµα ενός παρασκευάσµατος είναι µια 
συνεχής µεταβλητή Χ µε συνάρτηση πυκνότητας 

)1()( 3 xcxxf −= , 10 << x . 

 (α) Να υπολογισθούν η σταθερή c και οι πιθανότητες )3/10(1 ≤<= XPp
j4

3/j

 και 
. (β) Αν το παρασκεύασµα πωλείται προς  ευρώ το λίτρο 

όταν η περιεκτικότητα σε οινόπνευµα είναι 
)3/23/1(2 ≤<= XPp

3/)1( Xj ≤<− , ενώ κοστίζει 
ευρώ, , να υπολογισθεί το µέσο κέρδος ανά λίτρο και η διασπορά του 
κέρδους. 

j3  
3,2,1=j
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 10. Έστω ότι ετήσιο εισόδηµα µισθωτού Χ, µετρούµενο σε χιλιάδες ευρώ, είναι 
µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 

5

4104)(
x

xf X
⋅

= , ∞<≤ x10 . 

Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση κατανοµής , )(xFX ∞<<∞− x  και (β) το µέσο 
εισόδηµα )  και η διασπορά του εισοδήµατος V . (XE )(X

11. (Συνέχεια). Ο συντελεστής φορολογίας (ποσοστό) Υ αυξάνεται κλιµακωτά 
συναρτήσει του εισοδήµατος Χ. Έστω ότι Y )(Xg= , όπου 
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)(
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x
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Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση πιθανότητας , )(yfY 10/3  ,10/2  ,10/1  ,0=y  και 
(β) ο µέσος συντελεστής φορολογίας .  )(YE

12. (Συνέχεια). Ο φόρος εισοδήµατος Ζ εκφράζεται συναρτήσει του εισοδήµατος Χ 
από την , όπου )(XhZ =
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xx
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Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση κατανοµής , )(zFZ ∞<<∞− z  (β) η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας , )(zf z ∞<<∞− z , και (γ) ο µέσος φόρος εισοδήµατος 

. )(ZE

 13. Ο χρόνος πέψης Χ, µετρούµενος σε ώρες, µιας µονάδας τροφής είναι µια 
συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 

xθxeθxf −= 2)( , ∞<< x0 , )0( ∞<< θ . 

Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση κατανοµής , )(xF ∞<<∞− x , (β) η πιθανότητα 
όπως για την πέψη µιας µονάδας τροφής απαιτηθεί περισσότερο από µια ώρα και (γ) 
ο µέσος χρόνος πέψης µιας µονάδας τροφής . )X(E

 14. Έστω ότι Χ µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας 

ν
xf

2
1)( = , νx ±±±= ...,,2,1 . 

Να υπολογισθούν η µέση τιµή )  και η διασπορά V . (XE )(X
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 15. Έστω ότι Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 

3/1)( =xf X , 21 ≤≤− x . 

Να προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας  της |Y)(yfY | X= . 

 16. Η διακύµανση ηλεκτρικού ρεύµατος µπορεί να θεωρηθεί ως µια συνεχής 
τυχαία µεταβλητή Χ η οποία κατανέµεται οµοιόµορφα στο διάστηµα ] . Αν το 
ρεύµα αυτό διέρχεται από αντίσταση 2 ohm, να προσδιορισθεί η συνάρτηση 
πυκνότητας της τάσης 

12 ,10[

22XY = . 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 
 
ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 
 
 
 
 
1. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ 
 
 Η κατανοµή πιθανότητας, η µέση τιµή και η διασπορά µιας τυχαίας µεταβλητής 
εξετάσθηκαν στο Κεφάλαιο 2. Στο κεφάλαιο αυτό µελετώνται διεξοδικά οι σηµαντι-
κότερες διακριτές κατανοµές. Πιο συγκεκριµένα διατυπώνονται τα πιο βασικά και 
χρήσιµα στοχαστικά πρότυπα (µοντέλα) καθ’ ένα από τα οποία δύναται να 
χρησιµοποιηθεί για την περιγραφή µιας ευρείας κλάσης στοχαστικών (τυχαίων) 
πειραµάτων ή φαινοµένων. Ορίζονται διακριτές τυχαίες µεταβλητές και σε κάθε 
περίπτωση προσδιορίζεται η κατανοµή τους, υπολογίζοντας τη συνάρτηση πιθανό-
τητας αυτής. Επίσης υπολογίζονται η µέση τιµή και η διασπορά της κατανο-µής και 
αποδεικνύονται χρήσιµες ιδιότητές της. Για τη διευκόλυνση των εφαρµογών γίνεται 
χρήση των πινάκων των κατανοµών αυτών. Στο επόµενο κεφάλαιο µελετώνται µε τον 
ίδιο διεξοδικό τρόπο οι σπουδαιότερες συνεχείς κατανοµές. 
 
2. ΚΑΤΑΝΟΜΗ BERNOULLI ΚΑΙ ∆ΙΩΝΥΜΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 
 
2.1. Κατανοµή Bernoulli 
 
 Ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο πείραµα µε δειγµατικό χώρο Ω και ένα ενδεχόµενο Α 
στον Ω. Αν  είναι το συµπληρωµατικό ενδεχόµενο του Α στον Ω, τότε τα 
ενδεχόµενα 

A′
, AA )( ′  αποτελούν µια διαίρεση του δειγµατικού χώρου Ω, εφ’ όσον 

 και ∅=′∩ AA ΩA =′A + . Το ενδεχόµενο Α χαρακτηρίζεται συνήθως ως επιτυχία 
και το  ως αποτυχία. Παριστάνοντας µε ε την επιτυχία και α την αποτυχία ο 
δειγµατικός χώρος δύναται να παρασταθεί ως }

A′
,{ εαΩ = . Ένα τέτοιο τυχαίο πείραµα 

καλείται δοκιµή Bernoulli. Έστω 

pεP =})({ , qpεPαP =−=−= 1})({1})({ ,                         (2.1) 

και ας θεωρήσουµε την ακόλουθη τυχαία µεταβλητή. 

Ορισµός 2.1. Έστω Χ ο αριθµός των επιτυχιών σε µια δοκιµή Bernoulli µε πιθανότητα 
επιτυχίας p (και αποτυχίας pq −= 1 ). Η κατανοµή της δίτιµης (µηδέν-ένα) τυχαίας 
µεταβλητής Χ καλείται (µηδέν-ένα) κατανοµή Bernoulli µε παράµετρο p. 

Οι συναρτήσεις πιθανότητας και κατανοµής, όπως επίσης η µέση τιµή και η 
διασπορά της κατανοµής Bernoulli δίδονται στο ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.1. Η συνάρτηση πιθανότητας της κατανοµής Bernoulli µε παράµετρο p 
δίδεται από την 

xxqpxXPxf −=== 1)()( , 1,0=x .                                (2.2) 

και η συνάρτηση κατανοµής από την 
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







∞<≤
<≤
<<∞−

=
.1,1
,10,
,0,0

)(
x
xq
x

xF                                         (2.3) 

Η µέση τιµή και διασπορά της κατανοµής Bernoulli µε παράµετρο p δίδονται από τις 

pXEµ == )( , .                                 (2.4) pqXVσ == )(2

Απόδειξη. Ο αριθµός Χ των επιτυχιών σε µια δοκιµή Bernoulli είναι µια τυχαία 
µεταβλητή ορισµένη στον  µε } )(,{ εαΩ = 0=αX , 1)( =εX , και έτσι συνάγουµε τις 
πιθανότητες 

qαPωXΩωPXP ===∈== })({})0)(:({)0( , 

pεPωXΩωPXP ===∈== })({})1)(:({)1( , 

οι οποίες συνεπάγονται τη συνάρτηση πιθανότητας (2.2). Η συνάρτηση κατανοµής 
(2.3) προκύπτει άµεσα από τη (2.2) µε τη χρησιµοποίηση της (2.4) του Κεφ. 2. 
 H µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι 

pqxpXEµ
x

xx === ∑
=

−
1

0

1)(  

και η διασπορά αυτής συνάγεται ως εξής: 

pqpqqpqppxµXEXVσ
x

xx =+=−=−== ∑
=

− 22
1

0

1222 )(])[()( . 

 
2.2. ∆ιωνυµική κατανοµή 
 
Ορισµός 2.1. Έστω Χ ο αριθµός των επιτυχιών σε µια ακολουθία ν ανεξαρτήτων 
δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p (και αποτυχίας pq −= 1 ), 

pεPi =})({ , pqαPi −== 1})({ , i ν...,,2,1= , 

σταθερή (ίδια) σε όλες τις δοκιµές. Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ καλείται 
διωνυµική µε παραµέτρους ν και p. 

Οι συναρτήσεις πιθανότητας και κατανοµής της διωνυµικής κατανοµής συνά-
γονται στο ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.2. Η συνάρτηση πιθανότητας της διωνυµικής κατανοµής µε παραµέτρους ν 
και p δίδεται από την 

xxqp
x
ν

xXPxf −








=== ν)()( , νx ...,,1,0=                          (2.5) 

και η συνάρτηση κατανοµής από την 











∞<≤

<≤








<<∞−

= ∑
=

−

,,1

,0,

,0,0

)(
][

0

xν

νxqp
κ
ν

x

xF
x

κ

κνκ                                (2.6) 

όπου [  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. ]x
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Απόδειξη. Ο δειγµατικός χώρος του συνθέτου τυχαίου πειράµατος των ν 
ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli είναι, σύµφωνα µε το Εδάφιο 9 του Κεφ. 1, το ν-πλό 
καρτεσιανό γινόµενο του }Ω  µε τον εαυτό του, ,{ εα=

},...,2 ,1  },,{:)...,,,{( 21 νiεαωωωωΩ i =∈= ν
ν . 

Το ενδεχόµενο }  να πραγµατοποιηθούν x επιτυχίες στις ν δοκιµές 

περιλαµβάνει  στοιχειώδη ενδεχόµενα, όσα και ο αριθµός των επιλογών των x 

θέσεων για τις επιτυχίες από τις ν θέσεις. Επιπλέον κάθε τέτοιο στοιχειώδες 
ενδεχόµενο, επειδή οι δοκιµές είναι ανεξάρτητες, έχει πιθανότητα 

{ xX =









x
ν

xνxqp − . 
Εποµένως 

xxqp
x
ν

xXPxf −








=== ν)()( , νx ...,,1,0= . 

Σηµειώνουµε ότι 

0)( >xf , , νx ...,,1,0= 0)( =xf , }...,,1,0{ νx∉  

και σύµφωνα µε τον τύπο του διωνύµου του Νεύτωνα, 

∑ ∑
= =

− =+=







=

ν ν
νν

0 0
1)()(

x x

xx qpqp
x
ν

xf , 

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. 
 Η συνάρτηση κατανοµής (2.6) προκύπτει άµεσα από τη (2.5) µε τη χρησιµοποίηση 
της (2.4) του Κεφ. 2. 

 Οι πίνακες της συνάρτησης πιθανότητας (2.5) και της συνάρτησης κατανοµής 
(2.6) της διωνυµικής κατανοµής διευκολύνουν τους υπολογισµούς που 
περιλαµβάνουν διωνυµικές πιθανότητες και χρησιµοποιούνται ευρύτατα, ιδιαίτερα 
στη Στατιστική. Ο Πίνακας 1 του παραρτήµατος δίδει τη συνάρτηση πιθανότητας 
(2.5) για  και 20...,,2,1=ν 50,0...,,10,0 ,05,0=p . Στην περίπτωση που  
οπότε 5 , χρησιµοποιείται ο τύπος 

5,0>p
,01 <− p=q

)( xxxx pq
xν

ν
qp

x
ν −−−−









−

=






 νννν .                                 (2.7) 

 Στο επόµενο θεώρηµα συνάγονται η µέση τιµή και η διασπορά της διωνυµικής 
κατανοµής. 

Θεώρηµα 2.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (2.5). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά της αυτής δίδονται 
από τις 

νpXEµ == )( ,                                  (2.8) νpqXVσ == )(2

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, δίδεται από την 

∑
=

−








==

ν
ν

1
)(

x

xxqp
x
ν

xXEµ . 
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση 



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1
1
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x
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παίρνουµε 

∑ ∑
=

−

=
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



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yyxx qp
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και σύµφωνα µε τον τύπο του διωνύµου του Νεύτωνα συµπεραίνουµε ότι 

νpqpνpXEµ =+== −1)()( ν . 
Επίσης 

∑ ∑
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και επειδή 
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παίρνουµε 
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
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                . 222 )1()()1( pννqppνν −=+−= −ν

Εποµένως 

νpqpννppννXEXEXEXVσ =−+−=−+== 2222
2

2 )1()]([)(])[()( . 

Παράδειγµα 2.1. Έστω ότι σε ν ασθενείς µετρείται η πίεση του αίµατος πριν και µετά 
τη χορήγηση ενός ορισµένου φαρµάκου και τα αποτελέσµατα είναι , 

. Αν  θεωρούµε ότι η κ–οστή δοκιµή είχε αποτέλεσµα 
επιτυχία, ενώ αν  αποτυχία, 

),( 11 zy
),(...,),,( 22 νν zyzy
y

κκ zy >

κκ z≤ νκ ...,,2,1= . Αν το φάρµακο δεν έχει καµµιά 
επίδραση τότε η πιθανότητα επιτυχίας p είναι ίση µε την πιθανότητα αποτυχίας 

 και εποµένως . pq −= 1 2/1=p
Έστω Χ ο αριθµός των επιτυχιών στις ν δοκιµές. Τότε, υποθέτοντας ότι το 

φάρµακο δεν έχει καµµιά επίδραση στην πίεση του αίµατος, 
ν









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




===

2
1)()(

x
ν

xXPxf , νx ...,,1,0= . 

Σηµειώνουµε ότι πολύ µικρός αριθµός επιτυχιών αποτελεί ένδειξη ότι το φάρµακο 
δεν έχει καµµία επίδραση στην πίεση. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) 2 το πολύ 
επιτυχιών και (β) 7 τουλάχιστον επιτυχιών στην περίπτωση 8=ν  ασθενών. 
 Χρησιµοποιώντας τον Πίνακα 1 του παραρτήµατος παίρνουµε 

∑
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Παράδειγµα 2.2. Ας θεωρήσουµε έναν αρχικό πληθυσµό στον οποίο οι γονότυποι 
 και  εµφανίζονται µε πιθανότητες  και AαAA, αα qp 2 , r , ανεξάρτητα φύλου. 

Έστω ότι καθένας από τους γονείς (πατέρας και µητέρα) κληρονοµεί, σύµφωνα µε το 
νόµο κληρονοµικότητας του Mendel, σε κάθε παιδί του ένα από τα γονίδια Α και α. 
 Ας θεωρήσουµε ένα ζευγάρι (άνδρα και γυναίκα) από τον πληθυσµό αυτό το οποίο 
αποκτά ν παιδιά και έστω ότι το ενδιαφέρον για κάθε παιδί εστιάζεται στο κατά 
πόσον έχει το γονότυπο . Χαρακτηρίζοντας το ενδεχόµενο  όπως ένα παιδί έχει 
το γονότυπο  ως επιτυχία και το συµπληρωµατικό του ως αποτυχία, η γέννηση 
ενός παιδιού δύναται να θεωρηθεί ως δοκιµή Bernoulli µε πιθανότητες (βλ. 
Παράδειγµα 9.2 του Κεφ. 1) 

AA 1Γ
AA

2
11 )()(})({ qpΓPεPp +=== , q . 2

11 )(1)(})({ qpΓPαP +−=′==

Η σειρά των ν γεννήσεων αποτελεί µια ακολουθία ν ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli 
και έτσι ο αριθµός Χ των παιδιών που έχουν το γονότυπο  ακολουθεί τη 
διωνυµική κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας 

AA

xxqp
x
ν

xf −








= ν

11)( , νx ...,,1,0= . 

 Στη µερική περίπτωση που οι πιθανότητες των τριών γονοτύπων στον αρχικό 
πληθυσµό είναι , οπότε 4/1=== rqp 4/11 =p , 4/31 =q

4
, ο αριθµός Χ των 

παιδιών που έχουν το γονότυπο , σε σύνολο AA =ν  παιδιών, έχει συνάρτηση 
πιθανότητας 
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x
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Η πιθανότητα όπως ένα τουλάχιστο από τα 4 παιδιά έχει το γονότυπο  είναι ίση 
µε 

AA

6834,0
256
175

4
31)0(1)1(

4

==





−==−=≥ XPXP . 

Ο αναµενόµενος αριθµός παιδιών µε το γονότυπο  είναι AA

1
4
14)( =⋅== XEµ . 

 
3. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΚΑΙ ΚΑΤΑΝΟΜΗ PASCAL 
 
3.1. Γεωµετρική κατανοµή 
 
Ορισµός 3.1. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε 
πιθανότητα επιτυχίας p (και αποτυχίας q), 

pεPi =})({ , pqαPi −== 1})({ , ...,2,1=i , 
σταθερή (ίδια) σε όλες τις δοκιµές. Έστω Χ ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την πρώτη 
επιτυχία. Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ καλείται γεωµετρική µε παράµετρο p. 

Οι συναρτήσεις πιθανότητας και κατανοµής της γεωµετρικής κατανοµής 
συνάγονται στο ακόλουθο θεώρηµα. 
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Θεώρηµα 3.1. Η συνάρτηση πιθανότητας της γεωµετρικής κατανοµής µε παράµετρο p 
δίδεται από την 

1)()( −=== xpqxXPxf , ...,2,1=x                                (3.1) 

και η συνάρτηση κατανοµής από την 





∞<≤−

<<∞−
=

,1,1
1,0

)( ][ xq
x

xF x                                       (3.2) 

όπου [  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. ]x

Απόδειξη. Το ενδεχόµενο } , η πρώτη επιτυχία να πραγµατοποιηθεί στη x-
οστή δοκιµή, περιλαµβάνει ένα µόνο δειγµατικό σηµείο (στοιχειώδες ενδεχόµενο) και 
συγκεκριµένα το 

{ xX =

)},...,,,{( εααα , 

όπου στις  θέσεις (δοκιµές) έχει αποτυχία και στη x-οστή θέση (δοκιµή) έχει 
επιτυχία. Χρησιµοποιώντας ότι οι δοκιµές είναι ανεξάρτητες τούτο έχει πιθανότητα 

1−x

pq x 1− . 

Εποµένως η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ είναι η 
1)()( −=== xpqxXPxf , ...,2,1=x . 

Σηµειώνουµε ότι 

0)( >xf , ...,2,1=x , 0)( =xf , ...},2,1{∉x  

και σύµφωνα µε τον τύπο του αθροίσµατος των απείρων όρων γεωµετρικής προόδου 
(σειράς), 
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11 1)1()(
x x

x qpqpxf , 

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. 
 Η συνάρτηση κατανοµής (3.2) προκύπτει άµεσα από τη συνάρτηση πιθανότητας 
(3.1) µε τη χρησιµοποίηση της (2.4) του Κεφ. 2. 

 Στο επόµενο θεώρηµα συνάγονται η µέση τιµή και η διασπορά της γεωµετρικής 
κατανοµής. 

Θεώρηµα 3.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (3.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από 
τις 

p
XEµ 1)( == , 2

2 )(
p
qXVσ ==                                   (3.3) 

Απόδειξη. Η µέση τιµή και η δεύτερης τάξης παραγοντική ροπή της γεωµετρικής 
κατανοµής δίδονται από τις 

∑ ∑
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−− ===
1 1
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x x

xx xqpxpqXEµ  

και 
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−− −===
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22)2( )1()(])[(

x x

xx qxxpqpqxXEµ . 
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Παρατηρούµε ότι, παραγωγίζοντας διαδοχικά τη γεωµετρική σειρά 

∑
∞

=

−−=
0

1)1(
x

x qq , 

συνάγουµε τις σχέσεις 
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1
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∞

=

−− −=−
2

32 )1(2)1(
x
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Εποµένως 
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x

x 1
)1(
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2
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και 

2
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3
2

2)2(
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)1(
2)1(])[(

p
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q
pqpqxxpqXEµ

x

x =
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=−== ∑
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οπότε 

22
2

2
2 112)]([)(])[()(

p
q

ppp
qXEXEXEXVσ =−+=−+== . 

 Η έλλειψη µνήµης αποτελεί χαρακτηριστική ιδιότητα της γεωµετρικής κατανοµής. 
Η ιδιότητα αυτή αποδεικνύεται στο επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (3.1). Τότε 

)()|( rXPκXrκXP >=>+> , ...,1 ,0, =rκ .                       (3.4) 

Απόδειξη. Η δεσµευµένη πιθανότητα του ενδεχοµένου {  δεδοµένου 
του ενδεχοµένου }, λαµβάνοντας υπόψη ότι  

 και χρησιµοποιώντας την (3.2), είναι ίση µε 

}
}

)(: rκwXw +>
(:{ Xw)(:{ κwXw > ) rκw +>

})(:{ κwXw >⊆

)(
)(

)(
),()|(

κXP
rκXP

κXP
κXrκXPκXrκXP
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>

>+>
=>+>  

             r
κ

rκ

q
q

q
κF

rκF
==

−
+− +

)(1
)(1

=  

και επειδή 
rqrFrXP =−=> )(1)(  

συνάγεται η (3.4). 

Σηµειώνουµε ότι η ιδιότητα αυτή σηµαίνει έλλειψη µνήµης της γεωµετρικής 
κατανοµής µε την ακόλουθη έννοια. Η πιθανότητα να απαιτηθούν επιπρόσθετα 
περισσότερες από r δοκιµές µέχρι την πρώτη επιτυχία δεδοµένου ότι δεν έχει 
πραγµατοποιηθεί επιτυχία στις κ πρώτες δοκιµές είναι η ίδια µε την (µη δεσµευµένη) 
πιθανότητα να απαιτηθούν περισσότερες από r δοκιµές µέχρι την πρώτη επιτυχία. 
Εποµένως η πληροφορία µη επίτευξης του στόχου (επιτυχία) ξεχνιέται και η 
προσπάθεια συνεχίζεται όπως όταν πρωταρχίζει. 

Παρατήρηση 3.1. Η συνάρτηση πιθανότητας του αριθµού Υ των αποτυχιών µέχρι 
την πρώτη επιτυχία υπολογίζεται µε τη χρησιµοποίηση της σχέσης 1−= XY  και της 
(3.1) ως εξής: 

ypqyXPyYPyg =+==== )1()()( , ...,1,0=y .                    (3.5) 



 67

Η κατανοµή της τ.µ. Υ καλείται επίσης γεωµετρική µε παράµετρο p. H µέση τιµή και 
η διασπορά αυτής προκύπτουν από τις (3.3): 

p
qXEXEYE =−=−= 1)()1()( , 2)()(

p
qXVY ==V .                 (3.6) 

Παράδειγµα 3.1. Το κόστος εκτέλεσης για πρώτη φορά ενός συγκεκριµένου 
πειράµατος είναι 500 ευρώ. Αν το πείραµα αποτύχει, για ορισµένες µεταβολές που 
πρέπει να γίνουν πριν από την επόµενη εκτέλεσή του απαιτείται ένα πρόσθετο ποσόν 
100 ευρώ. Υποθέτουµε ότι οι δοκιµές είναι ανεξάρτητες µε πιθανότητα επιτυχίας 

 και ότι συνεχίζονται µέχρι την πρώτη επιτυχία. Να υπολογισθούν (α) η 
πιθανότητα να απαιτηθούν 4 το πολύ δοκιµές µέχρι την πρώτη επιτυχία και (β) το 
αναµενόµενο κόστος µέχρι την πρώτη επιτυχία. 

5/4=p

 (α) Ο αριθµός Χ των δοκιµών µέχρι την πρώτη επιτυχία ακολουθεί τη γεωµετρική 
κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας 

1

5
1

5
4)()(

−







===

x

xXPxf , ...,2,1=x  

και συνάρτηση κατανοµής 
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



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Εποµένως 

9984,0
5
11)4()4(

4

=





−==≤ FXP . 

 (β) Αν Υ είναι το κόστος µέχρι την πρώτη επιτυχία τότε 

100600)1(100500 −=−+= XXXY  
και 

100)(600)( −= XEYE . 

Η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι ίση µε 

4
51)( ==

p
XE  

και συνεπώς 

650)( =YE . 
 
3.2. Κατανοµή Pascal 
 
Ορισµός 3.2. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε 
πιθανότητα επιτυχίας p (και αποτυχίας q), 

pεPi =})({ , pqαPi −== 1})({ , ...,2,1=i , 

σταθερή (ίδια) σε όλες τις δοκιµές. Έστω Χ ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την r-οστή 
επιτυχία. Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ καλείται κατανοµή Pascal µε 
παραµέτρους r και p. 
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Οι συναρτήσεις πιθανότητας και κατανοµής της κατανοµής Pascal συνάγονται στο 
ακόλουθο θεώρηµα 

Θεώρηµα 3.4. Η συνάρτηση πιθανότητας της κατανοµής Pascal µε παραµέτρους r και 
p δίδεται από την 

rxr qp
r
x

xXPxf −








−
−

===
1
1

)()( , ...,1, += rrx                      (3.7) 

και η συνάρτηση κατανοµής από την 









∞<≤







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=
∑
=

−
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1
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)( x

r

rr xrqp
r
κ

rx
xF

κ

κ                              (3.8) 

όπου [  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. ]x

Απόδειξη. Το ενδεχόµενο }  περιλαµβάνει τα δειγµατικά σηµεία (στοιχειώδη 
ενδεχόµενα) , µε 1

{ xX =
),1 ε−...,,,( 21 ωωω x −r  επιτυχίες στις 1−x





1
1

 πρώτες δοκιµές και 

επιτυχία στη x-οστή δοκιµή, τα οποία είναι πλήθους , όσα και ο αριθµός των 

επιλογών των 1





−
−

r
x

−r  θέσεων για τις επιτυχίες από τις 1−x  δυνατές θέσεις. Επιπλέον 
κάθε τέτοιο δειγµατικό σηµείο έχει πιθανότητα 

rxr qp − . 
Εποµένως 

rxr qp
r
x

xXPxf −








−
−

===
1
1

)()( , ...,1, += rrx . 

 Σηµειώνουµε ότι 

0)( >xf , ...,1, += rrx , 0)( =xf , ...},1,{ +∉ rrx  

και χρησιµοποιώντας το αρνητικό διωνυµικό ανάπτυγµα, 
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συνάγουµε τη σχέση 
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όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. 
 Η συνάρτηση κατανοµής (3.8) προκύπτει άµεσα από τη συνάρτηση πιθανότητας 
(3.7) µε τη χρησιµοποίηση της (2.4) του Κεφ. 2. 

 Στο επόµενο θεώρηµα συνάγονται η µέση τιµή και η διασπορά της κατανοµής 
Pascal. 

Θεώρηµα 3.5. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί την κατανοµή Pascal µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (3.7). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από 
τις 

p
rXEµ == )( , 2

2 )(
p
rqXVσ == .                                (3.10) 
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Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ δίδεται από την 
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οπότε, χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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και την (3.9), συνάγουµε την έκφραση 
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Η δεύτερης τάξης ανοδική παραγοντική ροπή της τ.µ. Χ δίδεται από την 
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οπότε, χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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και την (3.9), συνάγουµε την έκφραση 
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22 )1()1()1( −−− +=−+= prrqprr rr . 

Εποµένως η διασπορά της τ.µ. Χ είναι 
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2
22 )1()]([)()]1([)(

p
rq

p
r

p
r

p
rrXEXEXXEXVσ =−−
+

=−−+== . 

Παρατήρηση 3.2. Ας θεωρήσουµε τον αριθµό Υ των αποτυχιών µέχρι τη r-οστή 
επιτυχία σε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας 
p. Η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας αυτής µεταβλητής δύναται να υπολογισθεί 
είτε απευθείας είτε µε τη χρησιµοποίηση της σχέσης rXY −=  και της συνάρτησης 
πιθανότητας (3.7) της Χ. Έχουµε 

yr qp
y
yr

yrXPyYPyg 






 −+
=+====

1
)()()( , ...,1,0=y .         (3.11) 

Η κατανοµή της τ.µ. Υ καλείται επίσης κατανοµή Pascal ή αρνητική διωνυµική µε 
παραµέτρους r και p. Η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δύνανται να προκύψουν από 
τις (3.10) ως εξής: 

p
rqr

p
rrXEYEµ =−=−== )()( , 2

2 )()(
p
rqXVYVσ === .         (3.12) 
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Παρατήρηση 3.3. Σύνδεση των κατανοµών Pascal και διωνυµικής. Ας 
παραστήσουµε µε  τον αριθµό των δοκιµών µέχρι την r-οστή επιτυχία σε µια 
ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p και µε  
τον αριθµό των επιτυχιών σε µια ακολουθία ν ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε 
πιθανότητα επιτυχίας p. Τότε 

PrX ,

∆ν ,X

)()( ,, rXPνXP Pr ≥=≤ ∆ν ,                                     (3.13) 

επειδή το ενδεχόµενο όπως ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την r-οστή επιτυχία είναι το 
πολύ ν είναι ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο όπως ο αριθµός των επιτυχιών στις ν 
δοκιµές είναι τουλάχιστον r. Επίσης 

)1()1( ,, −==+= ∆ rXpPνXP Pr ν ,                               (3.14) 

επειδή το ενδεχόµενο όπως η r-οστή επιτυχία πραγµατοποιηθεί στην  δοκιµή 
είναι ίσο µε την τοµή των ανεξαρτήτων ενδεχοµένων όπως πραγµατοποιηθούν 

1+ν
1−r  

επιτυχίες στις ν δοκιµές και επιτυχία στη 1+ν  δοκιµή. Η σχέση (3.14) δύναται να 
χρησιµοποιηθεί µαζί µε τον Πίνακα 1 των πιθανοτήτων της διωνυµικής κατανοµής 
για τον υπολογισµό των πιθανοτήτων της κατανοµής Pascal. 

Παράδειγµα 3.3. Μια γυναίκα εξακολουθεί να τεκνοποιεί µέχρι να αποκτήσει δύο 
αγόρια. Έστω ότι η πιθανότητα γέννησης αγοριού είναι 49,0=p . Να υπολογισθούν 
(α) η πιθανότητα όπως η γυναίκα αυτή αποκτήσει το πολύ 4 παιδιά µέχρι να πετύχει 
το σκοπό της και (β) ο αναµενόµενος αριθµός παιδιών µέχρι τη γέννηση του δεύτερου 
αγοριού. 
 (α) Έστω Χ ο αριθµός των παιδιών µέχρι και τη γέννηση του δεύτερου αγοριού. 
Τότε η τ.µ. Χ έχει την κατανοµή Pascal µε παραµέτρους ,2=r  49,0=p  και έτσι 

∑
=

− =++=−=≤
4

2

2222 67,0})51,0(3)51,0(21{)49,0()51,0()49,0)(1()4(
κ

κκXP . 

 (β) Ο αναµενόµενος αριθµός παιδιών µέχρι τη γέννηση του δεύτερου αγοριού, 
σύµφωνα µε την πρώτη από τις (3.10), είναι 

08,4
49,0
2)( === XEµ . 

Παράδειγµα 3.4. Το πρόβληµα των σπιρτόκουτων του Banach. Στη διάρκεια µιας 
τελετής προς τιµή του γνωστού µαθηµατικού Banach, o Steinhaus αναφερόµενος 
χιουµοριστικά στις καπνιστικές συνήθειες του τιµοµένου έδωσε το ακόλουθο 
παράδειγµα ως εφαρµογή της κατανοµής Pascal. Ένας µαθηµατικός έχει πάντα µαζί 
του ένα σπιρτόκουτο στη δεξιά τσέπη και ένα άλλο στην αριστερή. Όταν χρειάζεται 
σπίρτο παίρνει τυχαία ένα από τα κουτιά και εποµένως οι διαδοχικές εκλογές 
σπιρτόκουτων αποτελούν µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε 

. Έστω ότι αρχικά το κάθε κουτί περιέχει ν σπίρτα και ας θεωρήσουµε τη 
στιγµή κατά την οποία για πρώτη φορά ο µαθηµατικός ανακαλύπτει ότι το ένα κουτί 
είναι κενό. Τη στιγµή αυτή το άλλο κουτί θα περιέχει Ζ σπίρτα. Η τυχαία αυτή 
µεταβλητή µπορεί να πάρει τις τιµές 

2/1== qp

νz ...,,1,0= . Να υπολογισθεί η συνάρτηση 
πιθανότητας , )()( zZPzf Z == ν...,z ,1,0= . 

Ας θεωρήσουµε ως επιτυχία την εκλογή του σπιρτόκουτου που βρίσκεται στη 
δεξιά τσέπη. Παρατηρούµε ότι το σπιρτόκουτο στη δεξιά τσέπη θα βρεθεί κενό όταν 
το άλλο θα περιέχει z σπίρτα αν και µόνο αν ο αριθµός Χ των δοκιµών µέχρι τη 
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)1( +ν  επιτυχία είναι ίσος µε 12)()1( +−=−++= zνzννx . Το ίδιο ισχύει και µε 
την εναλλαγή του ρόλου των δύο τσεπών. Εποµένως, σύµφωνα µε την (3.7), 
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4. ΥΠΕΡΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 
 
 Ας θεωρήσουµε έναν πεπερασµένο πληθυσµό του οποίου τα στοιχεία, σύµφωνα µε 
κάποιο χαρακτηριστικό, κατατάσσονται σε δύο κατηγορίες. Έστω ότι ένα δείγµα 
συγκεκριµένου µεγέθους εκλέγεται από τον πληθυσµό αυτό, χωρίς επανάθεση. Ο 
αριθµός των στοιχείων της µιας ή της άλλης κατηγορίας που περιλαµβάνονται στο 
δείγµα αποτελεί αντικείµενο πιθανοθεωρητικής µελέτης. Σχετικά θέτουµε τον 
ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 4.1. Έστω ότι από µια κάλπη που περιέχει r άσπρα και s µαύρα σφαιρίδια 
εξάγονται διαδοχικά το ένα µετά το άλλο, χωρίς επανάθεση, ν σφαιρίδια. Στο τυχαίο 
(στοχαστικό) αυτό πείραµα έστω Χ o αριθµός των άσπρων σφαιριδίων τα οποία 
εξάγονται. Η κατανοµή της τ.µ. Χ καλείται υπεργεωµετρική µε παραµέτρους sr,  και ν. 

Η συνάρτηση πιθανότητας της υπεργεωµετρικής κατανοµής συνάγεται στο 
ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 4.1. Η συνάρτηση πιθανότητας της υπεργεωµετρικής κατανοµής µε 
παράµετρους sr,  και ν δίδεται από την 








 +








−








===

ν
sr

xν
s

x
r

xXPxf )()( , νx ...,,1 ,0= .                  (4.1) 

Απόδειξη. Ο δειγµατικός χώρος Ω  περιλαµβάνει  δειγµατικά σηµεία, 

όσα και ο αριθµός των ν-άδων σφαιριδίων που δύνανται να εξαχθούν. Τα δειγµατικά 
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Σηµειώνουµε ότι 
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όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. Επίσης τα σηµεία µε 
θετική πιθανότητα καθορίζονται από τις ανισότητες 

νx ≤≤0 , rx ≤≤0 , sxν ≤−≤0  

και είναι οι ακέραιοι x µε 

},min{},0max{ rνxsν ≤≤− . 

 Στο επόµενο θεώρηµα συνάγονται η µέση τιµή και η διασπορά της υπεργεω-
µετρικής κατανοµής. 

Θεώρηµα 4.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί την υπεργεωµετρική 
κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας την (4.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής 
δίδονται από τις 
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Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, δίδεται από την 
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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και τον τύπο (4.2) του Cauchy, 
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H δεύτερης τάξης παραγοντική ροπή της τ.µ. Χ δίδεται από την 
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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και τον τύπο (4.2) του Cauchy συνάγουµε την 
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Εποµένως 
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 Η υπεργεωµετρική κατανοµή δύναται να προσεγγισθεί, για µεγάλο sru +=  από 
τη διωνυµική κατανοµή σύµφωνα µε το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 4.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την υπεργεωµετρική συνάρτηση 

πιθανότητας (4.1) µε sru . Αν += ∞→sru ,,  έτσι ώστε p
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Χρησιµοποιώντας τις οριακές αυτές σχέσεις συνάγουµε την (4.4). 

Παράδειγµα 4.2. Εκτίµηση του αριθµού των ψαριών λίµνης (Feller, 1968). Aς 
υποθέσουµε ότι σε µια λίµνη υπάρχει ένας άγνωστος αριθµός u ψαριών. Από τη λίµνη 
αυτή ψαρεύουµε r ψάρια τα οποία σηµαδεύουµε µε µια ανεξίτηλη κόκκινη κηλίδα 
και αφήνουµε και πάλι ελεύθερα. Μετά από ορισµένο χρόνο ψαρεύουµε από τη λίµνη 
αυτή ν ψάρια και παρατηρούµε ότι κ από αυτά έχουν την κόκκινη κηλίδα. Να 
υπολογισθεί η τιµή του u η οποία µεγιστοποιεί την πιθανότητα  το δεύτερο 
δείγµα ψαριών να περιέχει κ σηµαδεµένα ψάρια. 

κ,up

 Παρατηρούµε ότι στο στοχαστικό αυτό πείραµα ικανοποιούνται οι υποθέσεις του 
υπεργεωµετρικού στοχαστικού προτύπου (µοντέλου) και σύµφωνα µε την (4.3) η 
πιθανότητα  δίδεται από την κ,up
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Για τη µεγιστοποίηση ως προς u της πιθανότητας αυτής σηµειώνουµε ότι το πηλίκο 
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είναι µεγαλύτερο του 1 αν )/()()/( ruκνuν −−<  και µικρότερο του 1 αν 
)/()()/( ruκνuν −−>

νr/κu <
][νr/κu = [

. Εποµένως η πιθανότητα  ως συνάρτηση του u αυξάνει 
στο διάστηµα , φθίνει στο διάστηµα  και παίρνει τη µέγιστη τιµή της 
για , όπου ]  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. Η τιµή αυτή του u η 
οποία µεγιστοποιεί την πιθανότητα  αποτελεί µια εκτίµηση του αριθµού των 
ψαριών της λίµνης. 

κup ,
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κup ,

x

 
5. ΚΑΤΑΝΟΜΗ POISSON 
 
Ορισµός 5.1. Έστω Χ µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας 
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λ−= , ...,1,0=x ,                                       (5.1) 

όπου . Η κατανοµή της τ.µ. Χ καλείται κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ. ∞<< λ0

 Σηµειώνουµε ότι 

0)( >xf , ...,1,0=x , 0)( =xf , ...},1,0{∉x  

και χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της εκθετικής συνάρτησης  σε δυναµοσειρά, ze
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συµπεραίνουµε ότι 
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όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας. 

 Η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Χ δίδεται από την 
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όπου ][  παριστάνει το ακέραιο µέρος του x. x

 O Πίνακας 2 του παραρτήµατος δίδει τη συνάρτηση πιθανότητας (5.1) της 
κατανοµής Poisson για . 10...,,2,0,1,0=λ

 Η κατανοµή Poisson µελετήθηκε από το Γάλλο µαθηµατικό Simeon Denia Poisson 
(1781-1840) ως προσεγγιστική κατανοµή της διωνυµικής κατανοµής. Σχετικά ο 
Poisson απέδειξη το 1837 το ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 5.1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει τη διωνυµική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (2.5). Αν για ∞→ν  το  έτσι ώστε  (ή 
γενικότερα 

0→p λνp =
λνp =

∞→ν
lim ), όπου  σταθερή, τότε 0>λ
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Απόδειξη. Η συνάρτηση πιθανότητας (2.5) της διωνυµικής κατανοµής, σύµφωνα µε 
την υπόθεση , , δύναται να γραφεί ως εξής λ/νp = ...,2,1=ν
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Χρησιµοποιώντας τις οριακές σχέσεις 
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συνάγουµε την (5.4). 

Παρατήρηση 5.1. Η προσέγγιση (5.4) είναι ικανοποιητική για  και . 
Επειδή η πιθανότητα p εµφάνισης ενός ενδεχοµένου (επιτυχίας) υποτίθεται µικρή 
(θεωρητικά  για ) η κατανοµή Poisson θεωρείται ως κατανοµή των 
σπάνιων ενδεχοµένων. Επίσης αναφέρεται και ως νόµος των µικρών αριθµών. 

20≥ν νp /10≤

0→p ∞→ν

 Σχετικά µε τη µέση τιµή και τη διασπορά της κατανοµής Poisson αποδεικνύουµε 
το ακόλουθο θεώρηµα 

Θεώρηµα 5.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την κατανοµή Poisson µε 
συνάρτηση πιθανότητας την (5.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από 
τις 

λXEµ == )( , .                                    (5.5) λXVσ == )(2

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, δίδεται από την 
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οπότε, χρησιµοποιώντας την (5.2) συνάγουµε την πρώτη από τις (5.5). 
Η δεύτερης τάξης παραγοντική ροπή της τ.µ. Χ δίδεται από την 
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οπότε, χρησιµοποιώντας την (5.2) συµπεραίνουµε ότι 
2

)2( )]1([ λXXEµ =−= . 

Εποµένως 

λλλλXEXEXXEXVσ =−+=−+−== 2222 )]([)()]1([)( . 

Παράδειγµα 5.1. Ας υποθέσουµε ότι η παραγωγή ενός βιοµηχανικού προϊόντος 
γίνεται κάτω από στατιστικό έλεγχο ποιότητας έτσι ώστε να πληρούνται οι υποθέσεις 
του στοχαστικού προτύπου (µοντέλου) των ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli. Μια 
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µονάδα του προϊόντος αυτού θεωρείται ελαττωµατική αν δεν πληρoί όλες τις 
καθορισµένες προδιαγραφές και η πιθανότητα γι’ αυτό έστω ότι είναι . Να 
υπολογισθεί η πιθανότητα όπως σε ένα κιβώτιο 20 µονάδων του προϊόντος αυτού 
υπάρχει µια το πολύ ελαττωµατική. 

01,0=p

 Έστω Χ ο αριθµός των ελαττωµατικών µονάδων του προϊόντος στο κιβώτιο των 20 
µονάδων. Η τυχαία αυτή µεταβλητή έχει τη διωνυµική κατανοµή µε συνάρτηση 
πιθανότητας 
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Eπειδή το  είναι µεγάλο και το 20=ν 01,0=p  µικρό έτσι ώστε  είναι 
µικρότερο του 10 η προσέγγιση αυτής από την Poisson µε 
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είναι ικανοποιητική. Χρησιµοποιώντας τον Πίνακα 2 του παραρτήµατος, παίρνουµε 

9824,01637,08187,0)1()0()1( =+==+==≤ XPXPXP . 

Σηµειώνουµε ότι χρησιµοποιώντας τη διωνυµική συνάρτηση πιθανότητας, παίρνουµε 

9832,01652,08180,0)1()0()1( =+==+==≤ XPXPXP . 

Παρατήρηση 5.2. Στοχαστική ανέλιξη (διαδικασία) Poisson. Ας θεωρήσουµε ένα 
τυχαίο πείραµα στο οποίο ένα ενδεχόµενο Α µπορεί να εµφανίζεται 
(πραγµατοποιείται) σε διάφορες χρονικές στιγµές ή σε διάφορα σηµεία του χώρου 
(µονοδιάστατου, διδιάστατου ή τριδιάστατου). Για παράδειγµα σε ένα σταθµό 
βενζίνης το ενδεχόµενο άφιξης αυτοκινήτου µπορεί να πραγµατοποιηθεί σε 
οποιαδήποτε χρονική στιγµή όπως και σε µια πλάκα Petri µε βακτηρίδια το 
ενδεχόµενο παρατήρησης µε το µικροσκόπιο σκοτινού σηµείου (το οποίο σηµαίνει 
την ύπαρξη αποικίας βακτηριδίων) µπορεί να εµφανισθεί σε οποιοδήποτε σηµείο 
αυτής (δηλαδή σηµείο του επιπέδου). Υποθέτουµε ότι οι συνθήκες του πειράµατος 
παραµένουν αµετάβλητες στο χρόνο ή το χώρο και ότι ο αριθµός εµφανίσεων του Α 
σε δύο ξένα µεταξύ τους χρονικά ή χωρικά διαστήµατα είναι ανεξάρτητα ενδεχόµενα. 
Επιπλέον, υποθέτουµε ότι η πιθανότητα όπως το ενδεχόµενο Α πραγµατοποιηθεί µια 
φορά σε ένα µικρό χρονικό διάστηµα είναι ανάλογη του µήκους του, ενώ η 
πιθανότητα όπως το ενδεχόµενο Α πραγµατοποιηθεί δύο ή περισσότερες φορές στο 
µικρό αυτό χρονικό διάστηµα είναι αµελητέα. 
 Στο τυχαίο αυτό πείραµα ας παραστήσουµε µε  τον αριθµό εµφανίσεων του Α 
σε χρονικό ή χωρικό διάστηµα µήκους t. Για δεδοµένο t, η  είναι µια τυχαία 
µεταβλητή που µπορεί να πάρει τις τιµές , ενώ όταν το t µεταβάλλεται, η , 

, ορίζει µια οικογένεια τυχαίων µεταβλητών η οποία καλείται στοχαστική 
ανέλιξη (ή διαδικασία). 

tX

tX
...,1,0 tX
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 Για τον προσδιορισµό της συνάρτησης πιθανότητας της  χωρίζουµε το 
διάστηµα ]  σε ένα µεγάλο αριθµό ν υποδιαστηµάτων µήκους . Σε κάθε 
τέτοιο διάστηµα θα έχουµε σύµφωνα µε τις συνθήκες του πειράµατος είτε µια 
πραγµατοποίηση του Α (επιτυχία) µε πιθανότητα 

tX
∆,0( t t/νt =

θt/νθ∆tp =≅ν

νq
, , είτε καµµιά 

πραγµατοποίηση του Α (αποτυχία) µε πιθανότητα 
0>θ

νp−= 1 . Η συνάρτηση 
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πιθανότητας του αριθµού  εµφανίσεων του Α στα ν υποδιαστήµατα (ανεξάρτητες 
δοκιµές) είναι η 
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Επειδή για , το  και 0→∆t ∞ θtνpν =∞→ν
lim , η διωνυµική αυτή συνάρτηση 

πιθανότητας στο όριο γίνεται 
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 Αξίζει να σηµειώσουµε µερικά από τα πιο χαρακτηριστικά παραδείγµατα 
φαινοµένων που εµφανίζονται στην πράξη και ικανοποιούν τις συνθήκες του 
πιθανοθεωρητικού µοντέλου της κατανοµής Poisson. 
 (α) Μια ραδιενεργός πηγή εκπέµπει σωµάτια α. Ο αριθµός των σωµατίων που 
φθάνουν σε δεδοµένο τµήµα του χώρου σε χρόνο t αποτελεί το πιο γνωστό 
παράδειγµα τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Στο περίφηµο 
πείραµα των Rutherford, Chadwick και Ellis (1920) παρατηρήθηκε µια ραδιενεργός 
πηγή για  χρονικά διαστήµατα των 5  δευτερολέπτων. Τα παρατηρηθέντα 
αποτελέσµατα βρέθηκαν πολύ κοντά στα αντίστοιχα θεωρητικά που δίδει η κατανοµή 
Poisson µε . 

2608=ν

87,3=λ

,7

 (β) Είναι γνωστό το πρόβληµα των λανθασµένων τηλεφωνικών συνδέσεων, όπου 
αντί του αριθµού που έχει σχηµατισθεί στο κατράν καλείται άλλος αριθµός. Έχει 
πειραµατικά παρατηρηθεί ότι ο αριθµός των λανθασµένων τηλεφωνικών συνδέσεων 
ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Επίσης ο αριθµός των τηλεφωνικών κλήσεων που 
φθάνουν σε ένα τηλεφωνικό κέντρο στη διάρκεια µιας χρονικής περιόδου ακολουθεί 
την κατανοµή Poisson. 
 (γ) Ο αριθµός των τροχαίων ατυχηµάτων σε µια πόλη ή σε κάποιο τµήµα του 
οδικού δικτύου στη διάρκεια µιας χρονικής περιόδου (ηµέρα, µήνας, χρόνος κ.λπ.) 
ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Το µοντέλο όµως αυτό δεν µπορεί να εφαρµοσθεί 
για την περίπτωση του αριθµού των αυτοκινήτων που συγκρούονται γιατί σε µερικά 
δυστυχήµατα εµπλέκονται περισσότερα από ένα αυτοκίνητα. 
 (δ) Ο αριθµός των επιβατών µιας αεροπορικής πτήσης που δεν εµφανίζονται την 
ώρα της αναχώρησης ενώ έχουν κρατήσει θέσεις. Με αυτό υπόψη οι αεροπορικές 
εταιρείες έχουν σε αναµονή ένα µικρό κατάλογο επιβατών από τον οποίο και 
συµπληρώνουν τις κενές θέσεις του αεροσκάφους. 
 (ε) Κατά τον βοµβαρδισµό ενός στόχου οι βόµβες πέφτουν συνήθως σε διάφορα 
σηµεία κοντά στο στόχο. Ο αριθµός των βοµβών που πέφτουν σε επιφάνεια t 
τετραγωνικών µέτρων γύρω από το στόχο ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Αυτό 
έχει αποδειχθεί και από τα στατιστικά στοιχεία του βοµβαρδισµού του Λονδίνου µε 
ιπτάµενες βόµβες στη διάρκεια του δευτέρου παγκοσµίου πολέµου. 
 (στ) Μια πλάκα Petri µε αποικίες βακτηριδίων, οι οποίες µε το µικροσκόπιο είναι 
ορατές ως σκοτεινές κηλίδες, χωρίζεται σε µικρά τετραγωνίδια. Ο αριθµός των 
βακτηριδίων σε επιφάνεια t τετραγωνιδίων ακολουθεί την κατανοµή Poisson. 

 Εκτός από τα παραδείγµατα αυτά υπάρχουν και άλλα φαινόµενα ή πειράµατα, 
ίσως λιγότερο γνωστά, στα οποία µπορεί να εφαρµοσθεί η κατανοµή Poisson. Στη 
συνέχεια θα εξετάσουµε µερικά αριθµητικά παραδείγµατα εφαρµογής της κατανοµής 
Poisson. 
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Παράδειγµα 5.2. Σε µια συγκεκριµένη αεροπορική πτήση που εξυπηρετείται από 
αεροπλάνο 80 θέσεων έχει παρατηρηθεί ότι 4 επιβάτες κατά µέσο όρο δεν 
εµφανίζονται κατά την αναχώρηση. Ποια είναι η πιθανότητα άτοµο που βρίσκεται (α) 
στη δεύτερη θέση και (β) στην πέµπτη θέση του καταλόγου αναµονής να ταξιδεύσει; 
 Ο αριθµός Χ των επιβατών που δεν εµφανίζονται κατά την αναχώρηση ακολουθεί 
την κατανοµή Poisson µε συνάρτηση πιθανότητας 
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Εποµένως, χρησιµοποιώντας τον Πίνακα 2 του παραρτήµατος παίρνουµε για την 
περίπτωση (α) 

9084,00733,00183,01)1()0(1)2( =−−==−=−=≥ XPXPXP , 

που σηµαίνει ότι είναι σχεδόν βέβαιο ότι το άτοµο θα ταξιδέψει. Για την περίπτωση 
(β) παίρνουµε 
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x
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που σηµαίνει ότι υπάρχει µεγάλη πιθανότητα το άτοµο να ταξιδέψει. 

Παράδειγµα 5.3. Έχει παρατηρηθεί ότι 3 άτοµα το µήνα κατά µέσο όρο πεθαίνουν 
στην Αθήνα από µια σπάνια ασθένεια. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες: (α) να 
υπάρξουν το πολύ 2 θάνατοι από την ασθένεια αυτή σε ένα µήνα, (β) να υπάρξουν το 
πολύ 4 θάνατοι από την ασθένεια αυτή σε χρονικό διάστηµα 2 µηνών, (γ) να 
υπάρξουν 2 τουλάχιστο µήνες µε 2 το πολύ θανάτους στο επόµενο τρίµηνο. 
 Ο αριθµός  των θανάτων από την ασθένεια αυτή σε διάστηµα t µηνών ακολου-
θεί την κατανοµή Poisson µε 
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Εποµένως, χρησιµοποιώντας τον Πίνακα 2 του παραρτήµατος, παίρνουµε (α)  
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Ο αριθµός Υ των µηνών µε 2 το πολύ θανάτους ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή 
µε 

yy

y
yYP −









== 3)5768,0()4232,0(

3
)( , 3,2,1,0=y  

και έτσι (γ) 

5768,0)4232,0(
3
3

)5768,0()4232,0(
2
3

)2( 32








+








=≥YP . 



 79

 
6. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 1. Έστω ότι δύο διακεκριµένοι κύβοι ρίχνονται 12 φορές. Να προσδιορισθεί η 
συνάρτηση πιθανότητας του αριθµού Χ των ρίψεων στις οποίες ο αριθµός του πρώτου 
κύβου υπερβαίνει τον αριθµό του δευτέρου κύβου. 

 2. Έστω ότι σε 10 ρίψεις ενός µη αµερόληπτου νοµίσµατος η πιθανότητα να 
εµφανισθεί 5 φορές κεφαλή είναι διπλάσια της πιθανότητας να εµφανισθεί 4 φορές 
κεφαλή. Να υπολογισθεί η πιθανότητα σε 5 ρίψεις του νοµίσµατος να εµφανισθεί µια 
τουλάχιστο φορά κεφαλή. 

 3. Έστω ότι η πιθανότητα επιτυχούς βολής κατά στόχου είναι . Να 
υπολογισθεί ο αριθµός ν των βολών που απαιτούνται έτσι ώστε η πιθανότητα να 
κτυπηθεί ο στόχος τουλάχιστο µια φορά να είναι µεγαλύτερη ή ίση του 0,9. 

3,0=p

 4. Έστω ότι ένα σωµάτιο υπό την επίδραση δυνάµεων κινείται σε ευθεία ένα βήµα 
δεξιά µε πιθανότητα p  ή ένα βήµα αριστερά µε πιθανότητα pq −= 1 . Υποθέτουµε 
ότι τα διάφορα βήµατα είναι ανεξάρτητα και ότι το σωµάτιο βρίσκεται αρχικά στη 
θέση 0. Αν  είναι η θέση του σωµατίου µετά ν βήµατα, δείξετε ότι (α) η τυχαία 
µεταβλητή 2  ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους 

 και (β) , V

νX
Yν =

E
/)(X ν

2()( pX ν

ν+
= v),( pν )1− νpqX ν 4)( = . 

 5. Ένα χαλύβδινο έλασµα λυγίζεται πολλές φορές µέχρις ότου κοπεί. Η 
πιθανότητα να κοπεί σε οποιαδήποτε λύγιση είναι σταθερή και ίση µε . Να 
υπολογισθούν (α) η πιθανότητα να κοπεί το έλασµα µέχρι την τρίτη λύγιση και (β) ο 
µέσος αριθµός των λυγίσεων που απαιτούνται για να κοπεί το έλασµα. 

1,0=p

 6. Έστω ότι η πιθανότητα επιτυχούς βολής κατά στόχου είναι 0,9. Να 
υπολογισθούν (α) η πιθανότητα να απαιτηθούν 5 το πολύ βολές για να κτυπηθεί ο 
στόχος και (β) ο µέσος αριθµός των βολών που απαιτούνται για να κτυπηθεί ο 
στόχος. 

7. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα 
επιτυχίας 2  και έστω Χ ο αριθµός αριθµός των δοκιµών πριν από την εµφάνιση 
για πρώτη φορά δύο συνεχόµενων επιτυχιών. ∆είξετε ότι η συνάρτηση πιθανότητας 
της τυχαίας µεταβλητής Χ δίδεται από την 
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8. Έστω ότι ένα κίβδηλο νόµισµα ρίχνεται διαδοχικά µέχρις ότου εµφανισθεί για ν-
οστή φορά το αποτέλεσµα της πρώτης ρίψης. Έστω Χ ο αριθµός των ρίψεων που 
απαιτούνται. Αν p  είναι η πιθανότητα όπως σε µια ρίψη του νοµίσµατος η όψη 
γράµµατα να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση πιθανότητας , 

 και (β) η µέση τιµή )  και η διασπορά V . 
)

)
()( xXPxf ==

,...1 , += ννx (XE (X

9. Έστω ότι δύο παίκτες α και β αγωνίζονται σε µια σειρά παιγνιδιών και νικητής 
αναδεικνύεται εκείνος που κερδίζει πρώτος ν παιγνίδια και ας υποθέσουµε ότι η 
πιθανότητα σε οποιοδήποτε παιγνίδι να κερδίσει ο α είναι p  και ο β είναι  
Αν Ζ είναι ο αριθµός των νικών που ο ηττηµένος υπολείπεται του νικητή κατά τη 

pq −= 1 .
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)

)

λήξη της σειράς των παιγνιδιών να υπολογισθεί η συνάρτηση πιθανότητας  
, . 

(xf
)( xXP ==

()( XPxf =

νx ,...,2 ,1=
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 10. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα 
επιτυχίας p. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) να πραγµατοποιηθεί άρτιος αριθµός 
επιτυχιών σε ν δοκιµές και (β) να απαιτηθεί περιττός αριθµός δοκιµών µέχρι την r–
οστή επιτυχία. 

 11. Από τους 125 εργαζόµενους σε µια επιχείρηση 50 είναι γυναίκες. Έστω ότι για 
κάποια συγκεκριµένη εργασία επιλέγονται τυχαία 5 εργαζόµενοι. Να υπολογισθεί η 
πιθανότητα όπως µεταξύ των 5 οι 2 είναι γυναίκες, χρησιµοποιώντας (α) την ακριβή 
κατανοµή του αριθµού Χ των γυναικών µεταξύ των 5 και (β) κατάλληλη προσέγγιση 
της κατανοµής αυτής. 

 12. Από µια κληρωτίδα που περιέχει ν κλήρους αριθµηµένους από το 1 µέχρι το ν, 
εξάγονται διαδοχικά ο ένας µετά τον άλλο χωρίς επανάθεση κ κλήροι. Έστω Χ ο 
µεγαλύτερος αριθµός που εξάγεται. Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση πιθανότητας 

 και (β) η µέση τιµή )  και η διασπορά V . (XE (X

 13. Έστω ότι ένα βιβλίο 350 σελίδων περιέχει 42 τυπογραφικά λάθη. Αν τα λάθη 
αυτά είναι τυχαία κατανεµηµένα στο βιβλίο να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) όπως 
µια σελίδα που εκλέγεται τυχαία περιέχει x λάθη και (β) όπως 10 σελίδες που 
εκλέγονται τυχαία µόνο 3 δεν έχουν λάθος. 

 14. Μια ασφαλιστική εταιρεία έχει διαπιστώσει ότι 0,1% του πληθυσµού 
εµπλέκεται σε ένα τουλάχιστο δυστύχηµα κάθε χρόνο. Αν η εταιρεία αυτή έχει 
ασφαλίσει 5000 άτοµα να υπολογισθούν οι πιθανότητες να εµπλακούν σε δυστύχηµα 
(α) το πολύ 3 πελάτες της τον επόµενο χρόνο (β) το πολύ 2 σε κάθε ένα από τα 
επόµενα δύο χρόνια και (γ) το πολύ 4 στα επόµενα δύο χρόνια. 

 15. Έστω ότι ο αριθµός των θανάτων σε νοσοκοµείο των Αθηνών σε ένα µήνα 
ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Αν η πιθανότητα να συµβεί το πολύ ένας θάνατος 
είναι τετραπλάσια της πιθανότητας να συµβούν δύο ακριβώς θάνατοι σε ένα µήνα να 
υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) να µη συµβεί θάνατος σε ένα µήνα και (β) να 
συµβούν το πολύ δύο θάνατοι σε δύο µήνες. 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 
 
ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 
 
 
 
 
1. ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 
 
 H απλούστερη συνεχής κατανοµή πιθανότητας είναι η οµοιόµορφη η οποία 
εκχωρεί ίσες (οµοιόµορφες) πιθανότητες στα στοιχειώδη δυνατά αποτελέσµατα ενός 
τυχαίου (στοχαστικού) πειράµατος µε συνεχή (µη απαριθµητό) δειγµατικό χώρο Ω. 
Συγκεκριµένα, ας θεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ ορισµένη στον Ω µε 
πεδίο τιµών το διάστηµα , όπου ] ,[ βα βα <  πραγµατικοί αριθµοί. Η οµοιόµορφη 
εκχώρηση πιθανότητας εκφράζεται από τη σχέση 

)()( 1221 xxcxXxP −=≤< , α βxx ≤<≤ 21 ,                        (1.1) 

όπου c προσδιοριστέα σταθερή. Θέτοντας αx =1 , βx =2

1
 και χρησιµοποιώντας τη 

σχέση )()( =≤≤=≤< βXαPβXαP  συµπεραίνουµε ότι 

αβ
c

−
=

1 .                                                     (1.2) 

Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση αυτή, στην οποια η τυχαία µεταβλητή Χ είναι 
συνεχής, οπότε  για κάθε 0)( == xXP Rx∈ , η εκχώρηση πιθανότητας δεν γίνεται 
σε σηµεία αλλά σε διαστήµατα και είναι ανάλογη του µήκους των. Τούτο είναι 
ισοδύναµο µε το ότι διαστήµατα του ιδίου µήκους είναι ισοπίθανα. 
 Η συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Χ, όπως προκύπτει από τις (1.1) 
και (1.2), δίδεται από την 











∞<≤

<≤
−
−

<<∞−

=

.,1

,

,0

)(

xβ

βxα
αβ
αx

αx

xF                                       (1.3) 

Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής και έτσι παραγωγίζοντάς την συνάγουµε τη 
συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής Χ: 







><

≤≤
−=

.ή,0

  ,1
)(

βxαx

βxα
αβxf                                   (1.4) 

Ορισµός 1.1. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας την 
(1.4). Η κατανοµή της τ.µ. Χ συµβολίζεται µε  και καλείται οµοιόµορφη ή 
ορθογώνια στο διάστηµα [ . Τα σηµεία α και β είναι παράµετροι της κατανοµής. 

) ,( βαU
] , βα
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 Σχετικά µε τις ροπές της οµοιόµορφης κατανοµής αποδεικνύουµε το επόµενο 
θεώρηµα. 

Θεώρηµα 1.1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την οµοιόµορφη κατανοµή 
. Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από τις ) ,( βαU

2
)( βαXEµ +
== , 

12
)()(

2
2 αβXV −

==σ .                           (1.5) 

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, είναι 

)(2)(2
1)(

222

αβ
αβ

αβ
xxdx

αβ
XEµ

β

α

β

α −
−

=







−

=
−

== ∫  

και επειδή , ))(()( 22 αβαβαβ +−=−

2
)( βαXEµ +
== . 

Επίσης είναι 

∫ −
−

=







−

=
−

=
β

α

β

α αβ
αβ

αβ
xdxx

αβ
XE

)(3)(3
1)(

333
22  

και επειδή , ))(( 2233 ααββαβαβ ++−=−

3
)(

22
2 βαβαXE ++
= . 

Η διασπορά της τ.µ. Χ είναι τότε 

12
)(

4
2

3
)]([)()(

22222
222 αββαβαβαβαXEXEXVσ −

=
++

−
++

=−== . 

Παράδειγµα 1.1. Ας θεωρήσουµε ένα όργανο µέτρησης µε ακρίβεια τριών 
δεκαδικών ψηφίων. Το παρεχόµενο από το όργανο αυτό τέταρτο δεκαδικό ψηφίο 
αποτελεί στρογγύλευση προς τον πλησιέστερο ακέραιο. Τα σφάλµατα που 
προκύπτουν από τη στρογγύλευση της µέτρησης δύνανται να θεωρηθούν ότι έχουν 
την οµοιόµορφη κατανοµή U  µε , . Να υπολογισθούν 
(α) η πιθανότητα όπως το σφάλµα µέτρησης µιας ποσότητας είναι κατ’ απόλυτη τιµή 
µεγαλύτερο του  και (β) η µέση τιµή και η διασπορά του σφάλµατος 
µέτρησης. 

) ,( βα 2 2/10 4−=β/10 4−−=α

3/10 4−

 (α) Χρησιµοποιώντας την (1.3) µε α ,  παίρνουµε 2 2/10 4−=β/10 4−−=

)]3/10()3/10([1)3/10|(|1)3/10|(| 4444 −−−− −−−=≤−=> FFXPXP  

                                       
3
1

3
21 =−= . 

 (β) Σύµφωνα µε τις (1.5) έχουµε 

0)( == XEµ , σ . 12/10)( 82 −== XV
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Παράδειγµα 1.2. Έστω ότι ο σειρµός φθάνει σε συγκεκριµένο σταθµό του υπογείου 
σιδηροδρόµου κάθε 10 λεπτά, αρχίζοντας τα δροµολόγιά του στις 5 π.µ. Αν ένας 
επιβάτης φθάνει στο σταθµό σε χρόνο ο οποίος κατανέµεται οµοιόµορφα στο 
διάστηµα 7:20 ως 7:40 να υπολογισθούν οι πιθανότητες να περιµένει το σειρµό (α) το 
πολύ 4 λεπτά και (β) τουλάχιστο 7 λεπτά. 
 Έστω Χ ο χρόνος άφιξης του επιβάτη στο σταθµό, µετρούµενος σε λεπτά µε αρχή 
τη χρονική στιγµή 7:20. Τότε η τ.µ. Χ έχει την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 

 και έτσι ]20,0[










≥

<≤

<

=

.20 ,1

200,
20

0 ,0

)(

x

xx
x

xF  

(α) Το ενδεχόµενο Α ο επιβάτης να περιµένει το πολύ 4 λεπτά είναι ισοδύναµο µε 
το ενδεχόµενο να φθάσει στο σταθµό στο διάστηµα 7:26 ως 7:30 ή στο διάστηµα 7:36 
ως 7:40. Εποµένως 

5
2)}16()20({)}6()10({)2016()106()( =−+−=≤<+≤<= FFFFXPXPAP . 

 (β) Το ενδεχόµενο Β ο επιβάτης να περιµένει τουλάχιστο 7 λεπτά είναι ισοδύναµο 
µε το ενδεχόµενο να φθάσει στο σταθµό στο διάστηµα 7:20 ως 7:23 ή 7:30 ως 7:33. 
Εποµένως 

10
3)}10()13({)}0()3({)1310()30()( =−+−=≤<+≤<= FFFFXPXPBP . 

 
2. ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΚΑΙ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG 
 
2.1. Εκθετική κατανοµή 
 
Ορισµός 2.1. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 





<<∞−
∞<≤

=
−

,0 ,0
0 ,

)(
x
xeθ

xf
xθ

                                      (2.1) 

όπου . Η κατανοµή της τ.µ. Χ καλείται εκθετική µε παράµετρο θ. ∞<< θ0

 Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση (2.1) είναι µη αρνητική και 

[ ]∫ ∫
∞

∞−

∞
∞−− =−==

0
0 1 )( xθxθ edxeθdxxf , 

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας. 
 Η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε την (2.10) του Κεφ. 2, είναι η 





∞<≤−

<<∞−
=

− .0 ,1
0,0

)(
xe
x

xF xθ                                      (2.2) 

Θεώρηµα 2.1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την εκθετική κατανοµή µε συνάρ-
τηση πυκνότητας τη (2.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από τις 

θ
XEµ 1)( == , 2

2 1)(
θ

XV ==σ .                                  (2.3) 
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Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, δίδεται από την 

∫∫∫
∞

−
∞

−
∞

∞−

====
00

1)()( dyye
θ

dxxeθdxxxfXEµ yxθ , 

όπου χρησιµοποιήθηκε ο µετασχηµατισµός xθy = . Εφαρµόζοντας την ολοκλήρωση 
κατά παράγοντες το τελευταίο ολοκλήρωµα είναι 

∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞

∞−−−∞−−− =+−=+−=−=
0 0 0

00 1][][ yyyyyy eyedyeyeydedyye  

και έτσι 

θ
XEµ 1)( == . 

Οµοίως 

∫∫ ∫
∞

−
∞

∞−

∞
− ===

0

2
2

0

222 1)()( dyey
θ

dxeθxdxxfxXE yθx  

και επειδή 

2]22[2][
0 0 0

0
2

0
222∫ ∫ ∫

∞ ∞ ∞
∞−−−−∞−−− =++−=+−=−= yyyyyyy eyeeydyyeeydeydyey  

παίρνουµε 

2
2 2)(

θ
XE = . 

Εποµένως 

2
22 1)]([)()(

θ
XEXEXV =−= . 

 Η ιδιότητα του αµνήµονος είναι χαρακτηριστική της εκθετικής κατανοµής. Την 
ιδιότητα αυτή αποδεικύουµε στο επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την εκθετική κατανοµή µε 
συνάρτηση πυκνότητας τη (2.1). Τότε 

)()|( yXPxXyxXP >=>+> , , .                      (2.4) 0≥x 0≥y

Απόδειξη. Η δεσµευµένη πιθανότητα του ενδεχοµένου }{ yxX +>
}{ yxX

 δεδοµένου του 
ενδεχοµένου } , λαµβάνοντας υπόψη ότι { xX > }{ xX >⊆+>  και 
χρησιµοποιώντας την (2.2), είναι ίση µε 

)(
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)(
),()|(

xXP
yxXP

xXP
xXyxXPxXyxXP

>
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=>+>  

                     y
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yx

e
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xF
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+−
=

)(

)(1
)(1  

και επειδή  
yeyFyXP θ−=−=> )(1)(  

έπεται η (2.4). 
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Παρατήρηση 2.1. Ας θεωρήσουµε µια ανέλιξη Poisson ,  µε µέση τιµή 
 (βλ. Παρατήρηση 5.2 του Κεφ. 3) και ας παραστήσουµε µε Τ το χρόνο 

αναµονής µέχρι την πραγµατοποίηση της πρώτης επιτυχίας (εµφάνισης του 
ενδεχοµένου Α). Επειδή το ενδεχόµενο }, όπως η πρώτη επιτυχία 
πραγµατοποιηθεί µετά τη χρονική στιγµή t, είναι ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο 

, όπως ο αριθµός των επιτυχιών µέχρι τη χρονική στιγµή t είναι µηδέν, 
χρησιµοποιώντας την (5.6) του Κεφ. 3, συνάγουµε τη σχέση 

tX 0≥t
θtXE t =)(

}0{ =tX

{ tT >

tθ
t eXPtTP −===> )0()( , t  0≥

και από αυτή τη συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Τ, 





∞<≤−

<<∞−
=

− .0,1
0,0

)(
te
t

tF tθ                                        (2.5) 

Εποµένως, σύµφωνα µε τη (2.2) ο χρόνος αναµονής Τ µέχρι την πραγµατοποίηση της 
πρώτης επιτυχίας σε µια ανέλιξη Poisson έχει εκθετική κατανοµή. Γενικότερα 
δύναται να δειχθεί ότι οι ενδιάµεσοι χρόνοι µεταξύ διαδοχικών επιτυχιών σε µια 
ανέλιξη Poisson έχουν εκθετική κατανοµή. 

Παράδειγµα 2.1. Έστω ότι η διάρκεια σε λεπτά ενός τηλεφωνήµατος, σ’ ένα δηµόσιο 
τηλεφωνικό θάλαµο, ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 10 λεπτά. 
Επίσης, έστω ότι τη στιγµή που κάποιος µπαίνει στον τηλεφωνικό αυτό θάλαµο για 
ένα τηλεφώνηµα ένας άλλος φθάνει εκεί και δεν συναντά κανένα να περιµένει. Να 
υπολογισθούν οι πιθανότητες ο δεύτερος να περιµένει (α) περισσότερο από 10 λεπτά 
(β) µεταξύ 10 και 20 λεπτών. 
 Αν Χ είναι η διάρκεια του τηλεφωνήµατος του πρώτου ατόµου, τότε 





≥−

<
=

− 0,1
0,0

)( 10/ xe
x

xF x  

και οι ζητούµενες πιθανότητες είναι (α) 
3679,0)10(1)10( 1 ==−=> −eFXP , 

και (β) 
2326,01353,03679,0)10()20()2010( 21 =−=−=−=≤< −− eeFFXP . 

 
2.2. Κατανοµή Erlang 
 
Ορισµός 2.2. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 


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∞<≤
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,0,0

0,
)!1()(
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                               (2.6) 

όπου ν θετικός ακέραιος και ∞<< θ0 . Η κατανοµή της τ.µ. Χ καλείται κατανοµή 
Erlang µε παραµέτρους ν και θ. 
 Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση (2.6) είναι µη αρνητική και επειδή 

!)1(
0

1 −== ∫
∞

−− νdxexI xν
ν , ,...2 ,1=ν ,                               (2.7) 
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συµπεραίνουµε ότι 

∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞ ∞
−−−− =

−
=

−
=

0 0

11 1
)!1(

1
)!1(

)( dyey
ν

dxex
ν
θdxxf yx
ν

νθν , 

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας. 

 Το ολοκλήρωµα ,  δύναται να υπολογισθεί, εφαρµόζοντας την 
ολοκλήρωση κατά παράγοντες, ως εξής: 

νI ,...2 ,1=ν

∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞

−−∞−−−
+ +−=−==

0 0 0

1
01 ][ dxexνexdexdxexI xxxx

ν
νννν  

και έτσι 

νν νII =+1 , ,...2 ,1=ν .                                           (2.8) 

Εφαρµόζοντας διαδοχικά την αναγωγική αυτή σχέση και επειδή 

1
0

1 == ∫
∞

− dxeI x , 

συνάγουµε τη (2.7). 

Θεώρηµα 2.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την κατανοµή Erlang µε συνάρτηση 
πυκνότητας τη (2.6). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από τις 

θ
νXEµ == )( , 2

2 )(
θ
νXV ==σ .                                  (2.9) 

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Χ, δίδεται από την 
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και χρησιµοποιώντας την (2.7) συνάγουµε την 

θ
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Οµοίως 
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και 
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Εποµένως η διασπορά της τ.µ. Χ είναι 
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2
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θ
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θ
ννXEXEXVσ =−
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=−== . 
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Παρατήρηση 2.2. Ας θεωρήσουµε µια ανέλιξη Poisson ,  µε µέση τιµή 
 (βλ. παρατήρηση 5.2 του Κεφ. 3) και ας παραστήσουµε µε  το χρόνο 

αναµονής µέχρι την πραγµατοποίηση της ν-οστής επιτυχίας (εµφάνισης του 
ενδεχοµένου Α). Επειδή το ενδεχόµενο } , όπως η ν-οστή επιτυχία 
πραγµατοποιηθεί µετά τη χρονική στιγµή t είναι ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο 

, όπως ο αριθµός των επιτυχιών µέχρι τη χρονική στιγµή t είναι µικρότερος 
του ν, χρησιµοποιώντας την (5.6) του Κεφ. 3, συνάγουµε τη σχέση 
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Η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. T  δίδεται τότε από την ν
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µε 0 . Παραγωγίζοντας αυτήν ως προς t παίρνουµε   ,0)( <= ttF
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και εποµένως η συνάρτηση πυκνότητας της τ.µ.  είναι η νT

tθet
ν
θtf −−

−
= 1

)!1(
)( ν

ν

, ∞<≤ t0 . 

Η κατανοµή αυτή µελετήθηκε από το ∆ανό µαθηµατικό A. K. Erlang (1878-1929). 
Σηµειώνουµε ότι η σχέση (2.10), επειδή 
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συνεπάγεται τη χρήσιµη στις εφαρµογές σχέση 
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κ
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tθedxex
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θtF .                      (2.11) 

Παράδειγµα 2.2. Η ηµερήσια κατανάλωση ηλεκτρικής ενέργειας σε εκατοµύρια 
κιλοβατόρες σε µια πόλη είναι µια τυχαία µεταβλητή Χ η οποία ακολουθεί την 
κατανοµή Erlang µε µέση τιµή 10)( =XE  εκατοµύρια κιλοβατόρες και διασπορά 

 εκατοµύρια κιλοβατόρες. Η µέγιστη ποσότητα ενέργειας που µπορεί να 
δοθεί στην πόλη σε µια µέρα είναι 15 εκατοµύρια κιλοβατόρες. Να υπολογισθεί η 
πιθανότητα να µη ικανοποιηθούν οι ηµερήσιες ανάγκες της πόλης σε ηλεκτρική 
ενέργεια. 

5)( =XV

Η τυχαία µεταβλητή Χ έχει συνάρτηση πυκνότητας 

xθex
ν
θxf −−

−
= 1

)!1(
)( ν

ν

, ∞<≤ x0  

όπου ν θετικός ακέραιος και ∞<< θ0 . Η µέση τιµή και διασπορά της Χ, σύµφωνα 
µε τις (2.9) είναι 

θ
νXE =)( , 2)(

θ
νX =V  
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και επειδή 10)( =XE , V , παίρνουµε 5)( =X

4=ν , 5/2=θ . 
Εποµένως 

5/23
4

!3
)5/2()( xexxf −= , ∞<≤ x0  

και η πιθανότητα να µη ικανοποιηθούν οι ηµερήσιες ανάγκες της πόλης σε ηλεκτρική 
ενέργεια δίδεται από την 

∫
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−=>
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5/23
4

!3
)5/2()15( dxexXP x . 

Χρησιµοποιώντας τη (2.11) και τον Πίνακα 2 της συνάρτησης πιθανότητας της 
κατανοµής  παίρνουµε 

1422,0
!
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6 ==> ∑
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κ

κ

κ
eXP . 

Παράδειγµα 2.3. Έστω ότι ο αριθµός των τραυµατιών σε αυτοκινητιστικά 
δυστυχήµατα µε σοβαρά κατάγµατα που εισάγονται σε νοσοκοµεία των Αθηνών 
ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε µέση τιµή 8 άτοµα ανά ηµέρα. Να υπολογισθούν 
(α) η πιθανότητα όπως ο χρόνος αναµονής µέχρι την άφιξη του τρίτου τραυµατία, 
µετρούµενος από την αρχή της ηµέρας, είναι τουλάχιστο 12 ώρες και (β) ο µέσος 
χρόνος αναµονής µέχρι την άφιξη του τρίτου τραυµατία. 
 (α) Ο αριθµός  των τραυµατιών σε χρονικό διάστηµα t ωρών ακολουθεί την 
κατανοµή Poisson µε µέση τιµή 

tX
θtXE t =)( , όπου 3/124/8 ==θ . Ο χρόνος 

αναµονής T  ακολουθεί την κατανοµή Erlang µε συνάρτηση κατανοµής 3

∑
=

−−=
2

0

3/

!
)3/(1)(

κ

κ
t

κ
tetF . 

Εποµένως 

∑
=

−−=−=>
2

0

4
3 !

41)12(1)12(
κ

κ

κ
eFTP  

και χρησιµοποιώντας τον Πίνακα 2 της συνάρτησης πιθανότητας της κατανοµής 
Poisson παίρνουµε 

7619,0)1465,00733,00183,0(1)12( 3 =++−=>TP . 

 (β) Η µέση τιµή της T , σύµφωνα µε την πρώτη από τις (2.9), είναι 3

93)( 3 ==
θ

TE . 

 
3. ΚANONIKH KATANOMH 
 
 Η σηµαντικότερη κατανοµή πιθανότητας τόσο από θεωρητική άποψη όσο και από 
άποψη εφαρµογών είναι η κανονική κατανοµή. Η κατανοµή αυτή χρησιµοποιήθηκε 
αρχικά από τους De Moivre και Laplace για την προσέγγιση της διωνυµικής 
κατανοµής για µεγάλο ν. Ο Gauss, ο οποίος διατύπωσε τη θεωρία των σφαλµάτων, 
χρησιµοποίησε την κανονική κατανοµή ως προσεγγιστική της κατανοµής των 
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τυχαίων σφαλµάτων. Η ονοµασία κανονική είναι σχετικά πρόσφατη και οφείλεται 
στον Karl Pearson. 

Ορισµός 3.1. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή X µε συνάρτηση πυκνότητας 

,
2

1)(
2

2
1







 −

−

= σ
µx

e
πσ

xf  ∞<<∞− x ,                              (3.1) 

όπου ∞<<∞− µ  και ∞<< σ0  είναι παράµετροι. Η κατανοµή της τυχαίας 
µεταβλητής Χ συµβολίζεται µε  και καλείται κανονική κατανοµή µε 
παραµέτρους 

),( 2σµN
µ  και . 2σ

Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση (3.1) είναι µη αρνητική και χρησιµοποιώντας 
διαδοχικά τους µετασχηµατισµούς σµxz /)( −=  και 2/zu =  και το ολοκλήρωµα 
του Euler, 

∫
∞

∞−

− =
2

2 πdue u , 

συµπεραίνουµε ότι 

12
2
1

2
1)(

0

2/2
1 22

2

∫∫∫∫
∞

−
∞

∞−

−
∞

∞−







 −

−∞

∞−

==== due
π

dze
π

dxe
πσ

dxxf uzσ
µx

, 

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας. 

Παρατήρηση 5.1. Η εξέχουσα θέση την οποία κατέχει η κανονική κατανοµή στη 
Θεωρία Πιθανοτήτων και Στατιστική οφείλεται και στη µεγάλη ποικιλία των 
εφαρµογών της. Συγκεκριµένα, τα τυχαία σφάλµατα που εµφανίζονται σε διάφορες 
µετρήσεις έχουν κανονική κατανοµή. Για το λόγο αυτό, η κανονική κατανοµή 
αναφέρεται πολλές φορές και ως κατανοµή σφαλµάτων. Επίσης, πολλές κατανοµές 
τόσο διακριτές όσο και συνεχείς µπορούν κάτω από ορισµένες συνθήκες να 
προσεγγισθούν από την κανονική κατανοµή. Το άθροισµα και ο µέσος όρος µεγάλου 
αριθµού παρατηρήσεων ακολουθεί κατά προσέγγιση κανονική κατανοµή ανεξάρτητα 
από το ποιά κατανοµή ακολουθούν οι αρχικές παρατηρήσεις. Ακόµη, πολλά πλη-
θυσµιακά χαρακτηριστικά (π.χ. ύψος, βάρος, βαθµολογία σε τεστ κλπ) ακολουθούν 
(περιγράφονται ικανοποιητικά από) την κανονική κατανοµή 

Η µέση τιµή και η διασπορά της κανονικής κατανοµής συνάγονται στο ακόλουθο 
θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την κανονική κατανοµή µε 
συνάρτηση πυκνότητας την (3.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από 
τις 

µXE =)( , V .                                         (3.2) 2)( σX =

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Χ δίδεται από την 

∫
∞

∞−







 −

−
= dxxe

πσ
XE σ

µx 2

2
1 

2
1)( . 

Θέτοντας , οπότε σµxz /)( −= σzµx += , παίρνουµε 
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[ ] µe
π

σµdzze
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π

µXE zzz =+=+=
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Η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής Χ δίδεται από την 

∫
∞
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
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Θέτοντας  και ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες παίρνουµε σµxz /)( −=

∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

− −== 2/22/22 22

2
1

2
1)( zz zde

π
σdzez

π
σXV  

            [ ] ∫
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∞−
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∞−
− =+ 22/22/2 22
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2
1 σdze

π
σze

π
σ zz= , 

και έτσι συµπληρώνεται η απόδειξη του θεωρήµατος. 

 Το διάγραµµα της συνάρτησης πυκνότητας , )(xf ∞<<∞− x  της κανονικής 
κατανοµής είναι κωδωνοειδούς µορφής. Η παράµετρος µ προσδιορίζει τη θέση της 
καµπύλης ως προς τον άξονα των x και η παράµετρος σ το οξύ ή πεπλατισµένο του 
σχήµατός της. Συγκεκριµένα, όσο πιο µικρό είναι το σ τόσο πιο οξεία είναι η 
καµπύλη και όσο πιο µεγάλο είναι το σ τόσο πιο πεπλατισµένη είναι αυτή (βλέπε 
Σχήµα 3.1). 

 

Σχήµα 3.1. Η συνάρτηση πυκνότητας )  της κανονικής κατανοµής (xf

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η ειδική περίπτωση κανονικής κατανοµής µε 
µέση τιµή 0  και διασπορά 1. Σχετικά σηµειώνουµε ότι η τυποποιηµένη 
τυχαία µεταβλητή  έχει συνάρτηση πυκνότητας (βλέπε Παράδειγµα 
3.1 του Κεφαλαίου 3) 

=µ 2

µXZ /)( −=
=σ

σ

2/2

2
1)( ze
π

zφ −= , ∞<<∞− z . 

Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Ζ, η οποία είναι ) , καλείται τυποποιηµένη 
κανονική κατανοµή. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας της 
τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής δίδεται στο Σχήµα 3.2. Η χρησιµότητα της 

1 ,0(N
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τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής οφείλεται στην πινακοποίηση της κατανοµής 
της 

∫
∞−

−=
z

t dte
π

zΦ 2/2

2
1)( , ∞<<∞− z . 

Ο συνήθης πίνακας της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής δίδει της τιµές )Φ  για 
z από 0 µέχρι 3 µε βήµα 0,01. Για τον προσδιορισµό των τιµών της )  για z από 

 µέχρι 0 χρησιµοποιείται η ακόλουθη ιδιότητα της τυποποιηµένης κακονικής 
κατανοµής. 

(z
(zΦ

3−

 
Σχήµα 3.1. Η συνάρτηση πυκνότητας της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής 

Θεώρηµα 3.2. Η συνάρτηση κατανοµής της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής 
, , ικανοποιεί τη σχέση )(zΦ ∞<<∞− z

1)()( =−+ zΦzΦ , ∞<<∞− z . 

Απόδειξη. Η συνάρτηση Φ  )( z−

∫
−

∞−

−=−
z

t dte
π

zΦ
 

2/2

2
1)( , 

χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό t u−= , παίρνει τη µορφή 
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Εποµένως 

1
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και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Η προσέγγιση της συνάρτησης πιθανότητας της διωνυµικής κατανοµής για µεγάλο 
ν (θεωρητικά ) από τη συνάρτηση πυκνότητας της κανονικής κατανοµής, η 
οποία αποδείχθηκε αρχικά για 2

∞→ν
/1=p  από τον De Moivre το 1733 και για οποιο-

δήποτε p  από τον Laplace το 1812, δίδεται χωρίς απόδειξη στο επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας 
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xνxqp
x
ν

xf −








=)( , νx ...,,1,0= , 

όπου  και . Τότε για µεγάλο ν (θεωρητικά ) ισχύει η 
προσέγγιση 

pq −= 1 10 << p ∞→ν

2

2
1

2
1)(










 −
−

≅ νpq
νpx

e
πνpq

xf , ∞<<∞− x . 

Χρήσιµο στις εφαρµογές είναι το ακόλουθο πόρισµα. 

Πόρισµα 3.1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε 
παραµέτρους ν και p. Τότε για µεγάλο ν (θεωρητικά ∞→ν ) ισχύει η προσέγγιση 










 −
−









 −
≅≤≤

νpq
νpαΦ

νpq
νpβΦβXαP )( , βα < . 

Παρατήρηση 3.1. ∆ιόρθωση συνέχειας. Η προσέγγιση της διωνυµικής κατανοµής 
από την κανονική κατανοµή δεν είναι ικανοποιητική όταν το ν δεν είναι αρκετά 
µεγάλο. Γενικά, στις περιπτώσεις προσέγγισης µιας διακριτής κατανοµής απο µια 
συνεχή έχει αποδειχθεί ότι οι προσεγγίσεις βελτιώνονται σηµαντικά µε τη χρησιµο-
ποίηση της διόρθωσης συνέχειας. Σύµφωνα µε αυτή η πιθανότητα , 

 προσεγγίζεται από την πιθανότητα 
)()( xXPxf ==

)2/1...,1,0=x 2/1( +≤≤− xXxP  και έτσι στην 
περίπτωση κανονικής προσέγγισης 










 −−
−









 +−
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νpq
/νpxΦ

νpq
/νpxΦxXP 2121)( . 

Γενικότερα 










 −−
−









 +−
≅≤≤

νpq
/νpαΦ

νpq
/νpβΦβ)XP(α 2121 , α β≤ . 

Παράδειγµα 3.1. Ας υποθέσουµε ότι η διάρκεια κύησης X µιας γυναίκας ακολουθεί 
την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 270=µ  ηµέρες και τυπική απόκλιση  
ηµέρες. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως η διάρκεια κύησης παιδιού είναι 
µικρότερη από επτά µήνες. 

30=σ

 Εισάγοντας την τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή σµXZ /)( −= , όπου  
και , συνάγουµε για τη ζητουµένη πιθανότητα την έκφραση 

270=µ
30=σ

)2(1)2()2(
30

270210
30

270)210( ΦΦZPXPXP −=−=−<=





 −

<
−

=< . 

Από τον πίνακα της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής έχουµε  και 
έτσι 

9772,0)2( =Φ

%20228,09772,01)210( ≅=−=<XP . 

Παράδειγµα 3.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί την κανονική κατανοµή 
. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως η Χ απέχει από το µέσο µ το πολύ κ 

τυπικές αποκλίσεις , για . 
),( σµN 2

σ 3 ,2 ,1=κ
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 Εισάγοντας την τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή σµXZ /)( −=  συνάγουµε για 
τη ζητουµένη πιθανότητα την έκφραση 

1)(2)()()()|(|)(| −=−−=≤≤−=≤=≤− κΦκΦκΦκZκPκZPκσµ|XP . 

Από τον πίνακα της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής έχουµε , 
, Φ  και έτσι 

8413,0)1( =Φ
9772,0)2( =Φ 9987,0)3( =

%686826,0)(|)( ≅=≤−=+≤≤− σµ|XPσµXσµP , 

%959544,0)2(|)22( ≅=≤−=+≤≤− σµ|XPσµXσµP , 

%7,999974,0)3(|)33( ≅=≤−=+≤≤− σµ|XPσµXσµP . 

Συµπερασµατικά, το 68% περίπου των τιµών ενός κανονικού πληθυσµού βρίσκονται 
σε απόσταση το πολύ µιας τυπικής απόκλισης, το 95% περίπου σε απόσταση δύο 
τυπικών αποκλίσεων και το 99.7% περίπου σε απόσταση τριών αποκλίσεων από το 
µέσο του πληθυσµού. 

Παράδειγµα 3.3. Ας θεωρήσουµε ότι ο χρόνος εµφάνισης X ενός φωτογραφικού φιλµ 
ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 30=µ  λεπτά και τυπική απόκλιση 

 λεπτά. Να υπολογισθούν (α) η πιθανότητα όπως ο χρόνος εµφάνισης ενός 
φιλµ µη υπερβεί τα 28 λεπτά και (β) η πιθανότητα όπως σε τουλάχιστον 2 από 10 
φιλµ ο χρόνος εµφάνισης µη υπερβεί τα 28 λεπτά. 

2,1=σ

(α) Εισάγοντας την τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή σµXZ /)( −= , όπου  
και 2 , η πιθανότητα όπως ο χρόνος εµφάνισης ενός φιλµ µη υπερβεί τα 28 
λεπτά ισούται µε 

30=µ
,1=σ
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(β) Ο αριθµός Υ των φιλµ µε χρόνο εµφάνισης το πολύ 28 λεπτών ακολουθεί τη 
διωνυµική κατανοµή µε αριθµό δοκιµών 10=ν  και πιθανότητα επιτυχίας 

, οπότε 05,0)28( =≤= XPp

yy

y
yYP −
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Εποµένως η πιθανότητα όπως σε τουλάχιστον 2 από 10 φιλµ ο χρόνος εµφάνισης µη 
υπερβεί τα 28 λεπτά είναι 

                  ==−=−=<−=≥ )1()0(1)2(1)2( YPYPYPYP  

                                . 086,0)95,0()05,0(
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Παράδειγµα 3.4. Έστω ότι ένα δείγµα ν ατόµων εκλέγεται τυχαία από ένα πληθυσµό 
για την εκτίµηση του ποσοστού p των ατόµων του πληθυσµού που πάσχουν από µια 
συγκεκριµένη ασθένεια. (α) Να υπολογισθεί το µέγεθος ν του δείγµατος έτσι ώστε το 
ποσοστό των ατόµων στο δείγµα που πάσχουν από την ασθένεια να διαφέρει από το 
πραγµατικό ποσοστό p κατ’ απόλυτη τιµή λιγότερο από 1% µε πιθανότητα 
τουλάχιστον 95%. (β) Αν είναι γνωστό ότι  (δηλαδή ότι πρόκειται περί 
σπάνιας ασθένειας) ποιό πρέπει να είναι το µέγεθος ν του δείγµατος; 

03,0≤p
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 (α) Αν Χ είναι ο αριθµός των ατόµων του δείγµατος που πάσχουν από την 
ασθένεια, τότε η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε 
παραµέτρους ν και p. Το ποσοστό των ατόµων του δείγµατος που πάσχουν από την 
ασθένεια είναι ίσο µε , οπότε το ζητούµενο µπορεί να διατυπωθεί ως εξής νX /

95,001,0 ≥







≤− p

ν
XP . 

Χρησιµοποιώντας την προσέγγιση της διωνυµικής κατανοµής από την κανονική 
κατανοµή το αριστερό µέλος της συνθήκης µετασχηµατίζεται στο 
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και η συνθήκη παίρνει τη µορφή 
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Από τον Πίνακα 3 της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής έχουµε 975,0)96,1( =Φ  
και οπότε 

96,101.0
≥

pq
ν  

και εποµένως 

)1(38416 qpν −≥ . 

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση  µεγιστοποιείται για 
, οπότε  

2)1()( pppppg −=−=
5,0=p

25,0)5,01(5,0)1( =−≤− pp  

και έτσι το απαιτούµενο µέγεθος του δείγµατος είναι 

960425,038416 ≅⋅≥ν . 

(β) Αν είναι γνωστό ότι , τότε 03,0≤p

0021,0)03,01(03,0)1( =−≤− pp  

και έτσι το απαιτούµενο µέγεθος του δείγµατος είναι 

810021,038416 ≅⋅≥ν . 
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6. ΑΣΚΗΣΕΙΣ  
 

1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 
. Αν ],[ βα 1)( =XE

(YE

 και 3V , (α) να υπολογισθούν οι σταθερές α και β, (β) να 
προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής |  και (γ) να 
βρεθούν οι )  και V . 

)( =X

)Y
| XY =

(

2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 
. ∆είξετε ότι η συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής ]1 ,0[

Xθ
Y

−
=

1
1log1  

δίδεται από την 





∞<≤−

<<∞−
=

− .0 ,1
0,0

)(
ye
y

yF yθY  

και συµπεράνετε ότι ακολουθεί την εκθετική κατανοµή. 

3. (Συνέχεια). Έστω , όπου )(XhZ = zxh =)(  για 1 , , 
µε 1 . ∆είξετε ότι η τυχαία µεταβλητή Ζ ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή 
µε συνάρτηση πιθανότητας 

11 +−≤<− zz qxq ,...1 ,0=z
0 << q

z
Z pqzf =)( , ,...1 ,0=z , 

όπου  qp −= 1 .

4. Έστω  ο αριθµός των θανάτων σε νοσοκοµείο των Αθηνών από µια σπάνια 
ασθένεια σε χρονικό διάστηµα t ωρών. Αν σε συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα  
συνέβη ένας θάνατος, δείξετε ότι η χρονική στιγµή Τ του θανάτου ακολουθεί την 
οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [ . 

tX
]

]

,0[ s

,0 s

5. Ο χρόνος ζωής Χ σε ώρες µιας ορισµένης ηλεκτρονικής λυχνίας ακολουθεί την 
εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 1000)( =XE  ώρες. Το εργοστάσιο που κατασκευ-
άζει τις λυχνίες δίδει εγγύηση α ωρών στους πελάτες του. Να υπολογισθεί το α έτσι 
ώστε µε πιθανότητα τουλάχιστο 0,95 οι λυχνίες να επιζούν του χρόνου εγγύησης. 

6. Ο χρόνος ζωής Χ του ιού της γρίππης µέσα στον οργανισµό ενός ατόµου 
ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 3 µέρες. Να υπολογισθούν (α) η 
πιθανότητα όπως ένα άτοµο που προσβλήθηκε από τον ιό γίνει καλά στο χρονικό 
διάστηµα από 2 µέχρι 4 µέρες και (β) η δεσµευµένη πιθανότητα όπως ένα άτοµο που 
προσβλήθηκε από τον ιό γίνει καλά σε λιγότερο από 5 συνολικά µέρες δεδοµένου ότι 
έχει 2 µέρες άρρωστος. (γ) Επίσης να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως 3 τουλάχιστο 
από 10 άτοµα που προσβλήθηκαν από τον ιό γίνουν καλά στο χρονικό διάστηµα από 
2 µέχρι 4 µέρες. 

7. Έστω ότι η ποσότητα Χ σε χιλιάδες λίτρα που πωλεί ένα πρατήριο βενζίνης σε 
µια µέρα πέραν των χιλίων λίτρων ακολουθεί την κατανοµή Erlang µε µέση τιµή 5 
χιλιάδες λίτρα και τυπική απόκλιση 2,5 χιλιάδες λίτρα. Αν οι δεξαµενές του 
πρατηρίου µια συγκεκριµένη µέρα έχουν 8 χιλιάδες λίτρα να υπολογισθούν η 
πιθανότητα το πρατήριο να µη µπορέσει να ανταποκριθεί στη ζήτηση. 
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8. Το βάρος των νεογέννητων παιδιών σε µια συγκεκριµένη χώρα ακολουθεί την 
κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 3,400 κιλά για τα αγόρια και 3,350 κιλά για τα 
κορίτσια και τυπική απόκλιση 0,400 κιλά για τα αγόρια και 0,350 κιλά για τα 
κορίτσια. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) ένα νεογέννητο αγόρι να έχει βάρος 
µεγαλύτερο των 4,000 κιλών και (β) ένα νεογέννητο κορίτσι να έχει βάρος 
µεγαλύτερο των 3,000 κιλών και µικρότερο των 3,700 κιλών. 

9. Το ύψος X των ανδρών ενός πληθυσµού ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε 
µέση τιµή 175 εκατοστόµετρα και τυπική απόκλιση 5 εκατοστόµετρα. Να υπολο-
γισθούν τα ποσοστά του πληθυσµού των ανδρών µε ύψος (α) µεγαλύτερο των 175, 
(β) µεγαλύτερο των 180 και (γ) µεταξύ των 170 και των 180. Να υπολογισθούν οι 
πιθανότητες όπως σε τυχαίο δείγµα 6 ανδρών (δ) όλοι είναι ύψους άνω των 180 και 
(ε) οι δύο είναι υψηλότεροι του µέσου και τέσσερεις χαµηλότεροι του µέσου. 

10. Μία αυτόµατη µηχανή κατασκευάζει βίδες των οποίων το µήκος σε 
χιλιοστόµετρα ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 40 και τυπική 
απόκλιση 1. Αν το µήκος µιας βίδας είναι εκτός του διαστήµατος ] , η βίδα 
θεωρείται ελαττωµατική. Να υπολογισθούν (α) το ποσοστό των ελαττωµατικών 
βίδων που παράγει η µηχανή, (β) η πιθανότητα όπως σε µια τυχαία επιλογή 5 βίδων 
µια το πολύ είναι ελαττωµατική και (γ) η πιθανότητα όπως σε µια τυχαία επιλογή 100 
βίδων 20 το πολύ είναι ελαττωµατικές. 

40 ,39[

11. Έστω ότι η αντοχή Χ ενός υφάσµατος (χιλιόγραµµα δύναµης) ακολουθεί την 
κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 50 και διασπορά 4. Ένα τόπι 25 µέτρων του 
υφάσµατος µε  αποφέρει κέρδος 25 ευρώ. Αν 47>X 47≤X  το ύφασµα πωλείται 
ως δεύτερης διαλογής και αποφέρει κέρδος 15 ευρώ. Να υπολογισθεί το αναµε-
νόµενο κέρδος ανά τόπι. 

12. (α) Αν X είναι µια κανονική τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή µ και διασπορά 
 και c ένας πραγµατικός αριθµός τέτοιος ώστε 2σ

)(2)( cXPcXP ≤=> , 
να δειχθεί ότι 

µσc =+ 43,0  
(β) Αν οι τιµές του σιδήρου στο αίµα των ανδρών ενός πληθυσµού ακολουθούν την 
κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 110 mg/dl και διασπορά 25 mg/dl να βρεθεί η τιµή 
c του σιδήρου για την οποία το ποσοστό ανδρών που την υπερβαίνει είναι διπλάσιο 
του ποσοστού που δεν την υπερβαίνει. 

13. (α) Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως σε 40 ρίψεις ενός συνήθους 
νοµίσµατος εµφανιστούν 20 κεφαλές χρησιµοποιώντας κανονική προσέγγιση µε 
διόρθωση συνέχειας. (β) Ποιά είναι η ακριβής τιµή της πιθανότητας αυτής; 

14. Σε µια δίκη που αφορούσε την πατρότητα ενός παιδιού ο κατηγορούµενος 
µπόρεσε να αποδείξει ότι βρισκόταν εκτός της χώρας για το χρονικό διάστηµα που 
άρχιζε 295 µέρες πριν τη γέννηση του παιδιού και τελείωνε 240 ηµέρες πριν τη 
γέννηση. Αν υποθέσουµε ότι η διάρκεια κύησης ακολουθεί κανονική κατανοµή µε 
µέση τιµή 9 µήνες και τυπική απόκλιση 10 ηµέρες, ποιά είναι η πιθανότητα ο 
κατηγορούµενος να είναι πράγµατι ο πατέρας του παιδιού; 

15. Η τιµή Χ της χοληστερόλης στο αίµα των ατόµων ενός συγκεκριµένου 
πληθυσµού ακολουθεί κατά προσέγγιση την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 250 
και τυπική απόκλιση 50. (α) Να υπολογισθεί το ποσοστό των ατόµων του πληθυσµού 
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των οποίων η τιµή χοληστερίνης είναι µεταξύ 200 και 260. (β) Να βρεθεί η τιµή της 
χοληστερόλης c τέτοια ώστε στο 10% των ατόµων του πληθυσµού η χοληστερόλη 
υπερβαίνει το c. 

16. Έστω ότι ένα δείγµα ν ατόµων εκλέγεται τυχαία από ένα πληθυσµό για την 
εκτίµηση του ποσοστού p των καπνιστών. (α) Να υπολογισθεί το ν ώστε το ποσοστό 
των καπνιστών στο δείγµα να διαφέρει από το πραγµατικό ποσοστό p κατ’ απόλυτη 
τιµή λιγότερο του 0,05 µε πιθανότητα τουλάχιστον 0,99. (β) Αν είναι γνωστό ότι το 
πραγµατικό ποσοστό των καπνιστών είναι 3,0≤p , ποιό πρέπει να είναι το µέγεθος ν 
του δείγµατος; 

17. Έστω ότι η απόκλιση Χ της βολής ενός σκοπευτή από το κέντρο στόχου είναι 
µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 

)1(2)( xxf −= , 0 1≤≤ x . 

Ο σκοπευτής κερδίζει το στοίχηµα αν η απόκλιση της βολής από το κέντρο του 
στόχου δεν είναι µεγαλύτερη από το  Να υπολογισθεί ο αριθµός ν των βολών 
που απαιτούνται έτσι ώστε η πιθανότητα να κερδίσει ο σκοπευτής το στοίχηµα να 
είναι τουλάχιστο 0,98. 

.2/1



 
 
KΕΦΑΛΑΙΟ 5 
 
 
ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ  
∆Ι∆ΙΑΣΤΑΤΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 
 
 
 
 
1. ∆Ι∆ΙΑΣΤΑΤΗ ΤΥΧΑΙΑ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 
 
 Η µελέτη της πιθανοθεωρητικής συµπεριφοράς ενός ποσοτικού ή ποιοτικού χαρα-
κτηριστικού των δειγµατικών σηµείων διευκολύνεται µε την αντιστοίχηση σε κάθε 
δειγµατικό σηµείο ενός πραγµατικού αριθµού. Όπως έχει ήδη λεπτοµερώς εκτεθεί 
στο Κεφάλαιο 2 η αντιστοίχηση αυτή γίνεται από µία συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το 
δειγµατικό χώρο και πεδίο τιµών ένα υποσύνολο των πραγµατικών αριθµών, η οποία 
καλείται τυχαία µεταβλητή. Ενδιαφέρον τόσο από θεωρητική άποψη, όσο και από 
άποψη εφαρµογών παρουσιάζει και η από κοινού µελέτη δύο χαρακτηριστικών των 
δειγµατικών σηµείων. Στην περίπτωση αυτή µπορούµε να αντιστοιχήσουµε σε κάθε 
δειγµατικό σηµείο ένα ζεύγος πραγµατικών αριθµών. Η αντιστοίχηση αυτή γίνεται 
από ένα ζεύγος πραγµατικών συναρτήσεων µε (κοινό) πεδίο ορισµού το δειγµατικό 
χώρο. Σχετικά θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.1. Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος ενός στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος. 
Ένα ζεύγος πραγµατικών συναρτήσεων  που ορίζεται στο δειγµατικό χώρο Ω 
καλείται διδιάστατη τυχαία µεταβλητή. Το ζεύγος των συναρτήσεων αυτών αντιστοιχεί 
σε κάθε δειγµατικό σηµείο 

),( YX

Ωω∈  ένα ζεύγος πραγµατικών αριθµών ε 
 και . 

),( yx  µ
)(ωXx = )(ωYy =

 Σηµειώνουµε ότι αν )  είναι µία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή τότε τόσο η Χ 
όσο και η Υ είναι (µονοδιάστατες) τυχαίες µεταβλητές και αντίστροφα. 

,( ΥΧ

Ορισµός 1.2. Η συνάρτηση 
xωΧΩωPyYxXPyxF ≤∈=≤≤= )(:({),(),( , Y }))( yω ≤ ,           (1.1) 

για ∞<<∞− x , ∞<<∞− y
)

, καλείται συνάρτηση κατανοµής της διδιάστατης τυχαίας 
µεταβλητής  ή από κοινού συνάρτηση κατανοµής των τυχαίων µεταβλητών Χ και 
Υ. 

,( YX

 Στις περιπτώσεις που υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης η συνάρτηση κατανοµής της δι-
διάστατης τυχαίας µεταβλητής )  συµβολίζεται µε  και η τιµή της στο 

 µε . 
,( YX YXF ,

),( yx ),(, yxF YX

 Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση κατανοµής ως πιθανότητα λαµβάνει τιµές στο διά-
στηµα ][ , δηλαδή 1,0

1),(0 ≤≤ yxF , ∞<<∞− x , ∞<<∞− y .                           (1.2) 

Επίσης 
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0)(),(lim),( =∅=≡−∞
∞−→

PyxFyF
x

, 0)(),(lim),( =∅=≡∞−
∞−→

PyxFxF
y

, 

1)(),(lim),( ==≡∞−+∞
∞+→
∞+→

ΩPyxFF
y
x

. 

και 

)()(),(lim),( xFxΧPyxFxF Xy
=≤=≡∞+

∞+→
, ∞<<∞− x ,             (1.3) 

)()(),(lim),( yFxYPyxFyF Yx
=≤=≡∞+

∞+→
, ∞<<∞− y .             (1.4) 

Η συνάρτηση κατανοµής )()( xXPxFX ≤= , ∞<<∞− x  της τυχαίας µεταβλητής X 
θεωρούµενη στο πλαίσιο της διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής )  καλείται, ιδιαι-
τέρως, περιθώρια συνάρτηση κατανοµής της Χ. Οµοίως η συνάρτηση κατανοµής 

,  της τυχαίας µεταβλητής Υ καλείται περιθώρια συ-
νάρτηση κατανοµής της Υ. 

,( YX

)()( yYPyFY ≤= ∞<y<∞−

Παράδειγµα 1.1. Ας θεωρήσουµε δύο διαδοχικές εκποµπές σηµάτων από έναν ποµπό 
ο οποίος εκπέµπει υπό την ίδια αναλογία τα σήµατα 0, 1 και 2. Ο δειγµατικός χώρος 
του στοχαστικού αυτού πειράµατος είναι το σύνολο 

)}2,2( ),1,2( ),0,2( ),2,1( ),1,1(  ),0,1( ),2,0( ),1,0( ),0,0{(=Ω , 

των 3  διατάξεων των τριών σηµάτων }{  ανά δύο µε επανάληψη, όπου στο 
διατεταγµένο ζεύγος )  το  είναι το πρώτο και j είναι το δεύτερο εκπεµπόµενο 
σήµα. Σηµειώνουµε ότι τα 9 δειγµατικά σηµεία είναι ισοπίθανα. Έστω Χ ο αριθµός 
των εκπεµποµένων σηµάτων 1 και Υ ο αριθµός των εκπεµποµένων σηµάτων 2 στις 
δύο εκποµπές. Να υπολογισθούν η από κοινού συνάρτηση κατανοµής , 

92 =

∞<<

2,1,0
,( ji i

),( yxF
∞− x ,  και οι περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής , ∞<y<∞− )(xFX

∞<<∞− x  και , )y(FY ∞<<∞− y  των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ. 

 Η από κοινού συνάρτηση κατανοµής των Χ και Υ υπολογίζεται σύµφωνα µε τον 
Ορισµό 1.1 ως εξής. Παρατηρούµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ δύνανται να 
πάρουν τις τιµές  και 22,1 ,0=x ,1,0=y  και έτσι διακρίνουµε τις ακόλουθες περι-
πτώσεις: 

(α) xΧ(ω)Ωω ≤∈ :{ , ∅=≤ })( yωY ,  

για , 0<<∞− x ∞<<∞− y , ή ∞<<∞− x , 0<<∞− y , 

(β) xωΧΩω ≤∈ )(:{ , )}0,0{(})( =≤ yωY , 

για , , 10 <≤ x 10 <≤ y

(γ) xωΧΩω ≤∈ )(:{ , )}0,2(),2,0(),0,0{(})( =≤ yωY , 

για , 1 , 10 <≤ x 2<≤ y

(δ) xωΧΩω ≤∈ )(:{ , )}2,2(),0,2(),2,0(),0,0{(})( =≤ yωY , 

για ,  10 <≤ x ∞<≤ y2 ,

(ε) xωΧΩω ≤∈ )(:{ , )}0,1(),1,0(),0,0{(})( =≤ yωY , 

για 1 , , 2<≤ x 10 <≤ y
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(στ) xωΧΩω ≤∈ )(:{ , )}1,2(),0,2(),2,1(),0,1(),2,0(),1,0(),0,0{(})( =≤ yωY , 

για 1 , 1 , 2<≤ x 2<≤ y

(ζ) xωΧΩω ≤∈ )(:{ , )}2,2(),1,2(),0,2(),2,1(),0,1(),2,0(),1,0(),0,0{(})( =≤ yωY , 

για 1 ,  2<≤ x ∞<≤ y2 ,

(η) xωΧΩω ≤∈ )(:{ , )}1,1( ),0,1(),1,0(),0,0{(})( =≤ yY ω , 

για , , ∞<≤ x2 10 <≤ y

(θ) xωΧΩω ≤∈ )(:{ , )}1,2(),0,2(),2,1(),1,1(),0,1(),2,0(),1,0(),0,0{(})( =≤ yωY , 

για , 1 , και ∞<≤ x2 2<≤ y

(ι) { , YxωΧΩω ≤∈ )(: Ωyω =≤ })( , 

για ,  ∞<≤ x2 ∞<≤ y2 .

Εποµένως 























∞<≤∞<≤
<≤∞<≤
<≤∞<≤
∞<≤<≤

<≤<≤
<≤<≤
∞<≤<≤
∞<≤<≤

<≤<≤
<<∞−∞<<∞−
∞<<∞−<<∞−

=

.2,2,1
,21,2,9/8
,10,2,9/4
,2,21,9/8

,2121,9/7
,10,21,9/3
,2,10,9/4
,1,10,9/3

,10,10,9/1
,0,ή
,,0,0

),(

yx
yx
yx
yx
yx
yx
yx
yx
yx
yx
yx

yxF  

Οι περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ, οι οποίες 
σύµφωνα µε τις (1.3) και (1.4), δύνανται να προκύψουν από την από κοινού συνάρ-
τηση κατανοµής δίδονται από τις 











<≤
<≤
<≤
<<∞−

=

.2,1
,21,9/8
,10,9/4

,0,0

)(

yx
x
x
x

xFX       











∞<≤
<≤
<≤
<<∞−

=

.2,1
,21,9/8
,10,9/4

,0,0

)(

y
y
y
y

yFY

 
2. ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ∆Ι∆ΙΑΣΤΑΤΕΣ ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 
 
Ορισµός 2.1. Μία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή  καλείται διακριτή ή απαριθµη-
τή αν παίρνει µε πιθανότητα 1 πεπερασµένο ή αριθµησίµως άπειρο σύνολο τιµών 

. Η συνάρτηση f η οποία σε κάθε ση-
µείο ( , i , , εκχωρεί την πιθανότητά του 

),( YX

...}),,(...,),,(),,(),,{( 011000, jiYX yxyxyxyxR =

), ji yx ...,1,0= ...,1,0=j

}))( ,)(:({) ,(),( jijiji yωYxωΧΩωPyYxXPyxf ==∈==== ,       (2.1) 
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...,1,0=i , , καλείται συνάρτηση πιθανότητας της διδιάστατης τυχαίας µετα-
βλητής (  ή από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ. 

...,1,0=j
),YX

Στις περιπτώσεις που υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης η συνάρτηση πιθανότητας της 
διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής )  συµβολίζεται µε  και η τιµή της στο 

 µε ) . Σηµειώνουµε ότι, χρησιµοποιώντας την παράσταση 
,( YX YXf ,

),( ji yx ,(, jiYX yxf
LL ++++= {(,YXR )})},0 jyx ,{( i yx,{()} 100 yx , η συνθήκη  δύνα-

ται να γραφεί στη µορφή 
]), ,YXRYX ∈[(P

∑∑
∞

=

∞

=

====∈
0 0

, 1),(]),[(
j i

jiYX yYxXPRYXP . 

Επίσης η συνάρτηση πιθανότητας (2.1), όπως προκύπτει άµεσα από τον ορισµό της, 
είναι µη αρνητική: 

0),( ≥ji yxf , i , ...,1,0= ...,1,0=j , 0),( =yxf , ( YXRyx ,), ∉             (2.2) 
και 

∑∑
∞

=

∞

=

=
0 0

1),(
j i

ji yxf .                                              (2.3) 

 Η συνάρτηση πιθανότητας ),(),( yYxXPyxf iji === , ...,1,0=i , , 
µιας διακριτής διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής συνδέεται µε τη συνάρτηση κατανο-
µής αυτής 

...,1,0=j

)y,(),( YxXPyxF ≤≤= , ∞<<∞− x , ∞<<∞− y
L

. Συγκε-κριµένα στη 
µερική περίπτωση που << 2x L< 10 xx  και <<< 210 yyy , ισχύουν οι σχέσεις 







=<≤<≤

<<∞−∞<<∞−∞<<∞−<<∞−
=

++
= =
∑ ∑ ...,1,0,,,),,(

,ή ,,0
),(

11
0 0

00

sryyxxxyxf

yyxyxx
yxF

ssrr

s

j

r

i
ji

     (2.4) 

και 

),(),(),(),(),( 1111 −−−− +−−= jijijijiji yxFyxFyxFyxFyxf ,           (2.5) 

για , , µε ...,1,0=i ...,1,0=j −∞=−1x , −∞=−1y . Γενικότερα ισχύει η σχέση 

∑ ∑
≤ ≤

=
yy xx

ji
j i

yxfyxF ),( ),( , ∞<<∞− x , ∞<<∞− y , 

όπου η άθροιση εκτείνεται σε όλα τα  τα οποία είναι µικρότερα ή ίσα του x και σε 
όλα τα  τα οποία είναι µικρότερα ή ίσα του y. 

ix

jy

Ορισµός 2.2. Μια διδιάστατη τυχαία µεταβλητή  καλείται συνεχής αν υπάρχει 
µη αρνητική συνάρτηση, 

),( YX

0),( ≥yxf , ∞<<∞− x , ∞<<∞− y                               (2.6) 

µε 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

= 1),( dxdyyxf                                            (2.7) 

τέτοια ώστε για κάθε πραγµατικούς αριθµούς α  και δ µε γβ,, βα <  και , δγ <
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∫ ∫=≤<≤<
δ

γ

β

α

dxdyyxfδΥγβ,ΧαP ),( )( .                         (2.8) 

Η συνάρτηση  ),( yxf , ∞<<∞− x , ∞<<∞− y
)YX

 καλείται συνάρτηση πυκνότητας της 
διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής  ή από κοινού συνάρτηση πυκνότητας των τυ-
χαίων µεταβλητών Χ και Υ.  

,(

Στις περιπτώσεις που υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης η συνάρτηση πυκνότητας της 
τυχαίας µεταβλητής )  συµβολίζεται µε  και η τιµή της στο  µε 

. Σηµειώνουµε ότι η (2.8) είναι ισοδύναµη µε την 
,( YX

y

YXf , ),( yx
),(, yxf YX

∫ ∫
∞− ∞−

=
x

dtduutfyxF ),( ),( , ∞<<∞− x , ∞<<∞− y .               (2.9) 

Αν η συνάρτηση )  είναι συνεχής στο σηµείο )  τότε παραγωγίζοντας τη 
σχέση αυτή παίρνουµε  

,( yxf ,( yx

),(),(2

yxf
xy

yxF
=

∂∂
∂ .                                           (2.10) 

Οι σχέσεις (2.9) και (2.10) είναι οι αντίστοιχες των (2.4) και (2.5) για συνεχείς τυχαί-
ες µεταβλητές. Σύµφωνα µε τον ορισµό της µερικής παραγώγου και χρησιµοποιώντας 
την (2.10) συνάγουµε την προσεγγιστική σχέση 

2121 ),(),( hhyxfhyYyhxXxP ≅+≤<+≤<  

για µικρά , . 01 >h 02 >h

 Ας επανέλθουµε στην περίπτωση µιας διακριτής διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής 
 µε συνάρτηση πιθανότητας ),( YX

),(),( jiji yYxXPyxf === , ...,1,0=i , ...,1,0=j  

και ας θεωρήσουµε τη συνάρτηση 

∑
∞

=

=
0

),()(
j

jiiX yxfxf , ,...1,0=i .                                 (2.11) 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση 

∑
∞

=

====
0

),()(
j

jii yYxXPxXP , ...,1,0=i  

συµπεραίνουµε ότι η συνάρτηση αυτή είναι η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας 
µεταβλητής Χ, 

)()( iiX xXPxf == , ,...1,0=i , 

η οποία θεωρούµενη στο πλαίσιο της διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής )  καλεί-
ται, ιδιαιτέρως, περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας της Χ. Ανάλογα προκύπτει και η 
περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας )

,( YX

()( jiY yYPyf == , ...,1,0=j  της τυχαίας µε-
ταβλητής Υ: 

∑
∞

=

=
0

),()(
i

jijY yxfyf , ...,1,0=j .                                (2.12) 
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 Ο χαρακτηρισµός των συναρτήσεων πιθανότητας  και )  ως περι-
θωρίων, θεωρουµένων στο πλαίσιο της συνάρτησης πιθανότητας  της δι-
διάστατης τυχαίας µεταβλητής ) , δικαιολογείται από τη σχηµατική παρουσία 
τούτων στον Πίνακα 2.1. Σηµειώνουµε ότι στον πίνακα αυτό τα στοιχεία της τελευ-
ταίας στήλης και τα στοιχεία της τελευταίας γραµµής προκύπτουν σύµφωνα µε τις 
(2.11) και (2.12) µε άθροιση των στοιχείων των αντιστοίχων γραµµών ή στηλών. 

)
)

( iX xf ( jY yf
,( ji yxf

,( YX

),( yxf  

      Υ 
   Χ 

0y  1y  L  
jy  L  )(xf X  

0x  ) ,( 10 yxf,( 00 yxf  ) L  ),( 0 jyxf  L  )( 0xf X  

ix  ) ),( 11 yxf,( 01 yxf   L  ),( 1 jyxf  L  )( 1xf X  

M  M  M  L   L  M  

ix  ) ,( 1yxf i,( 0yxf i  ) L  ),( ji yxf  L  )( iX xf  

M  M  L  L   L   

)(yfY  )( 0yfY  )( 1yfY  L  )( jY yf  L  1 

Πίνακας 2.1. Η από κοινού και οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας. 

 Στην περίπτωση µιας συνεχούς διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής )  µε συνάρ-
τηση πυκνότητας , 

,( YX
,  οι περιθώριες συναρτήσεις πυ-

κνότητας των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ δίδονται από τις σχέσεις 
),( yxf ∞<<∞− x ∞<<∞− y

∫
∞

∞−

= dyyxfxf X ),()( , ∞<<∞− x                               (2.13) 

και 

∫
∞

∞−

= dxyxfyfY ),()( , ∞<<∞− y .                              (2.14) 

Παράδειγµα 2.1. Ας θεωρήσουµε τις τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ του Παραδείγµατος 
1.1. Η από κοινού και οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας του Χ και Υ, οι οποίες 
υπολογίζονται σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.1 και τις σχέσεις (2.11) και (2.12), δίδονται 
στον Πίνακα 2.2. 

),( yxf  

           Υ 
Χ 

0 1 2 )(xf X  

0 1/9 2/9 1/9 4/9 

1 2/9 2/9 0 4/9 

2 1/9 0 0 1/9 

)(yfY  4/9 4/9 1/9 1 

Πίνακας 2.2. Η από κοινού και οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας. 
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Παράδειγµα 2.2. Ας θεωρήσουµε µία διδιάσταστη τυχαία µεταβλητή )  η οποία 
κατανέµεται οµοιόµορφα στο τετράγωνο 

,( YX
10 ≤≤ x , 10 ≤≤ y . Να προσδιορισθούν οι 

από κοινού συναρτήσεις κατανοµής και πυκνότητας και οι περιθώριες συναρτήσεις 
πυκνότητας των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ. 
 Η υπόθεση της οµοιόµορφης κατανοµής της πιθανότητας συνεπάγεται ότι 

))((),( 12122121 yyxxCyYyxXxP −−⋅=≤<≤<  

όπου 10 21 ≤<≤ xx , 10 21 ≤<≤ yy  και C είναι η σταθερή αναλογίας. Θέτοντας 
, , 0 12 =x 11 =x 0=y ,  στη σχέση αυτή παίρνουµε 12 =y

CYXP =≤<≤< )10,10(  

και επειδή , 01 1)10( ≤< XP =≤< Y  συµπεραίνουµε ότι 1=C . Εποµένως η συνάρ-
τηση κατανοµής xXPyxF ≤= ()( ,,  )yY ≤ , ∞<<∞− x , ∞<<∞− y  της διδιά-
στατης τυχαίας µεταβλητής )  δίδεται από την ,( YX
















∞<≤∞<≤
<≤∞<≤
∞<≤<≤

<≤<≤
<<∞−∞<<∞−
∞<<∞−<<∞−

=

.1     ,1           ,1
,10     ,1          ,
,1      ,10          ,

,10      ,10        ,
,0  ,   ή    
,  ,0      ,0

),(

yx
yxy
yxx
yxxy
yx

yx

yxF  

Παραγωγίζοντας αυτή συνάγουµε τη συνάρτηση πυκνότητας της : ),( YX



 ≤≤≤≤

=
άδιαφορετικ,0

10,10,1
),(

yx
yxf  

Οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας των Χ και Υ, σύµφωνα µε τις (2.13) και 
(2.14), δίδονται από τις 

∫ ==
1

0

1)( dxxf X , 10 ≤≤ x  

και 

∫ ==
1

0

1)( dyyfY , 10 ≤≤ y . 

 
3. ∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 
 
 Χρήσιµη στην πιθανοθεωρητική µελέτη µιας διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής εί-
ναι η κατανοµή της µιας τυχαίας µεταβλητής για δεδοµένη τιµή της άλλης τυχαίας 
µεταβλητής. Η εισαγωγή της κατανοµής αυτής στη γενική περίπτωση είναι αρκετά 
δύσκολη. Για το λόγο αυτό εισάγουµε αυτές ξεχωριστά για διακριτές και συνεχείς 
τυχαίες µεταβλητές. 
 Ας θεωρήσουµε µία διακριτή διδιάστατη τυχαία µεταβλητή )  και έστω ,( YX

),(),(, jijiYX yYxXPyxf === , ...,1,0=i , ...,1,0=j  
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η συνάρτηση πιθανότητας αυτής και 

)()( jjY yYPyf == , ...,1,0=j  

η περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας της Υ. Η συνάρτηση 

)(
),(

)|( ,
|

jY

jiYX
jiYX yf

yxf
yxf = , ...,1,0=i                               (3.1) 

θεωρούµενη ως συνάρτηση του , µε  δεδοµένη τιµή της τυχαίας µεταβλητής Υ 
για την οποία 0 , είναι µία συνάρτηση πιθανότητας. Συγκεκριµένα, σύµφω-
να µε τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας, 

ix jy
)( >jY yf

)(
),(

)|(
j

ji
ji yYP

yYxXP
yYxXP

=

==
=== , ...,1,0=i  

συµπεραίνουµε ότι 

)|()|(| jijiYX yYxXPyxf === , ...,1,0=i .                         (3.2) 

Η ανάλυση αυτή οδηγεί στον επόµενο ορισµό. 

Ορισµός 3.1. Έστω  µία διακριτή διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε  
  συνάρτηση πιθανότητας και  

),( YX
...

),(, jiYX yxf ,
...,1,0=i , ,1,0=j )( jY yf , ...,1,0=j

jy

 περιθώρια συ-
νάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής Υ. Η συνάρτηση πιθανότητας (3.1) καλεί-
ται δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας της Χ δεδοµένης της Y = . 

Ανάλογα ορίζεται η δεσµευµένη κατανοµή της Υ δεδοµένης της . ixX =

 Ας θεωρήσουµε τώρα µία συνεχή διδιάστατη τυχαία µεταβλητή )  και έστω 
, 

,( YX
),(, yxf YX ∞<<∞− x , ∞<<∞− y  η συνάρτηση πυκνότητας αυτής και , 

 η περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας της Υ. Η συνάρτηση 
)(yfY

∞<<∞− y

)(
),(

)|( ,
| yf

yxf
yxf

Y

YX
YX = , ∞<<∞− x                                (3.3) 

θεωρούµενη ως συνάρτηση του x, µε δεδοµένο y για το οποίο , είναι µία 
συνάρτηση πυκνότητας. Επίσης κατά προσέγγιση έχουµε για µικρά ,  

0)( >yfY

01 >h 02 >h

1|21 )|()|( hyxfhyYyhxXxP YX≅+≤<+≤< .                      (3.4) 

Μετά την ανάλυση αυτή θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 3.2. Έστω  µία συνεχής διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε , ),( YX ),(, yxf YX

∞<<∞− x , ∞<<∞− y  συνάρτηση πυκνότητας και , )(yfY ∞<<∞ y

y

 περιθώρια 
συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής Υ. Η συνάρτηση πυκνότητας (3.3) κα-
λείται δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας της Χ δεδοµένης της Y = . 

 Ανάλογα ορίζεται η δεσµευµένη κατανοµή της Υ δεδοµένης της . xX =

Παράδειγµα 3.1. Έστω )  µία διακριτή διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνάρ-
τηση πιθανότητας 

,( YX
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21
),(,

yxyxf YX
+

= , 2,1=x , 3,2,1=y . 

Να υπολογισθούν οι δεσµευµένες συναρτήσεις πιθανότητας της Χ δεδοµένης της 
 και της Υ δεδοµένης της yY = xX = . 

 Οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των Χ και Υ είναι 

∑
=

+
=

+
=

3

1 21
63

21
)(

y
X

xyxxf , 2,1=x , 

∑
=

+
=

+
=

2

1 21
32

21
)(

x
Y

yyxyf , 3,2,1=y , 

και εποµένως οι ζητούµενες δεσµευµένες συναρτήσεις πιθανότητας δίδονται, σύµφω-
να µε την (3.1), από τις 

32
)|(| +

+
=

y
yxyxf YX , 2,1=x , 

62
)|(| +

+
=

x
yxxyf XY , 3,2,1=y . 

Παράδειγµα 3.2. Έστω )  µια συνεχής διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνάρ-
τηση πυκνότητας 

,( YX

xyyxf YX 8),(, = , 0 1≤≤≤ yx . 

Να υπολογισθούν οι δεσµευµένες συναρτήσεις πυκνότητας της Χ δεδοµένης της 
 και της Υ δεδοµένης της yY = xX = . 

 Οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας των Χ και Υ είναι 

∫ ∫
∞

∞−

−===
1

2 )1(48),()(
x

X xxydyxdyyxfxf , 10 ≤≤ x , 

∫ ∫
∞

∞−

===
y

Y yxdxydxyxfyf
0

348),()( , 0 1≤≤ y . 

Εποµένως, σύµφωνα µε την (3.3), η δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας της Χ δεδο-
µένης της Y  δίδεται από την y=

2|
2)|(
y
xyxf YX = , yx ≤<0 . 

Και τον ίδιο τρόπο 

2| 1
2)|(

x
yxyf XY −

= , 1≤≤ yx . 

 
4. ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 
 
 Η έννοια της στοχαστικής ανεξαρτησίας τυχαίων µεταβλητών εισάγεται µέσω της 
από κοινού συνάρτησης κατανοµής και των περιθωρίων συναρτήσεων κατανοµής 
των τυχαίων µεταβλητών. Σχετικά θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό. 
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Ορισµός 4.1. Οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ καλούνται στοχαστικά ανεξάρτητες ή α-
πλώς ανεξάρτητες αν και µόνο αν για κάθε πραγµατικούς αριθµούς x και y ισχύει η 
σχέση 

)()(),(, yFxFyxF YXYX = .                                        (4.1) 

 Στο επόµενο θεώρηµα δίδεται κριτήριο της ανεξαρτησίας δύο τυχαίων µεταβλη-
τών βασισµένο στην από κοινού και στις περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας ή πυ-
κνότητας. Το θεώρηµα αυτό δύναται εύκολα να αποδειχθεί µε τη χρησιµοποίηση των 
σχέσεων (2.4), (2.5), (2.9) και (2.10) του κεφαλαίου αυτού και των σχέσεων (2.4), 
(2.5), (2.9) και (2.10) του Κεφαλαίου 2 οι οποίες συνδέουν τις συναρτήσεις κατανο-
µής και τις συναρτήσεις πιθανότητας ή πυκνότητας. 

Θεώρηµα 4.1. (α) Αν οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ είναι διακριτές µε από κοινού συ-
νάρτηση πιθανότητας , ),(, jiYX yxf ...,1,0=i , ...,1,0=j

...,1,0
 και περιθώριες συναρτήσεις 

πιθανότητας  και  )( iX xf , ...,1,0=i  )( jY yf , =j  τότε είναι ανεξάρτητες αν και 
µόνο αν 

)()(),(, jiXjiYX yfxfyxf = , ...,1,0=i , ...,1,0=j                      (4.2) 

(β) Αν οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ είναι συνεχείς µε από κοινού συνάρτηση πυ-
κνότητας , ),(, yxf YX ∞<<∞− x , ∞<<∞− y  και περιθώριες συναρτήσεις πυκνότη-
τας , ) <∞−(xf X ∞<x , και , )(fY y ∞<<∞− y , τότε είναι ανεξάρτητες αν και µόνο 
αν 

)()(),(, yfxfyxf YXYX = , ∞<<∞− x , ∞<<∞− y .                   (4.3) 

Παρατήρηση 4.1. ∆εσµευµένες κατανοµές και στοχαστική ανεξαρτησία τυχαίων µετα-
βλητών. Έστω Χ και Υ διακριτές τυχαίες µεταβλητές µε συναρτήσεις πιθανότητας 

,  και , )( iY xf ...,1,0=i ) ...,1,0( jY yf =j
(|XY yf

. Τότε οι δεσµευµένες συναρτήσεις πιθανό-
τητας ) , , και , |(| jiYX yxf ...,1,0=i ) ...,1,0| ij x =j , είναι 

)(
)(

),(
)|( |

| iX
jY

jiYX
jiYX xf

yf
yxf

yxf == , ...,1,0=i  

για κάθε  µε , jy 0)( >jY yf

)(
)(

),(
)|( |

| jY
iX

jiYX
ijXY yf

xf
yxf

xyf == , ...,1,0=j  

για κάθε  µε 0 , ανεξάρτητες της τιµής της δεσµεύουσας τυχαίας µετα-
βλητής αν και µόνο αν οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ είναι στοχαστικά ανεξάρτητες. 
Αυτό σηµαίνει ότι καµία τιµή της δεσµεύουσας τυχαίας µεταβλητής δεν δίνει οποια-
δήποτε πληροφορία για την κατανοµή της άλλης τυχαίας µεταβλητής. Ανάλογη πα-
ρατήρηση ισχύει και στην περίπτωση που οι Χ και Υ είναι συνεχείς τυχαίες µεταβλη-
τές. 

ix )( >iX xf

 Σχετικά µε την ανεξαρτησία συναρτήσεων τυχαίων µεταβλητών σηµειώνουµε ότι 
αν οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ είναι ανεξάρτητες τότε και οι τυχαίες µεταβλητές 

 και )W)(XgZ = (Yh=  είναι ανεξάρτητες. 

Παράδειγµα 4.1. Ας θεωρήσουµε µία κληρωτίδα που περιέχει 5 αριθµηµένα σφαιρί-
δια }{  από τα οποία το }{  είναι άσπρο τα }  είναι µαύρα και τα {  5,4,3,2,1 1 3,2{ }5,4
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είναι κόκκινα. Έστω ότι εξάγονται δύο σφαιρίδια (α) χωρίς επανάθεση και (β) µε ε-
πανάθεση. Αν Χ είναι ο αριθµός των εξαγοµένων άσπρων σφαιριδίων και Υ ο αριθµός 
των εξαγοµένων µαύρων σφαιριδίων, να υπολογισθούν η από κοινού και οι περιθώ-
ριες συναρτήσεις πιθανότητες των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ και να εξετασθεί κα-
τά πόσο αυτές είναι ανεξάρτητες. 
 (α) Ο δειγµατικός χώρος στην περίπτωση που η εξαγωγή των σφαιριδίων γίνεται 
χωρίς επανάθεση είναι το σύνολο 

),2,3(),1,3(),5,2(),4,2(),3,2(),1,2(),5,1(),4,1(),3,1(),2,1{(=Ω  

        )}4,5(),3,5(),2,5(),1,5(),5,4(),3,4(),2,4(),1,4(),5,3(),4,3( ,

των 20 µεταθέσεων των 5 ανά 2. Τα 20 αυτά δειγµατικά σηµεία είναι ισοπίθανα. Η 
από κοινού συνάρτηση πιθανότητας )  και οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανό-
τητας  και  υπολογίζονται σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.1 και τις (2.11) και 
(2.12) και δίδονται στον Πίνακα 2.3. 

,( yxf
)(xf X )(yfY

),( yxf  

      Υ 

Χ 

0 1 2 )(xf X  

0 1/10 4/10 1/10 3/5 

1 2/10 2/10 0 2/5 

)(yfY  3/10 6/10 1/10 1 

Πίνακας 2.3. 

Παρατηρούµε ότι , )()(),( yfyfyxf YX≠ 1,0=x , 2,1,0=y  και εποµένως οι τυχαίες 
µεταβλητές Χ και Υ δεν είναι ανεξάρτητες. 
 (β) Ο δειγµατικός χώρος στην περίπτωση που η εξαγωγή των σφαιριδίων γίνεται 
µε επανάθεση ο δειγµατικός χώρος είναι το σύνολο 

),3,3(),2,3(),1,3(),5,2(),4,2(),3,2(),2,2(),1,2(),5,1(),4,1(),3,1(),2,1(),1,1{(=Ω  

               )}5,5(),4,5(),3,5(),2,5(),1,5(),5,4(),4,4(),3,4(),2,4(),1,4(),5,3(),4,3( ,

των 25 µεταθέσεων των 5 ανά 2 µε επανάληψη. Τα 25 αυτά δειγµατικά σηµεία είναι 
ισοπίθανα. Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας )  και οι περιθώριες συναρ-
τήσεις πιθανότητας  και  υπολογίζονται σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.1 και 
τις (2.11) και (2.12) και δίδονται στον Πίνακα 2.4 

,( yxf
)(xf X )(yfY

),( yxf  
      Υ 

Χ 
0 1 2 )(xf X  

0 4/25 8/25 4/25 16/25 

1 4/25 4/25 0 8/25 

2 1/25 0 0 1/25 

)(yfY  9/25 12/25 4/25 1 

Πίνακας 2.4 
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Παρατηρούµε ότι , )()(),( yfxfyxf YX≠ ,2,1,0=x  2,1,0=y  και εποµένως οι τυ-
χαίες µεταβλητές Χ και Υ δεν είναι ανεξάρτητες. 

Παράδειγµα 4.2. Για τη µελέτη της ηχητικής µιας αίθουσας διδασκαλίας µετράται η 
πυκνότητα του ήχου σε διάφορα σηµεία αυτής. Έστω ότι η πυκνότητα του ήχου στο 
σηµείου )  είναι συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας ,( YX

2/)(
,

22

),( yx
YX xyeyxf +−= , ∞<< x0 , ∞<< y0 . 

H περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας της Χ είναι η 

∫ ∫
∞

∞−

∞
−−− ===

0

2/2/2/
,

222

),()( xyx
YXX xedyyexedyyxfxf , ∞<< x0 . 

Οµοίως 
2/2

)( y
Y yeyf −= , ∞<< y0 . 

Εποµένως 

)()(),(, yfxfyxf YXYX = , ∞<< x0 , ∞<< y0  

και οι Χ και Υ είναι ανεξάρτητες. 
 
5. ΣΥΝ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ 
 
 Η έννοια της ροπής (της κατανοµής πιθανότητας) µιας (µονοδιάστατης) τυχαίας 
µεταβλητής, που ως γνωστό αποτελεί το πιθανοθεωρητικό ανάλογο της ροπής της 
(µονοδιάστατης) κατανοµής µάζας στη µηχανική, δύναται να επεκταθεί και στην πε-
ρίπτωση µιας διδιάστασης τυχαίας µεταβλητής. Σχετικά ας θεωρήσουµε µία διδιά-
στατη τυχαία µεταβλητή )  και µία συνάρτηση αυτής ),( YX ,( YXgZ = . Η Ζ µία (µο-
νοδιάστατη) τυχαία µεταβλητή και η συνάρτηση πιθανότητας  , 

 ή πυκνότητας , 
=)( κZ zf )( κzZP =

...,1,0=κ )(zfZ ∞<<∞− z
 ,( i YxXP
 αυτής προσδιορίζεται µέσω της συνάρ-

τησης πιθανότητας )),( ji yx, jYX yf === , ...,1,0=i , ...,1,0=j  ή πυκνό-
τητας , ) ∞−,( yxY,f X ∞<< x , ∞<<∞− x  της διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής 

. Είναι εποµένως ενδιαφέρον και έχει έννοια ο υπολογισµός της µέσης τιµής 
της ) . Ο υπολογισµός αυτός δύναται να γίνει, σύµφωνα µε τον ορισµό της 
µέσης τιµής µιας (µονοδιάστατης) τυχαίας µεταβλητής, αφού πρώτα προσδιορισθεί η 
συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας της Ζ. Τούτο δεν είναι αναγκαίο να γίνεται σε 
κάθε µερική περίπτωση. Σχετικά ισχύει η ακόλουθη έκφραση 

),( YX
gZ = ,( YX

∑∑
∞

=

∞

=

=≡
0 0

, ),(),()],([)(
j i

jiYXji yxfyxgYXgEZE                       (5.1) 

αν η διδιάστατη τυχαία µεταβλητή )  είναι διακριτή και η έκφραση ,( YX

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

=≡ dxdyyxfyxgYXgEZE YX ),(),( )],([)( ,                        (5.2) 

αν η )  είναι συνεχής. Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις αυτές συνάγουµε άµεσα τη 
σχέση 

,( YX

)],([)],([)],(),([ YXhEYXgEYXhYXgE +=+                        (5.3) 
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και ως µερική περίπτωση αυτής τη σχέση 

)]([)]([)]()([ YhEXgEYhXgE +=+ .                               (5.4) 

θέτοντας και  µε α και β σταθερές συµπεραίνουµε ότι ΧαXg =)(  YβΥh =)(

)()()( ΥΕβΧΕαΥβΧαE +=+ .                                    (5.5) 

Επίσης αν Χ και Υ είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, τότε χρησιµοποιώντας και 
πάλιν τις σχέσεις (5.1) και (5.2) συνάγουµε άµεσα τη σχέση 

)]([)]([)]()([ YhEXgEYhXgE =                                    (5.6) 
και ειδικότερα τη σχέση 

)()()( YEXEXYE = .                                            (5.7) 

 Οι ροπές (της κατανοµής πιθανότητας) µιας διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής ορί-
ζονται ως µέση τιµή µιας συγκεκριµένης, σε κάθε περίπτωση, συνάρτησης αυτής. 
Έτσι για τον υπολογισµό τους δύνανται να χρησιµοποιηθούν οι εκφράσεις (5.1) και 
(5.2). Σχετικά θέτουµε τους ακόλουθους ορισµούς. 

Ορισµός 5.1. Έστω  µία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε  και 
. Η συνδιακύµανση (ή συνδιασπορά) των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ, 

συµβολιζόµενη µε ή , ορίζεται από τη σχέση 

),( YX

),YΧC  

)(ΧΕµΧ =
)(ΥΕµΥ =

( ΥΧσ ,

)])([(),(, ΥΧΥΧ µΥµXEYXCσ −−=≡ .                             (5.8) 

 Στο επόµενο θεώρηµα αποδεικνύουµε βασικές ιδιότητες της συνδιακύµανσης. 

Θεώρηµα 5.1. (α) Αν Χ και Υ είναι τυχαίες µεταβλητές και α  και δ είναι σταθερές 
τότε 

γβ,,

),()( YXαγCδβ, γΥαΧC =++ .                                    (5.9) 

(β) Η συνδιακύµανση δύο τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ εκφράζεται ως εξής: 
)()()(),( YEXEXYEYXC −= .                                  (5.10) 

Απόδειξη. (α) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.1 και χρησιµοποιώντας τη γραµµικότητα 
της µέσης τιµής, 

βΧΕαβΧαE +=+ )()( , δΥΕγδΥγΕ +=+ )()( , 

συνάγουµε διαδοχικά 

βΧαC +( , γ })]()][([{) δΥγΕδΥγβΧαΕβΧαΕβΥ +−++−+=+  

   }])(][)([{ δΥΕγδΥγβΧΕαβΧαΕ −−+−−+=  

          ),(})]()][([{ YXCαγΥΕΥΧΕΧΕαγ =−−= . 

(β) Χρησιµοποιώντας τις (5.3) και (5.5) παίρνουµε 

)()])([),( ΥΧΥΥΥΧ µµΥµΧµΧΥΕµΥµXEYXC +−−=−−=  

   )()( ΥΧΧΥ µµΥµΧµΕΧΥΕ −+−=  

          )()()()()()( ΥΕΧΕΧΥΕµµΥΕµΧΕµΧΥΕ ΥΧΧΥ −=+−−= . 
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 Παρατηρούµε ότι αν οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ είναι ανεξάρτητες, τότε σύµ-
φωνα µε την (5.10) και χρησιµοποιώντας την (5.7) συµπεραίνουµε ότι . 
Το αντίστροφο γενικά δεν ισχύει. Οι τυχαίες µεταβλητές µε συνδιακύµανση µηδέν 
παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Έτσι θεωρείται σκόπιµος ο ακόλουθος ορισµός 

0),( =YXC

Ορισµός 5.2. Έστω  µία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνδιακύµανση 
. Οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ καλούνται ασυσχέτιστες αν και µόνο 

αν . 

),( YX
),(, YXCσ ΥΧ =

0),( =YXC

Η συνδιακύµανση εισέρχεται και στην έκφραση της διασποράς του αθροίσµατος 
τυχαίων µεταβλητών σύµφωνα µε το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 5.2. Έστω Χ και Υ τυχαίες µεταβλητές. Τότε µε α και β σταθερές ισχύει η 
µέση 

),(2)()()( 22 YXCαβYVβXVαΥβΧαV ++=+ .                     (5.11) 

Αν οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ είναι ανεξάρτητες (ή απλώς ασυσχέτιστες) τότε 

)()()( 22 YVβXVαΥβΧαV +=+ .                                (5.12) 

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας διαδοχικά την (5.3) παίρνουµε 

})]()([{})]([{)( 22
ΥΧ µΥβµΧαΕΥβΧαΕΥβΧαΕΥβΧαV −+−=+−+=+  

                           =  )])([(2])[(])[( 222
ΥΧΥΧ µΥµΧΕαβµΥΕβµΧΕα −−+−+−

            . ),(2)()( 22 YXCαβYVβXVα ++=

Στην περίπτωση που οι Χ και Υ είναι ανεξάρτητες (ή απλώς ασυσχέτιστες) έχουµε 
 και έτσι από την (5.11) συµπεραίνουµε την (5.12). 0),( =YXC

 Η συνδιακύµανση δύο τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ, σύµφωνα µε την (5.9), µετα-
βάλλεται µεταβαλλοµένης της κλίµακας µέτρησής τους. Για το λόγο αυτό εισάγουµε 
το συντελεστή συσχέτισης δύο τυχαίων µεταβλητών ο οποίος είναι απαλλαγµένος 
από το µειονέκτηµα αυτό. 

Ορισµός 5.3. Έστω  µία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνδιακύµανση 
 και διασπορές σ  και . Ο συντελεστής συσχέτισης 

των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ συµβολιζόµενος µε  ή  ή απλώς ρ ορίζε-
ται από τη σχέση 

),( YX
),(, YXCσ ΥΧ = )(2 XVΧ = )(2 YVσΥ =

,( ΥΧρ ) ΥΧρ ,

ΥΧ

ΥΧ

σσ
σ

YVXV
YXCΥΧρρ ,

)()(
),(),( ==≡ .                            (5.13) 

 Στο επόµενο θεώρηµα αποδεικνύεται ότι ο συντελεστής συσχέτισης δύο τυχαίων 
µεταβλητών δεν µεταβάλλεται από µεταβολές της κλίµακας µέτρησής τους. Επίσης, 
όπως και η συνδιακύµανση, ο συντελεστής συσχέτισης δύο τυχαίων µεταβλητών δεν 
µεταβάλλεται από µεταβολές της θέσης τους. 

Θεώρηµα 5.3. Αν Χ και Υ είναι τυχαίες µεταβλητές και  και δ σταθερές µε 
, τότε 

γβα ,,
0≠αγ
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βΧαρ +( ,                       (5.14) 




<−
>

=+
.0αν),(
,0αν),(

)
αγΥΧρ
αγΥΧρ

δΥγ

Απόδειξη. Χρησµοποιώντας την (5.9) και τις σχέσεις 

)()( 2 XVαβΧαV =+ , V  )()( 2 ΥVγδYγ =+

συνάγουµε, σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.3, τη σχέση 

                     βXαρ +( , 
)()(

),()
δΥγVβΧαV

δΥγβΧαCδΥγ
++

++
=+  

                                                    ),(
||)()(

),(
||||

ΥΧρ
αγ
αγ

YVXV
YXC

γα
αγ

=
⋅

= , 

η οποία είναι ισοδύναµη µε την (5.14). 

Θεώρηµα 5.4. Αν  είναι ο συντελεστής συσχέτισης δύο τυχαίων µεταβλη-
τών Χ και Υ, τότε 

),( YXρρ =

11 ≤≤− ρ .                                                   (5.15) 

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι θεωρώντας τις τυποποιηµένες τυχαίες µεταβλητές 

ΧΧ σµΧΖ /)( −= , W ΥΥ σµY /)( −=  

συνάγουµε ως µερική περίπτωση της (5.14) µε Χσα /1= ,  και 
, δ , οπότε 

ΧΧ σµβ /−=

Υσγ /1= ΥΥ σµ /−= 0)/(1 >= ΥΧ σσαγ , τη σχέση 

),(),( ΥΧρWZρ = . 

Επίσης, σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.3 και επειδή 0)()( == WΕΖΕ , V , 1)()( == WVZ

)(),( ZWEWZρ = . 
Εποµένως 

)(),( ZWΕΥΧρ = .                                            (5.16) 

Ας θεωρήσουµε την τυχαία µεταβλητή U WtZ −= ∞<<∞− t . Τότε 

)()(2)()( 2222 WEZWtEZEtUE +−= 1)(22 +−= ZWtEt , ∞<<∞− t , 

εφόσον  και . Όµως 0  και έτσι 1 )()( 2 == WVWE)()( 2 == ZVZE 1 )( 2 ≥UE

01)(22 ≥+− ZWtEt , ∞<<∞ t . 

Τούτο συµβαίνει αν και µόνο αν η διακρίνουσα της τετραγωνικής αυτής έκφρασης 
δεν είναι θετική και συνεπώς 

01)]([ 2 ≤−ZWE  
ή ισοδύναµα 

1)(1 ≤≤− ZWE . 

Η τελευταία αυτή σχέση συνεπάγεται, λόγω της (5.16), την (5.15). 

Η σηµασία του συντελεστή συσχέτισης δύο τυχαίων µεταβλητών ως µέτρου συ-
σχέτισης (γραµµικής εξάρτησης) τούτων απορρέει από το ακόλουθο θεώρηµα. 
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Θεώρηµα 5.5. Έστω Χ και Υ τυχαίες µεταβλητές µε συντελεστή συσχέτισης 
. Τότε  αν και µόνο αν υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί α και β τέ-

τοιοι ώστε µε πιθανότητα 1 να ισχύει η γραµµική σχέση 
),( YXrr = 1±=ρ

βΧαΥ += .                                                  (5.17) 

Απόδειξη. Ας θεωρήσουµε τις αντίστοιχες των Χ και Υ τυποποιηµένες τυχαίες µετα-
βλητές 

ΧΧ σµΧΖ /)( −= , W ΥΥ σµY /)( −=  

και την U . Τότε WΖρ −=

0)()()( =−= WΕΖΕρUE  
και 

222 1),(21),(2)()()( ρWZCρρWZCρWVZVρUV −=−+=−+=  

εφόσον ρΥΧρWZρWZC === ),(),(),( . Εποµένως 

1±=ρ  αν και µόνο αν 0)( =UV . 
Όµως 

0)( =UV  αν και µόνο αν 1)0( ==UP  

και έτσι 

1±=ρ  αν και µόνο αν )( Χ
Χ

Υ
Υ µΧ

σ
σµ −±=Υ  

µε πιθανότητα 1 εφόσον 

ΥΥΧΧ σµΥσµΧρWΖρU /)(/)( −−−=−= . 

Παρατήρηση 5.1. Ο συντελεστής συσχέτισης ),( ΥΧρρ =  δύο τυχαίων µεταβλητών 
Χ και Υ κείται στο διάστηµα ] , σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.4. Αν 0 , οπότε 

, οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ είναι ασυσχέτιστες. Αν 1 οι τυχαίες 
µεταβλητές Χ και Υ καλούνται πλήρως (θετικά ή αρνητικά) συσχετισµένες και σύµφω-
να µε το Θεώρηµα 5.5 είναι γραµµικά εξαρτηµένες. Τιµές του ρ που πλησιάζουν το 

 ή το 1 αποτελούν ένδειξη ότι υπάρχει ισχυρή τάση προς γραµµική εξάρτηση των 
τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ ενώ τιµές του ρ που πλησιάζουν το 0 αποτελούν ένδειξη 
ότι η ύπαρξη τέτοιας τάσης είναι ασθενής. Συµπερασµατικά, ο συντελεστής συσχέτι-
σης δύο τυχαίων µεταβλητών αποτελεί µέτρο του βαθµού γραµµικής εξάρτησης τού-
των. 

1,1[− =ρ
±0),( =ΥXC

1−

=ρ

Παράδειγµα 5.1. Έστω )  µία διακριτή διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνάρ-
τηση πιθανότητας 

,( ΥΧ

21
),(,

yxyxf YX
+

= , ,2,1=x  3,2,1=y . 

Να υπολογισθεί ο συντελεστής συσχέτισης των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ. 
Έχουµε 

∑ ∑∑
= ==

+++
=

+
=

3

1

3

1

2

1 21
)2(2)1(

21
)()(

y yx

yyyyyxxyXYE  

    
7
24

21
)53(3

1
=

+
= ∑

=y

yy . 
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Οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των Χ και Υ δίδονται από τις (βλ. Παράδειγ-
µα 3.1) 

7
2)( +

=
xxf X , 2,1=x , 

21
32)( +

=
yyfY , 3,2,1=y . 

Συνεπώς 

7
11

7
)2()(

2

1
=

+
= ∑

=x

xxXE , 
7

19
7

)2()(
2

1

2
2 =

+
= ∑

=x

xxXE , 

49
12)]([)()( 22 =−= XEXEXV  

και 

21
46

21
)32()(

3

1
=

+
= ∑

=y

yyYE , 
21

114
21

)32()(
3

1

2
2 =

+
= ∑

=y

yyYE , 

441
278)]([)()( 22 =−= YEYEYV . 

Η συνδιακύµανση των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ είναι ίση µε 

147
2

21
46

7
11

7
24)()()(),( −=−=−= YEXEXYEYXC  

και εποµένως 

834
1

)()(
),(),( −==
YVXV

YXCΥΧρ . 

Παράδειγµα 5.2. Έστω )  µία συνεχής διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνάρ-
τηση πυκνότητας 

,( YX

xyyxf YX 8),(, = , 0 1≤≤≤ yx . 

Να υπολογισθεί ο συντελεστής συσχέτισης των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ. 

 Η µέση τιµή του γινοµένου των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ είναι 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

====
1

0 0

1

0

522
, 9

4
3
8 8),( )(

y

YX dyydxdyyxdxdyyxxyfXYE . 

Οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας των Χ και Υ δίδονται από τις (βλ. Παράδειγµα 
3.2) 

)1(4)( 2xxxf X −= , 0 1≤≤ x , , 034)( yyfY = 1≤≤ y  

και έτσι 

∫ ∫
∞

∞−

+

++
=−==

1

0

21

)4)(2(
8)1(4)()(

rr
dxxxdxxfxXE r

X
rr , r , ...,2,1=

∫ ∫
∞

∞−

+

+
===

1

0

3

4
44)()(

r
dyydyyfyYE r

Y
rr , ...,2,1=r , 

οπότε 
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15
8)( =XE , 

225
11

15
8

3
1)]([)()(

2
22 =






−=−= XEXEXV , 

5
4)( =YE , 

75
2

5
3

3
2)]([)()(

2
22 =






−=−= YEYEYV . 

Η συνδιακύµανση των Χ και Υ, σύµφωνα µε την (5.10), είναι ίση µε 

225
4

5
4

15
8

9
4)()()(),( =⋅−=−= YEXEXYEYXC  

και εποµένως 

66
4

)75/2)(225/11(
225/4

)()(
),()( ===
YVXV

YXCΧ,Υρ . 

 
6. ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ 
 
 Η δεσµευµένη συνάρτηση κατανοµής όπως ισοδύναµα και η δεσµευµένη συνάρ-
τηση πιθανότητας ή πυκνότητας µιας τυχαίας µεταβλητής σε δεδοµένο σηµείο µιας 
άλλης τυχαίας µεταβλητής περιγράφουν πλήρως την υπό τη συνθήκη αυτή πιθανοθε-
ωρητική συµπεριφορά της. Μια περιληπτική περιγραφή της δεσµευµένης πιθανοθεω-
ρητικής συµπεριφοράς µιας τυχαίας µεταβλητής παρέχεται από τη θεώρηση και µελέ-
τη µερικών βασικών παραµέτρων της δεσµευµένης κατανοµής της. Έτσι κατ’ αναλο-
γία προς τη µέση τιµή, η δεσµευµένη µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής Χ σε δεδο-
µένο σηµείο µιας άλλης τυχαίας µεταβλητής yY = , συµβολιζόµενη µε  ή 

 ή απλώς )m  αν δεν υπάρχέι κίνδυνος σύγχυσης, δίδεται από τη σχέση 
)|( jyXE

)(| jYX ym ( jy

)|()|()(
0

|| ∑
∞

=

==
i

jiYXijjYX yxfxyXEym                            (6.1) 

αν η Χ είναι διακριτή και από τη σχέση 

∫
∞

∞−

== dxyxxfyXEym YXYX )|()|()( ||                               (6.2) 

αν η Χ είναι συνεχής. 

Ορισµός 6.1. Έστω  µια διδιάστατη τυχαία µεταβλητή και  
η δεσµευµένη µέση τιµή της Χ δεδοµένης της yY

),( YX )|()(| yXEym YX =
= . Η καµπύλη µε εξίσωση 

)(| ymx YX=                                                     (6.3) 

καλείται καµπύλη (µέσης) παλινδρόµησης της Χ στην Υ. Η συνάρτηση  καλεί-
ται συνάρτηση παλινδρόµησης της Χ στην Υ. 

)(| ym YX

 Κατά τον ίδιο τρόπο ορίζονται η συνάρτηση παλινδρόµησης της Υ στη X: 
 και καµπύλη (µέσης) παλινδρόµησης της Υ στη Χ: )|()(| xYExm XY =

)(| xmy XY= .                                                   (6.4) 
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 Στην περίπτωση που ο συντελεστής συσχέτισης των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ 
είναι κατ’ απόλυτη τιµή ίσος µε τη µονάδα, 1),( ±=ΥΧρ , οπότε σύµφωνα µε το Θε-
ώρηµα 5.5 υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί α και β τέτοιοι ώστε µε πιθανότητα 1 να 
ισχύει η σχέση 

βΧαΥ += , 

τότε 
αβyyαβYEyXEym YX /)(]|/)[()|()(| −=−== , 

βxαxβΧαExYExm XY +=== )||[)|()(|  

και οι καµπύλες παλινδρόµησης )(| ymx YX=  και )(| xmy XY=  συµπίπτουν µε την 
ευθεία . βxαy +=
 Αν οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ είναι ανεξάρτητες τότε 

ΧYX µXEyXEym === )()|()(| , YYX µYEyYExm === )()|()(|  

και οι καµπύλες παλινδρόµησης )(| ymx YX=  και )(| xmy XY=  είναι οι ευθείες 
 και  οι οποίες είναι παράλληλες προς τους άξονες y και x αντίστοιχα 

και τέµνονται στο σηµείο . 
Χµx = Υµy =

),( ΥΧ µµ
(ymx = Στη γενική περίπτωση οι καµπύλες παλινδρόµησης )|YX  και  δεν 

είναι κατ’ ανάγκη ευθείες. Όµως από άποψη εφαρµογών είναι συχνά χρήσιµη η προ-
σέγγιση αυτών από µία ευθεία γραµµή. Τούτο επιτυγχάνεται µε τον προσδιορισµό 
µιας ευθείας  τέτοιας ώστε η µέση τετραγωνική απόκλιση της Χ από την 

, 

XYmy |=

bayx +=
baY +

})]([{ 2baYXE +− ,                                             (6.5) 

να ελαχιστοποιείται. Σηµειώνεται ότι η ευθεία αυτή αποτελεί τη βέλτιστη προσέγγιση 
της καµπύλης παλινδρόµησης )(| ymx YX=  µε την έννοια της ελαχιστοποίησης της 
µέσης τετραγωνικής απόκλισης 

})]()({[ 2
| baYYmE YX +− .                                        (6.6) 

Θεώρηµα 6.1. Έστω  µία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε ),( YX

ΧµXE =)( , , V , V , . ΥµΥΕ =)( 2)( ΧσX = 2)( ΥσY = ΥΧρΥΧρ ,),( =

Τότε η ευθεία 
βyαx +=  

για την οποία ελαχιστοποιείτάι η µέση τετραγωνική απόκλιση (6.5), δηλαδή 

})]([{})]([{min 22

,
βαYXEbaYXE

ba
+−−+− ,                        (6.7) 

έχει κλίση 

Υ

Χ
ΥΧ σ
σρα ,=                                                    (6.8) 

και τέµνει τον άξονα των x στο σηµείο 

Υ
Υ

Χ
ΥΧΧ µ
σ
σρµβ ,−= .                                            (6.9) 
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Επιπλέον 

)1(})]([{ 2
,

22
ΥΧΧ ρσβΥαΧΕ −=+− .                              (6.10) 

Απόδειξη.Η µέση τετραγωνική απόκλιση (6.5) θεωρούµενη ως συνάρτηση των a και 
b, έστω )Q , δύναται να γραφεί στη µορφή, ,( ba

})]()()[{),( 2bµaµµYaµXEbaQ ΥΧΥΧ −−+−−−=  

         =  ])[(])[( 222
ΥΧ µYEaµXE −+−

            −  2)()])([(2 bµaµµΥµXaE ΥΥΥΧ −−+−−

         = . 2
,

222 )(2 bµaµσσρaσaσ ΥΧΥΧΥΧΥΧ −−+−+

Λαµβάνοντας τις µερικές παραγώγους της συνάρτησης αυτής ως a και b και θέτοντας 
αυτές ίσες µε µηδέν συνάγουµε το σύστηµα των εξισώσεων: 

0)(,
2 =−−−− bµaµµσσρσa ΥΧΥΥΧΥΧΥ  

0=−− bµaµ ΥΧ . 

Η λύση, έστω ) , του συστήµατος αυτού είναι η ,( βα

Υ

Χ
ΥΧ σ
σρα ,= , Υ

Υ

Χ
ΥΧΧ µ
σ
σρµβ ,−=  

και ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση ) . Εισάγοντας τις τιµές αυτές στη συνάρτηση 
 λαµβάνουµε την ελάχιστη µέση τετραγωνική απόκλιση: 

,( baQ
),( baQ

   })]()[({})]([{),( 2
,

2
Υ

Υ

Χ
ΥΧΧ µΥ
σ
σρµΧΕβΥαXEβαQ −−−=+−=  

                ])[(])[( 2
2

2
2

,
2

Υ
Υ

Χ
ΥΧΧ µΥΕ
σ
σρµΧΕ −+−= )])([2 , ΥΧ

Υ

Χ
ΥΧ µΥµΧΕ
σ
σρ −−−  

               . )1( 2
,

2
ΥΧΧ ρσ −=

Ορισµός 6.2. Έστω  µια διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε ),( ΥΧ

ΧµΧΕ =)( , , V , V , . ΥµΥΕ =)( 2)( ΧσX = 2)( ΥσY = ΥΧρΥΧρ ,),( =

Η ευθεία γραµµή 

)(, Υ
Υ

Χ
ΥΧΧ µy
σ
σρµx −+=  

καλείται ευθεία γραµµικής παλινδρόµησης της Χ στην Υ. Η ελάχιστη µέση τετραγωνική 
απόκλιση 

)1(})]([{ 2
,

22
ΥΧΧ ρσβΥαΧΕ −=+−  

καλείται µέσο τετραγωνικό σφάλµα της γραµµικής παλινδρόµησης της Χ στην Υ ή υπό-
λοιπο διασποράς. 
Παράδειγµα 6.1. Έστω )  µία συνεχής διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνάρ-
τηση πυκνότητας 

,( ΥΧ
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xyyxf YX 8),(, = , 0 1≤≤≤ yx . 

Να υπολογισθούν (α) οι καµπύλες (µέσης) παλινδρόµησης και (β) οι ευθείες γραµµι-
κής παλινδρόµησης της Χ στην Υ και της Υ στη Χ και (γ) να συγκριθούν 
 (α) Οι δεσµευµένες συναρτήσεις πυκνότητας της Χ δεδοµένης της Y  και της Υ 
δεδοµένης της 

y=
xX =  δίδονται από τις (βλ. Παράδειγµα 3.2) 

2|
2)|(
y

xyxf YX = , yx ≤≤0 , 2| 1
2)|(

x
yxyf XY

−
= , 1≤≤ yx . 

Εποµένως 

∫ ==
y ydxx

y
yXE

0

2
2 3

22)|( , 

∫ +
++

=
−
−

=
−

=
1 2

2

3
2

2 )1(3
)1(2

1
)1(2

1
2)|(

x x
xx

x
xdyy

x
xYE  

και οι καµπύλες (µέσης) παλινδρόµησης της Χ στην Υ και της Υ στη Χ είναι οι 

3
2yx =  και 

)1(3
)1(2 2

+
++

=
x

xxy , 

αντίστοιχα. 
 (β) Ο µέσες τιµές, οι διασπορές και ο συντελεστής συσχέτισης των τυχαίων µετα-
βλητών Χ και Υ δίδονται από τις (βλ. Παράδειγµα 5.2) 

15/8=Χµ , , , , 5/4=Υµ 225/112 =Χσ 75/22 =Υσ 664, =ΥΧρ . 

Η ευθεία γραµµικής παλινδρόµησης της Χ στην Υ, βyαx += , σύµφωνα µε τις (6.8) 
και (6.9) έχει κλίση 

3
2

, ==
Υ

Χ
ΥΧ σ
σρα  

και τέµνει τον άξονα των x στο σηµείο 

0
5
4

3
2

15
8

, =⋅−=−=−= ΥΧΥ
Υ

Χ
ΥΧΧ αµµµ
σ
σρµβ . 

Εποµένως η ευθεία αυτή είναι 

3
2yx = . 

Οµοίως για την ευθεία γραµµικής παλινδρόµησης της Υ στη Χ, δΧγy += , έχουµε 

11
4

, ==
Χ

Υ
ΥΧ σ
σρΥ , 

33
20

15
8

11
4

5
4

=⋅−=−= ΧΥ γµµδ  

και έτσι 

33
)53(4 +

=
xy . 
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 (γ) Η καµπύλη παλινδρόµησης της Χ στην Υ είναι ευθεία και συµπίπτει µε την ευ-
θεία γραµµικής παλινδρόµησης της Χ στην Υ ενώ η καµπύλη παλινδρόµησης της Υ 
στη Χ δεν είναι ευθεία. 

 
6. ΑΣΚΗΣΕΙΣ  
 

1. Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας )  των τυχαίων µεταβλητών X και 
Y δίδεται από τις σχέσεις 

,( yxf

8
1)1 ,2()1 ,1( == ff , 

4
1)2 ,1( =f , 

2
1)2 ,2( =f . 

(α) Να βρεθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας )(),( yfxf YX  και να εξετα-
σθεί αν οι Χ και Υ είναι ανεξάρτητες. (β) Να υπολογισθούν οι µέσες τιµές , 

, , ,  και 
)

)
(XE

)(YE )( YXE + )(XYE ( YXE / ( )XYE /

1|

. (γ) Να βρεθούν οι δεσµευµένες 
κατανοµές της Χ δεδοµένης της Υ και της Υ δεδοµένης της Χ. Στη συνέχεια να υπολο-
γισθούν οι δεσµευµένες µέσες τιµές )( =YXE , )2|( =YX (EE ,  και 

. 
)1| =XY

)2=X|(YE

2. H από κοινού συνάρτηση πιθανότητας )  των τυχαίων µεταβλητών X και 
Y δίδεται από τις σχέσεις 

,( yxf

3
1)1 ,1()1 ,0()0 ,0( === fff . 

(α) Να βρεθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας )(),( yfxf YX  και να εξετα-
σθεί αν οι Χ και Υ είναι ανεξάρτητες. (β) Να υπολογισθούν οι µέσες τιµές , 

, , , 
)(XE

)(YE )( YXE + )(XYE ))1/()1(( ++ YXE , και ))1/()1(( ++ XYE . 

3. Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας των τυχαίων µεταβλητών X και Y δίδεται 
από τον τύπο 



 >>

=
−−

αλλιώς.0
0,0αν2),(

2 yxeyxf
yx

 

Να βρεθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας )(),( yfxf YX  και να υπολογι-
σθούν οι πιθανότητες )3(),1( <> XPXP , )1,2( <>XP Y (XP , και 

. Είναι οι Χ και Υ ανεξάρτητες; 
)1|2 <> Y

)( YXP <

4. Από ένα δοχείο που περιέχει 3 άσπρα, 4 µαύρα και 5 κόκκινα σφαιρίδια εξά-
γουµε χωρίς επανάθεση 3 σφαιρίδια. Έστω Χ ο αριθµός των εξαγοµένων άσπρων και 
Υ ο αριθµός των εξαγοµένων µαύρων σφαιριδίων. Να υπολογισθούν (α) η από κοινού 
και οι περιθώριες συναρτήσεις των X και Y. (β) οι µέσες τιµές ,  και οι 
διασπορές V , V  και (γ) η συνδιακύµανση )

) )(YE(XE
) )(Y(X ,(, YXCσ YX =  και ο συντελεστής 

συσχέτισης  ),(Xρ,ρ YX Y=

5. H από κοινού συνάρτηση πιθανότητας )  των τυχαίων µεταβλητών Χ και 
Υ δίδεται από τον επόµενο πίνακα 

,( yxf

 

      Y 
X 

0 100 200 
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100 0,20 0,10 0,20 

250 0,05 0,15 0,30 

(α) Να υπολογισθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας )(xf X ,  και να 
εξετασθεί αν οι Χ και Υ είναι ανεξάρτητες. Επίσης να υπολογισθούν (β) οι πιθανότη-
τες ,  και 

)(xfY

) )100|(| =−YXP( YXP = )300( ≤+YXP  και (γ) οι , , 
, V , C  και . 

) )(YE(XE
) )(Y(XV ),( YX ,( YXρ )

6. Έστω Χ ο αριθµός των ετησίων πωλήσεων µιας εταιρείας κατασκευής ιατρικών 
οργάνων υψηλής τεχνολογίας και Υ ο αριθµός των ετησίων πωλήσεων µιας άλλης α-
νταγωνιστικής εταιρείας που απευθύνεται στον ίδιο χώρο (π.χ. µια συγκεκριµένη χώ-
ρα) µε την πρώτη. Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών Χ 
και Υ περιγράφεται από τον επόµενο πίνακα 

       Υ 
Χ 

0 1 2 3 

0 0,08 0,07 0,04 0 

1 0,06 0,15 0,05 0,04 

2 0,05 0,04 0,10 0,06 

3 0 0,03 0,04 0,07 

4 0 0,01 0,05 0,06 

Να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) οι ετήσιες πωλήσεις των δύο εταιρειών να είναι 
οι ίδιες, (β) µια από τις δύο εταιρείες να ξεπεράσει την άλλη στις ετήσιες πωλήσεις 
κατά 2 ακριβώς µονάδες, (γ) ο συνολικός αριθµός πωλήσεων των δύο εταιρειών να 
είναι (i) ακριβώς 4 και (ii) τουλάχιστον 2. (δ) Επίσης να υπολογισθούν οι περιθώριες 
συναρτήσεις πιθανότητας των Χ και Υ και οι µέσες τιµές ,  και . ) )(YE(XE )( YXE +

7. Μια φαρµακευτική εταιρεία διανέµει στο εµπόριο κουτιά βάρους 1 kg τα οποία 
περιέχουν 3 διαφορετικές βιταµίνες , , και . Το βάρος Χ των βιταµινών τύ-
που  και το βάρος Υ των βιταµινών τύπου  που περιέχονται στο κουτί είναι τυ-
χαίες µεταβλητές (το βάρος της  είναι 

1B 2B 3B

1B 2B

3B YXZ −−= 1 ) µε από κοινού συνάρτηση 
πυκνότητας 



 ≤+≤≤≤≤

=
ά.διαφορετικ,0

,1,10,10,
),(

yxyxcxy
yxf  

Να υπολογισθούν (α) η τιµή της σταθερής c και (β) το ποσοστό των κουτιών που πε-
ριέχουν τουλάχιστον 500 gr βιταµίνες . (γ) Να προσδιορισθεί οι περιθώριες συ-
ναρτήσεις πυκνότητας και οι µέσες τιµές των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ. (δ) Αν το 
κόστος παρασκευής των τριών βιταµινών ανά kgr είναι 1, 2 και 3 ευρώ,. αντίστοιχα, 
πόσο είναι το µέσο κόστος ενός κουτιού; (ε) Να βρεθούν οι συνδιακυµάνσεις 

, ,  και οι συντελεστές συσχέτισης , , 
. 

3B

),( YXC
),( ZXρ

),( ZYC ),( ZXC ) ),( ZYρ,( YXρ

8. Έστω Χ και Υ δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές µε από κοινού συνάρτηση πι-
θανότητας 
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       Υ 
Χ 

0 1 2 

-1 0 1/4 0 

0 1/4 0 1/4 

1 0 1/4  

(α) Να υπολογισθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας )(xf X ,  και να 
δειχθεί ότι οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ δεν είναι ανεξάρτητες. (β) Να δειχθεί ότι 

 παρά το ότι οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ δεν είναι ανεξάρτη-
τες. 

)(xfY

)()()( YEXEXYE =

9. Έστω ότι το 15% των οικογενειών ενός πληθυσµού δεν έχουν παιδιά, το 20% 
έχουν 1, το 35% έχουν 2 και το 30% έχουν 3. Ας υποθέσουµε επί πλέον ότι σε κάθε 
οικογένεια η πιθανότητα ένα παιδί να είναι αγόρι είναι 1 . Αν Χ είναι ο αριθµός α-
γοριών και Υ ο αριθµός των κοριτσιών σε µια οικογένεια του πληθυσµού, (α) να υπο-
λογισθούν η από κοινού και οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των Χ και Υ και 
(β) να εξετασθεί κατά πόσον οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ είναι ανεξάρτητες. (γ) Να 
υπολογισθεί ο συντελεστής συσχέτισης . 

2/

),( YXρ

10 ∆ύο ιατροί α και β πρόκειται να ξεκινήσουν την εξέταση των ασθενών της κλι-
νικής τους στις 9.00 π.µ. Έστω ότι κάθε ένας από τους ιατρούς φτάνει στον τόπο έ-
ναρξης της εξέτασης ανεξάρτητα από τον άλλο και σε χρόνο που ακολουθεί την ο-
µοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα από 8:45 π.µ. µέχρι 9:15 π.µ. Να υπολογισθούν 
οι πιθανότητες (α) ο ιατρός α να χρειαστεί να περιµένει περισσότερο από 5 λεπτά για 
την έναρξη της εξέτασης (η εξέταση αρχίζει αφού φτάσουν και οι δύο ιατροί) και (β) 
ο ιατρός που φτάνει πρώτος στον τόπο της εξέτασης να χρειαστεί να περιµένει τον 
δεύτερο περισσότερο από 5 λεπτά. 



 
 
KΕΦΑΛΑΙΟ 6 
 
 
ΤΥΧΑΙΟ ∆ΕΙΓΜΑ ΚΑΙ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 
 
 
 
 
1. ΤΥΧΑΙΟ ∆ΕΙΓΜΑ 
 
 Η στατιστική ασχολείται µε τη µεθοδολογία συλλογής δεδοµένων (σχεδιασµός 
στατιστικών πειραµάτων, δειγµατοληψία), τη συνοπτική παρουσίασή τους (περιγρα-
φική στατιστική) και την εξαγωγή συµπερασµάτων (στατιστική συµπερασµα-
τολογία). Τα στατιστικά δεδοµένα εκφράζουν ποσοτικά ένα ή περισσότερα 
χαρακτηριστικά των στοιχείων ενός υποσυνόλου το οποίο εκλέγεται κατάλληλα από 
το σύνολο των υπό εξέταση στοιχείων. Σχετικά εισάγουµε τις βασικές στατιστικές 
έννοιες του πληθυσµού και του τυχαίου δείγµατος. 
 Το σύνολο των υπό εξέταση στοιχείων, σε µία στατιστική µελέτη, καλείται 
πληθυσµός. Το χαρακτηριστικό ή τα χαρακτηριστικά των στοιχείων (µονάδων) ενός 
πληθυσµού εκφράζονται ποσοτικά από µία µονοδιάστατη ή πολυδιάστατη τυχαία 
µεταβλητή Χ. Ακριβέστερα, και υπό την έννοια αυτή, (στατιστικός) πληθυσµός 
καλείται το σύνολο των τιµών της τυχαίας µεταβλητής Χ. Η τυχαία µεταβλητή Χ 
ακολουθεί µία κατανοµή µε συνάρτηση κατανοµής , , . Το 
σύνολο Θ των δυνατών τιµών της παραµέτρου θ καλείται παραµετρικός χώρος. Έτσι 
σε µία στατιστική εξέταση της απόδοσης των φοιτητών του Τµήµατος Μαθηµατικών 
στο µάθηµα των Πιθανοτήτων, το σύνολο των υπό εξέταση στοιχείων είναι το 
σύνολο των φοιτητών που εγγράφονται στο µάθηµα αυτό. Το υπό µελέτη χαρα-
κτηριστικό των στατιστικών µονάδων (φοιτητών) είναι ο βαθµός (επίδοση) αυτών. Το 
σύνολο των βαθµών των φοιτητών στο µάθηµα των Πιθανοτήτων αποτελεί τον 
(στατιστικό) πληθυσµό. Ο βαθµός Χ θεωρείται ως τυχαία µεταβλητή της οποίας η 
κατανοµή είναι (κατά προσέγγιση) η κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µ και τυπική 
απόκλιση σ. Το ζεύγος )  είναι µια διδιάστατη παράµετρος του πληθυσµού µε 
παραµετρικό χώρο 

)|( θxF Rx∈ Θθ ∈

,( σµθ =
:),{( }0  , ∞<<∞<<−∞σµ= σµΘ . 

 Ένα υποσύνολο ενός πληθυσµού καλείται δείγµα από τον πληθυσµό αυτό. Η λήψη 
ενός δείγµατος από τον πληθυσµό γίνεται σε γενικές γραµµές ως εξής: Ακολου-
θώντας µία κατάλληλη µέθοδο εκλέγουµε από το σύνολο των υπό εξέταση στοιχείων 
(µονάδων) ένα υποσύνολο ν στοιχείων και παρατηρούµε τις τιµές  του 
υπό εξέταση χαρακτηριστικού των στοιχείων αυτών. Έστω  η τυχαία µεταβλητή 
της οποίας οι δυνατές τιµές είναι οι τιµές  του συγκεκριµένου χαρακτηριστικού 
του κ-οστού στοιχείου, , στα δυνατά υποσύνολα ν στοιχείων τα οποία 
εκλέγονται από το σύνολο των υπό εξέταση στοιχείων µε τη συγκεκριµένη µέθοδο. 
Έτσι ένα δείγµα από τον πληθυσµό στον οποίο το υπό εξέταση χαρακτηριστικό των 
στατιστικών µονάδων του εκφράζεται ποσοτικά από την τυχαία µεταβλητή Χ, 
καθορίζεται από το σύνολο των τυχαίων µεταβλητών . Οι παρατη-

νxxx ...,,, 21

νX

κX

X, 21

κx
νκ ...,,2,1=

X ...,,
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ρούµενες τιµές  των τυχαίων µεταβλητών αποτελούν συγκεκριµένο 
δείγµα. 

νxxx ...,,, 21

)|( θxF , Rx∈

...,,,( 21 xxF

ν...,,2,1 θ

...,,,( 21 xxf

ν...,,2, θ ∈





=
αν,1
αν,0

pxf )|

οαν1,
οαν,0

i
i

21 ...,,,( xxf

ν...,,2,1 0 <

 Στη στατιστική συµπερασµατολογία αντί ενός οποιουδήποτε δείγµατος χρησιµο-
ποιείται ένα δείγµα, το τυχαίο δείγµα, η συµπερίληψη στο οποίο ενός στοιχείου του 
πληθυσµού είναι ανεξάρτητη από και εξ ίσου πιθανή µε τη συµπερίληψη σ’ αυτό 
οποιουδήποτε άλλου στοιχείου του πληθυσµού. Συγκεκριµένα θέτουµε τον ακόλουθο 
ορισµό. 

Ορισµός 1.1. Aς θεωρήσουµε έναν πληθυσµό µε συνάρτηση κατανοµής  
, . Τυχαίο δείγµα µεγέθους ν από τον πληθυσµό αυτό καλείται ένα σύνολο 

ν ανεξαρτήτων και ισονόµων τυχαίων µεταβλητών  µε κοινή συνάρτηση 
κατανοµής την  , θ

)|( θxF ,
Rx∈ Θθ ∈

νXXX ...,,, 21

Θ∈ . 

 H από κοινού συνάρτηση κατανοµής του τυχαίου δείγµατος  δίδεται 
από την 

νXXX ...,,, 21

)|()|()|()| 21 θxFθxFθxFθxν νL= , 

για , , . Στις περιπτώσεις που η κατανοµή του πληθυσµού 
είναι διακριτή ή συνεχής µε συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας ) , η από 
κοινού συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας του τυχαίου δείγµατος  
δίδεται από την 

Rxκ ∈ κ = Θ∈
|( θxf
ΧΧ , 21 νΧ,...,

)|()|()|()| 21 θxfθxfθxfθxν νL= , 

για , , . Rxκ ∈ κ 1= Θ

Παράδειγµα 1.1. Από το σύνολο των Ν φοιτητών που προσήλθαν στις τελευταίες 
εξετάσεις στο µάθηµα των Πιθανοτήτων εκλέγεται τυχαία ένα υποσύνολο ν 
φοιτητών. Το ποσοστό, έστω p, των φοιτητών που πέτυχαν στις εξετάσεις αποτελεί το 
αντικείµενο της στατιστικής έρευνας. Το χαρακτηριστικό των στατιστικών µονάδων 
(φοιτητών) το οποίο είναι επιτυχία ή αποτυχία στις εξετάσεις εκφράζεται ποσοτικά 
από δίτιµη τυχαία µεταβλητή Χ που ορίζεται ως εξής: 

εξετάσεις.στιςπέτυχεφοιτητήςένας
εξετάσειςστιςαπέτυχεφοιτητήςένας

X  

H κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ (η οποία είναι και η κατανοµή του 
πληθυσµού) έχει συνάρτηση πιθανότητας τη δίτιµη Bernoulli, 

xx pp −−= 1)1(( , 1,0=x , 0 1<< p . 
Έστω 





=
εξετάσεις.στιςπέτυχεεκλέγεταιπουφοιτητής
εξετάσειςστιςαπέτυχεεκλέγεταιπουφοιτητής

X i  

Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας του τυχαίου δείγµατος  είναι η νXXX ...,,, 21

)( 2121 )1()| νν ν
ν

xxxxxx pppx +++−+++ −= LL , 

για , , 1 i =,0=ix 1<p . 
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1. ∆ΕΙΓΜΑΤΟΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 
 Η στατιστική συµπερασµατολογία, µε αφετηρία ένα τυχαίο δείγµα από τον υπό 
εξέταση πληθυσµό, έχει ως σκοπό τη συναγωγή συµπερασµάτων που αφορούν τον 
γεννήτορα αυτό πληθυσµό. Η απαιτούµενη για το σκοπό αυτό εξέταση και µελέτη 
ενός τυχαίου δείγµατος επιτυγχάνεται µε τη χρησιµοποίηση των κατά περίπτωση πιο 
κατάλληλων συναρτήσεων του τυχαίου αυτού δείγµατος. Σχετικά θέτουµε τον 
ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 2.1. Έστω  τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε συνάρτηση 
κατανοµής  , 

νXXX ...,,, 21

Rx∈ θ)|( θxF , Θ∈ . Μία συνάρτηση )...,,,( 21 νXXXTΤ =  των 
τυχαίων µεταβλητών , η οποία δεν περιέχει την άγνωστη παράµετρο θ, 
καλείται δειγµατοσυνάρτηση ή στατιστική συνάρτηση. 

νXXX ...,,, 21

Ας σηµειωθεί ότι µία δειγµατοσυνάρτηση Τ, ως συνάρτηση τυχαίων µεταβλητών, 
είναι επίσης τυχαία µεταβλητή. Οι συνηθέστερα χρησιµοποιούµενες δειγµατο-
συναρτήσεις είναι τα µέτρα (α) θέσης ή κεντρικής τάσης και (β) συγκεντρωτικότητας 
ή µεταβλητότητας του τυχαίου δείγµατος τα οποία ορίζονται κατ’ αναλογία µε τα 
αντίστοιχα (θεωρητικά) µέτρα της κατανοµής του πληθυσµού. Έτσι, ο δειγµατικός 
µέσος ενός τυχαίου δείγµατος , συµβολιζόµενος µε νXXX ...,,, 21 X , ορίζεται από 
την 

∑
=

=
ν

1

1
i

iX
ν

X                                                    (2.1) 

και η δειγµατική διασπορά, συµβολιζόµενη µε , ορίζεται από τη σχέση 2S

∑
=

−=
ν

1

22 )(1
i

i XX
ν

S .                                            (2.2) 

Ας σηµειωθεί ότι στις περιπτώσεις δειγµάτων µε µικρό µέγεθος ν χρησιµοποιείται η 
ακόλουθη τροποποιηµένη δειγµατική διασπορά 

∑
=

−
−

=
ν

1

22 )(
1

1
i

iA XX
ν

S .                                         (2.3) 

Σε οποιαδήποτε περίπτωση η 2SS =  καλείται δειγµατική τυπική απόκλιση. 
Ας θεωρήσουµε µία στατιστική έρευνα η οποία αφορά την από κοινού εξέταση δύο 

χαρακτηριστικών των στατιστικών µονάδων ενός πληθυσµού. Ένα τυχαίο δείγµα από 
τον πληθυσµό αυτό είναι ένα σύνολο ν ανεξαρτήτων και ισονόµων ζευγών τυχαίων 
µεταβλητών . Στην περίπτωση αυτή η δειγµατική 
συνδιακύµανση, συµβολιζόµενη µε , ορίζεται από την 

),(...,),,(),,( 2211 νν YXYXYX

XYS

∑
=

−−=
ν

1
))((1

i
iiXY YYXX

ν
S .                                      (2.4) 

και ο δειγµατικός συντελεστής συσχέτισης, συµβολιζόµενος µε r, ορίζεται από την 
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=
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=
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ν

1
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SS
Sr .                         (2.5) 



 123

 Ο υπολογισµός µέτρων αξιολόγησης των συµπερασµάτων, στα οποία καταλήγει 
µία στατιστική έρευνα µε τη χρησιµοποίηση κατάλληλης συνάρτησης του τυχαίου 
δείγµατος, απαιτεί τη γνώση της κατανοµής της δειγµατοσυνάρτησης αυτής. Μία 
περιληπτική περιγραφή της πιθανοθεωρητικής συµπεριφοράς µιας δειγµατο-
συνάρτησης παρέχεται από τις παραµέτρους θέσης, συγκεντρωτικότητας, συµµετρίας 
ή ασυµµετρίας και κυρτότητας της κατανοµής της. Στο εδάφιο αυτό περιοριζόµαστε 
στην παράθεση της µέσης τιµής και διασποράς των βασικών δειγµατοσυναρτήσεων 
X  και  ενώ στο επόµενο εδάφιο παρουσιάζουµε τις σηµαντικότερες δειγµατικές 
κατανοµές. 

2S

Θεώρηµα 2.1. Έστω  τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε µέση τιµή µ και 
διασπορά σ . Τότε 

νXXX ...,,, 21
2

µXE =)( , 
ν
σXV

2

)( =                                          (2.6) 

και 

22 1)( σ
ν
νSE −

= .                                               (2.7) 

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας την ανεξαρτησία των τυχαίων µεταβλητών 
 και το ότι νXXX ...,,, 21 µXE i =)( , V , i2)( σX i = ν...,,2,1= , παίρνουµε 
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Παρατηρούµε ότι 
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= = =
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και έτσι 
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Παρατήρηση 2.1. (α) Συγκρίνοντας τις (2.2) και (2.3) συνάγουµε τη σχέση 

22

1
S

ν
νS A −

=  

και έτσι 

)(
1

)( 22 SE
ν
νSE A −

= . 

Εποµένως σύµφωνα µε τη (2.7) 
22 )( σSE A = .                                                   (2.8) 
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(β) Αν  είναι ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους κ από έναν πληθυσµό µε 
µέση τιµή  και διασπορά  και  είναι ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους ν 
από ένα άλλο ανεξάρτητο πληθυσµό µε µέση τιµή  και διασπορά , τότε 
σύµφωνα µε τις (2.6), 

νXXX ...,,, 21

Xµ 2
Χσ νYYY ...,,, 21

Yµ 2
Υσ

YX µµYXE ±=± )( , 
ν
σ

κ
σYX ΥΧ

22

)( +=±V . 

 
3. ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 
 
 Οι κατανοµές  (χι τετράγωνον), t (του Student) και F (του Snedecor) είναι οι πιο 
συχνά χρησιµοποιούµενες ως δειγµατικές κατανοµές. Στοιχεία των κατανοµών αυτών 
παραθέτουµε στο εδάφιο αυτό (παραλείποντας αποδείξεις τις οποίες ο αναγνώστης 
δύναται να αναζητήσει σε βιβλία της Θεωρίας Πιθανοτήτων). 

2χ

Ορισµός 3.1. Η κατανοµή µε συνάρτηση πυκνότητας 

21)2/(
2

)2(
)21()( u/ν
ν/

eu
ν/Γ

/uf −−=ν , ∞<< u0  

καλείται  (χι τετράγωνο) κατανοµή µε ν βαθµούς ελευθερίας. 2χ

 Για τη διευκόλυνση των εφαρµογών της  κατανοµής η συνάρτηση κατανοµής 
αυτής, 

2χ

∫ −−=
u x dxex

νΓ
uF

0

2/1)2/(
2/

)2/(
)2/1()( ν
ν

ν , 

έχει πινακοποιηθεί για διάφορες τιµές αuF =)(ν  και για 35...,,2,1=ν . Για  
χρησιµοποιείται η προσέγγιση της κατανοµής αυτής από την κανονική κατανοµή 

. 

35>ν

)2 ,( ννN

Θεώρηµα 3.1. Έστω  ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές µε  
τυποποιηµένη κανονική κατανοµή . Τότε η τυχαία µεταβλητή 

νZZZ ...,,, 21

)1,0(N
22

2
2

1 νν ZZZU +++= L  

ακολουθεί τη -κατανοµή µε ν βαθµούς ελευθερίας. 2χ

Ορισµός 3.2. Η κατανοµή µε συνάρτηση πυκνότητας 
2/)1(2

1
)2/ ,2/1(

1)(
+−









+=

ν

ν
t

νBν
tfν , ∞<<∞− t  

καλείται κατανοµή του Student ή t-κατανοµή µε ν βαθµούς ελευθερίας. 

Η συνάρτηση κατανοµής της t κατανοµής, 

∫ ∞−

+−+=
t ν dxνx

νBν
tF 2/)1(2 )/1(

)2/ ,2/1(
1)(ν , 

έχει πινακοποιηθεί για διάφορες τιµές αtF =)(ν  και 35...,,2,1=ν . Για  χρησι-
µοποιείται η προσέγγιση της κατανοµής αυτής από την κανονική 

35>ν
( ) ,0 ν )2/( −νN . 
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Θεώρηµα 3.2. Έστω Ζ και  ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε κατανοµές την 
τυποποιηµένη κανονική  και τη -κατανοµή µε ν βαθµούς ελευθερίας, 
αντίστοιχα. Τότε η τυχαία µεταβλητή 

νU
)1,0N ( 2χ

/νU
ZT
ν

ν =  

ακολουθεί την t-κατανοµή µε ν βαθµούς ελευθερίας. 

Ορισµός 3.3. Η κατανοµή µε συνάρτηση πυκνότητας 

2/)(

1)2/(22

, )()2/ ,2/(
)( νκ

κν/κ/

κwν
w

νκB
νκwf +

−

+
=νκ , ∞<< w0  

καλείται κατανοµή του Snedecor ή F-κατανοµή µε κ και ν βαθµούς ελευθερίας. 

Για τη διευκόλυνση των εφαρµογών η συνάρτηση κατανοµής 

∫ +

−

+
=

w

νκ

κν/κ/

dx
κxν

x
νκB
νκwF

0 2/)(

1)2/(22

, )()2/ ,2/(
)(νκ  

έχει πινακοποιηθεί για διάφορες τιµές των w, αwFκ,ν =)(  για ...,2,1, =νκ . 

Θεώρηµα 3.3. Έστω  και  ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές οι οποίες ακολου-
θούν τη -κατανοµή µε κ και ν βαθµούς ελευθερίας, αντίστοιχα. Τότε η τυχαία 
µεταβλητή 

κU νU
2χ

/νU
/κU

W
ν

κ
κ,ν =  

ακολουθεί την F-κατανοµή µε κ και ν βαθµούς ελευθερίας. 

 Οι σηµαντικότερες δειγµατικές κατανοµές είναι οι ακριβείς ή κατά προσέγγιση 
κατανοµές (α) του δειγµατικού µέσου (β) της δειγµατικής διασποράς και (γ) του 
πηλίκου του τυποποιηµένου δειγµατικού µέσου και της δειγµατικής τυπικής 
απόκλισης τυχαίων δειγµάτων προερχοµένων από πληθυσµούς µε κανονική ή µε 
οποιαδήποτε κατανοµή. Συγκεκριµένα παραθέτουµε τα ακόλουθα θεωρήµατα. 

Θεώρηµα 3.4. Έστω  τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή 
 Τότε 

νXXX ...,,, 21

) ,( 2σµN .
X(α) ο δειγµατικός µέσος  ακολουθεί την κανονική κατανοµή  ) ,( 2 /νσµN ,

(β) η τυχαία µεταβλητή  ακολουθεί τη -κατανοµή µε  βαθµούς 
ελευθερίας και 

22 /σSν 2χ 1−ν

(γ) οι τυχαίες µεταβλητές X  και  είναι ανεξάρτητες και η τυχαία µεταβλητή 2S

S
νµ)XTν

1(
1

−−
=−  

ακολουθεί την t-κατανοµή µε  βαθµούς ελευθερίας. 1−ν

Θεώρηµα 3.5. Έστω  και  ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα από 
τις κανονικές κατανοµές και , αντίστοιχα. Τότε 

κXXX ...,,, 21

),( 2
ΧX σµN  

νYYY ...,,, 21

),( 2
ΥΥ σµN
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(α) η διαφορά των δειγµατικών µέσων ΥΧ −  ακολουθεί την κανονική κατανοµή 
))/()/( ,( 22 νσκσµµN ΥΧΥΧ +− . 

(β) τo πηλίκο των δειγµατικών διασπορών 

22

22

ΥY

XX

/σS
/σS  

ακολουθεί την -κατανοµή µε F 1−κ  και 1−ν  βαθµούς ελευθερίας. 
(γ) µε την προϋπόθεση ότι σ , η τυχαία µεταβλητή 222 σσΥΧ ≡=







 +

−+
+

−−−
=−+

νκνκ
νSκS

µµYXΤ
YX

YX
νκ

11
2

)()(
222 , 

ακολουθεί t-κατανοµή µε  βαθµούς ελευθερίας. 2−+ νκ

Θεώρηµα 3.6. (Νόµος µεγάλων αριθµών). Έστω  τυχαίο δείγµα από 
πληθυσµό µε µέση τιµή µ και διασπορά . Τότε ο δειγµατικός µέσος 

νXXX ...,,, 21
2σ Χ  για µεγάλο ν 

είναι κατά προσέγγιση ίσος µε τον θεωρητικό µέσο µ,  

µX ≅ . 

Θεώρηµα 3.7. (Κεντρικό οριακό θεώρηµα). Έστω  τυχαίο δείγµα από 
πληθυσµό µε µέση τιµή µ και διασπορά σ . Τότε ο τυποποιηµένος δειγµατικός µέσος 

νXXX ...,,, 21
2

νσ
µX

/
− , 

για µεγάλο ν, ακολουθεί κατά προσέγγιση την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή, 

)(
/

zΦz
νσ
µXP ≅








≤

− . 

 
4. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Έστω  τυχαίο δείγµα πληθυσµού µε κατανοµή νXXX ...,,, 21

(α) την Bernoulli µε συνάρτηση πιθανότητας 
xx pppxf −−= 1)1()|( , 1,0=x , 10 << p , 

(β) τη γεωµετρική µε συνάρτηση πιθανότητας 
xpqpxf =)|( , ...,2,1,0=x , pq −= 1 , 10 << p . 

(γ) την Poisson µε συνάρτηση πιθανότητας 

x!
λeλxf

x
λ−=)|( , ...,2,1,0=x , ∞<< λ0 . 

Να βρεθεί σε κάθε µία από τις περιπτώσεις αυτές η συνάρτηση πιθανότητας της 
στατιστικής συνάρτησης . ∑=

=
ν

1i iXT
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2. Έστω  τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε τη διακριτή οµοιόµορφη 
κατανοµή 

νXXX ...,,, 21

N
Nxf 1)|( = , Nx ...,,2,1= . 

∆είξετε ότι η στατιστική συνάρτηση }...,,,max{ 21 νXXXT =  ακολουθεί την 
κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας 

ν

νν

Ν
tttTPNtg )1()()|( −−

==≡ , Nt ...,,2,1= . 

3. Έστω  τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε την εκθετική κατανοµή: νXXX ...,,, 21

θxeθθxf −=)|( , ∞<< x0 , ∞<< θ0 . 

Να βρεθεί η συνάρτηση πυκνότητας της στατιστικής συνάρτησης T . ∑=
=

ν

1i iX

4. (Συνέχεια). Να δειχθεί ότι η τυχαία µεταβλητή ∑=
=

ν

1
2

i iXθΖ  ακολουθεί τη  
κατανοµή µε 2  βαθµούς ελευθερίας. 

2χ
ν

5. (Συνέχεια). Ας θεωρήσουµε δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα  από 
την εκθετική κατανοµή: 

κXXX ...,,, 21

θx
X θex|θf −=)( , ∞<< x0 , ∞<< θ0  

και Y  από την εκθετική κατανοµή: νYY ...,,, 21

λy
Y λeλyf −=)|( , ∞<< y0 , ∞<< λ0 . 

Nα δειχθεί ότι η τυχαία µεταβλητή )/()( YλXθW =  ακολουθεί την F-κατανοµή µε 
 και  βαθµούς ελευθερίας. κ2 ν2

6. Έστω  τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε τη συνεχή οµοιόµορφη 
κατανοµή, 

νXXX ...,,, 21

12
21

1)|(
θθ

,θθxf
−

= , θ 21 θx ≤≤ , ∞<<< 21 θθ0 . 

Να βρεθούν οι περιθώριες και η από κοινού συναρτήσεις πυκνότητας των 
στατιστικών συναρτήσεως T  και Τ} ...,,,max{ 212 νXXX...,,,min{ 211 νXXX= }= . 

7. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή  ακολουθεί τη -κατανοµή µε ν βαθµούς 
ελευθερίας. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση πυκνότητας  της τυχαίας µεταβλητής 

νU 2χ
(w

ν
)fW

ννUW νν 2/)( −=  συγκλίνει, για ∞→ν , στη συνάρτηση πυκνότητας της 
τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. 

8. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή  ακολουθεί την t-κατανοµή µε ν βαθµούς 
ελευθερίας. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση πυκνότητας  της τυχαίας µεταβλητής 

νT
)(wfWν

ν/ TνW νν 2−=  συγκλίνει, για ∞→ν , στη συνάρτηση πυκνότητας της τυπο-
ποιηµένης κανονικής κατανοµής. 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 
 
 
ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ 
 
 
 
 
1. ΕΚΤΙΜΗΤΡΙΕΣ ΚΑΙ ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΤΟΥΣ 
 
 Στη στατιστική συµπερασµατολογία η κατανοµή του υπό εξέταση πληθυσµού 
δύναται να είναι µία γνωστή οικογένεια κατανοµών , )|( θxF Rx∈ ,  µε µόνη 
άγνωστη τη µονοδιάστατη ή πολυδιάστατη παράµετρο θ. Για παράδειγµα αυτή 
δύναται να είναι η οικογένεια των κατανοµών Bernoulli µε 

Θθ ∈









∞<≤
<≤−
<<∞−

=
x
xp
x

pxF
1,1

10,1
0,0

)|(  

στην οποία άγνωστη παράµετρος είναι η πιθανότητα επιτυχίας p µε παραµετρικό 
χώρο το διάστηµα )  ή η οικογένεια των κανονικών κατανοµών µε 1,0(

∫ ∞−

−=
z x dueσµxF 2/2 2

2
1) ,|(
π

, σµxz /)( −= , ∞<<∞− x  

στην οποία άγνωστη παράµετρος είναι το ζεύγος ) , όπου µ είναι η µέση 
τιµή και  η διασπορά της κατανοµής. Η στατιστική συµπερασµατολογία αφορά, 
στην περίπτωση αυτή, την άγνωστη παράµετρο θ και γι’ αυτό χαρακτηρίζεται ως 
παραµετρική. Στοιχεία της παραµετρικής στατιστικής συµπερασµατολογίας 
παρουσιάζουµε στη συνέχεια. Σηµειώνουµε µόνο ότι η απαραµετρική στατιστική 
συµπερασµατολογία ασχολείται µε πληθυσµούς των οποίων η κατανοµή είναι 
εντελώς άγνωστη. Τα στατιστικά συµπεράσµατα δύναται να είναι είτε της µορφής της 
εκχώρησης µιας τιµής ή ενός διαστήµατος τιµών στην άγνωστη παράµετρο 
(εκτιµητική) ή της µορφής της απόφασης για την απόρριψη ή µη µιας υπόθεσης που 
αφορά την άγνωστη παράµετρο (έλεγχος στατιστικών υποθέσεων). Σχετικά µε τη 
σηµειακή εκτίµηση παραµέτρου θέτουµε τον ακόλουθο όρισµό. 

 , 2σ(µθ =
2σ

Ορισµός 1.1 Έστω  τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε συνάρτηση 
κατανοµής  , 

νΧΧΧ ...,,, 21

Rx∈ θ)|( θxF , Θ∈ . Εκτιµήτρια της παραµέτρου θ καλείται µία 
δειγµατοσυνάρτηση T  µε πεδίο τιµών τον παραµετρικό χώρο Θ. Η τιµή 

 για συγκεκριµένο τυχαίο δείγµα  καλείται εκτίµηση της θ. 
)ν...,,,( 21 XXX

)νx...,,,( 21 xxT νxxx ...,,, 21

 Σηµειώνουµε ότι η εκτιµήτρια µιας παραµέτρου είναι τυχαία µεταβλητή ενώ η 
εκτίµηση αυτής είναι ένας σταθερός αριθµός. 
 Η δυνατότητα εύρεσης περισσοτέρων της µιας εκτιµητριών για την ίδια 
παράµετρο θέτει το πρόβληµα της αξιολόγησής τους για την επιλογή της κατά 
περίπτωση καταλληλότερης. ∆ύο από τα σηµαντικότερα στοιχεία αξιολόγησης 
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εκτιµητριών είναι το µέτρο της µεροληψίας τους και το µέτρο της διασποράς τους. 
Σχετικά θέτουµε τους ακόλουθους ορισµούς. 

Ορισµός 1.2. Έστω  τυχαίο δείγµα από τον πληθυσµό µε συνάρτηση 
κατανοµής  , 

νΧΧΧ ...,,, 21

Rx∈ Θθ)|( θxF , ∈  και )...,,,( 21 νXXXTT =  µια εκτιµήτρια της 
παραµέτρου .  θ

),( XXTΤ =(α) Η εκτιµήτρια  καλείται αµερόληπτη εκτιµήτρια της 
παραµέτρου θ αν και µόνο αν 

...,,21 νX

θΤΕ =)(  για κάθε θ Θ∈                                          (1.1) 
(β) Η διαφορά 

θΤΕθbT −= )()( , θ Θ∈                                          (1.2) 

καλείται µεροληψία της εκτιµήτριας Τ της παραµέτρου θ. 

 Σηµειώνουµε ότι σύµφωνα µε τον ορισµό αυτό η µεροληψία µιας αµερόληπτης 
εκτιµήτριας είναι µηδενική. 

Παράδειγµα 1.1. Ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο δείγµα  από πληθυσµό µε 
οποιαδήποτε κατανοµή της οποίας η µέση τιµή είναι µ και η διασπορά είναι . Ο 
δειγµατικός µέσος 

νXXX ...,,, 21
2σ

Χ  και η δειγµατική διασπορά  είναι εκτιµήτριες του µέσου µ 
και της διασποράς , αντίστοιχα. Παρατηρούµε ότι, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.1 
του Κεφαλαίου 6, ισχύουν οι σχέσεις 

2S
2σ

µXE =)( , 22 1)( σ
ν
νSE −

= . 

Εποµένως ο X  είναι µία αµερόληπτη εκτιµήτρια του µ είναι η  δεν είναι 
αµερόληπτη εκτιµήτρια του . Η µεροληψία της  είναι ίση µε 

2S
2σ 2S

ν
σσSEσb

S

2
222 )()(2 −=−= . 

Η τροποποιηµένη δειγµατική διασπορά 2
AS , η οποία δίδεται από τη (2.3) του 

Κεφαλαίου 6 και συνδέεται µε την  µε τη σχέση 2S

22

1
S

ν
νS A −

= , 

έχει µέση τιµή 

2222 1
1

)(
1

)( σσ
ν
ν

ν
νSE

ν
νSE A =

−
⋅

−
=

−
=  

και εποµένως είναι µία αµερόληπτη εκτιµήτρια του . 2σ

 Ένα µέτρο της απόκλισης (σφάλµατος) µιας εκτιµήτριας Τ από την εκτιµουµένη 
παράµετρο θ αποτελεί το µέσο τετραγωνικό σφάλµα . Στην περίπτωση 
που η Τ είναι µια αµερόληπτη εκτιµήτρια της παραµέτρου θ, 

])[( 2θTE −
µΤ θΤΕ == )( , το µέσο 

τετραγωνικό σφάλµα αυτής συµπίπτει µε τη διασπορά της 

)(])[(])[( 22 TVµΤΕθTE T =−=− . 
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Για το λόγο αυτό η τυπική απόκλιση )(TVσΤ =  µιας αµερόληπτης εκτιµήτριας Τ 
της παραµέτρου θ καλείται και τυπικό σφάλµα της εκτιµήτριας Τ. Η ευνόητη 
προτίµηση σε εκτιµήτριες µε όσο το δυνατό µικρότερο µέσο τετραγωνικό σφάλµα 
συνδυαζοµένη µε την απαίτηση για αµερόληπτες εκτιµήτριες οδηγεί στην αναζήτηση 
αµερολήπτων εκτιµητριών ελαχίστης διασποράς. Σχετικά σηµειώνουµε ότι η διασπορά 
µιας αµερόληπτης εκτιµήτριας Τ της παραµέτρου θ δεν µπορεί να είναι µικρότερη 
από ένα κατώτερο φράγµα σύµφωνα µε την ανισότητα Cramér-Rao (η οποία ισχύει 
κάτω από πολύ γενικές συνθήκες): 

)(
1)(
θνΙ

TV ≥ ,                                                 (1.3) 

όπου 




















∂
∂

=
2)|(log)(

θ
θXfΕθI                                       (1.4) 

µε , ,  τη συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας της κατανοµής 
του πληθυσµού και ν το µέγεθος του τυχαίου δείγµατος. Η ποσότητα (1.4) καλείται 
(κατά Fisher) πληροφορία της Χ για το θ. Έτσι αν µία εκτιµήτρια Τ της παραµέτρου θ 
είναι αµερόληπτη και η διασπορά της είναι ίση µε 

) XRx∈|( θxf Θθ ∈

)(
1)(
θIν

TV = ,                                                 (1.5) 

το κατώτερο φράγµα της ανισότητας Cramér-Rao, τότε η Τ είναι µία αµερόληπτη 
εκτιµήτρια ελαχίστης διασποράς. 

Παράδειγµα 1.2. Ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο δείγµα  από ένα 
πληθυσµό µε συνάρτηση πιθανότητας τη δίτιµη Bernoulli (πρβ. Παράδειγµα 1.1 του 
Κεφαλαίου 6) 

νXXX ...,,, 21

xx pppxf −−= 1)1()|( , 1,0=x . 

Παρατηρούµε ότι η µέση τιµή και η διασπορά της κατανοµής του πληθυσµού αυτού 
είναι 

pXEµ == )( , . )1()(2 ppXVσ −==

Ο δειγµατικός µέσος X  είναι µία αµερόληπτη εκτιµήτρια της παραµέτρου p  

∑∑
==

===







=

ν

i
i

ν

i
i pνp

ν
XE

ν
X

ν
EXE

11

1)(11)(  

και η διασπορά του ισούται µε 

∑∑
==

−
=−==








=

ν

i
i

ν

i
i ν

pppνp
ν

XV
ν

X
ν

VXV
1

22
1

)1()1(1)(11)( . 

Επίσης έχουµε 

)1log()1(log)|(log pxpxpxf −−+=  
και έτσι 

p
x

p
x

p
pxf

−
−

−=
∂

∂
1
1)|(log  
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οπότε 

2

2

2

22

)1(
)1(

)1(
)1(2)|(log

p
x

pp
xx

p
x

p
pxf

−
−

+
−
−

−=







∂

∂ . 

Εποµένως, χρησιµοποιώντας τις σχέσεις 

pXE =)( 2 , , 0)()()]1([ 2 =−=−=− ppXEXEXXE

pppXEXEXE −=+−=+−=− 1121)(2)(])1[( 22 , 

συνάγουµε την 

)1(
1

1
11)|(log)(

2

ppppp
pXfEpI

−
=

−
−=




















∂

∂
=  

και έτσι το κάτω φράγµα της ανισότητας Cramér-Rao ισούται µε 

ν
pp

pνΙ
)1(

)(
1 −

= . 

Συνεπώς η αµερόληπτη εκτιµήτρια Χ  της παραµέτρου p η οποία έχει διασπορά 
νppXV /)1()( −= , ίση µε το κάτω φράγµα της ανισότητας Cramér-Rao, είναι µία 

αµερόληπτη εκτιµήτρια ελαχίστης διασποράς για την παράµετρο θ. 

 
2. ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΜΕ ΤΗ ΜΕΘΟ∆Ο ΤΩΝ ΡΟΠΩΝ 
 
 Η σηµειακή εκτίµηση παραµέτρων µε τη µέθοδο των ροπών είναι η παλαιότερη 
και απλούστερη τεχνική εκτίµησης. Σχετικά µε την παρουσίαση της µεθόδου ας 
θεωρήσουµε έναν πληθυσµό µε συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας , 

,  και έστω 
)|( θxf

XRx∈ Θθ ∈
)( r

r XEµ =′ , ...,2,1=r                                            (2.1) 

η r -τάξης ροπή της κατανοµής αυτής περί την αρχή. Είναι φανερό ότι η ροπή αυτή 
είναι συνάρτηση της παραµέτρου θ, )(θµµ rr ′=′ , Θθ ∈ . Σηµειώνουµε ότι η 
παράµετρος αυτή δύναται να είναι είτε µονοδιάστατη είτε κ-διάστατη, 

, . Επίσης, ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο δείγµα 
 από τον ανωτέρω πληθυσµό και έστω 

)...,,,( 21 κθθθθ

νXXX ...,,2

=
,1

...,2,1=κ

∑
=

=′
ν

1

1

i

r
ir X

v
m , ...,2,1=r                                         (2.2) 

η r-τάξης δειγµατική ροπή αυτού περί την αρχή. Με τη µέθοδο των ροπών (α) η r-
τάξης ροπή της κατανοµής του πληθυσµού περί την αρχή εκτιµάται από την 
αντίστοιχη r-τάξης δειγµατική ροπή, 

rr mµ ′=′ˆ , ...,2,1=r                                               (2.3) 

και (β) η εκτιµήτρια της παραµέτρου θ ή οι εκτιµήτριες των παραµέτρων κθθθ ...,,, 21  
προκύπτουν από την επίλυση της εξίσωσης 

Xmθµ =′=′ 11 )ˆ(                                                  (2.4) 
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ή του συστήµατος των εξισώσεων 

rr mθθθµ ′=′ )ˆ...,,ˆ,ˆ( 21 κ , κr ...,,2,1= .                                (2.5) 

Ας σηµειωθεί ότι για την εκτίµηση των ροπών rµ′  της κατανοµής του πληθυσµού µε 
την µέθοδο αυτή δεν απαιτείται η γνώση της συγκεκριµένης συνάρτησης πιθανότητας 
ή πυκνότητας , , ) XRx∈|( θxf Θθ ∈ . Προφανώς, η γνώση της  είναι 
απαραίτητη για την εκτίµηση της παραµέτρου θ ή των παραµέτρων . 

)|( θxf

κθθ ...,,2θ ,1

Παράδειγµα 2.1. Ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο δείγµα  από έναν 
πληθυσµό µε την οµοιόµορφη στο διάστηµα ][  κατανοµή: 

νXXX ...,,, 21

,0 θ

θ
θxf 1)|( = , θx ≤≤0 , )0( ∞<< θ . 

H µέση τιµή της κατανοµής αυτής είναι 

∫ ∫ =







====

θ θ
θ

θ
θ

xxdx
θ

dxθxxfXEµ
0 0

0

2

22
1)|()( . 

Η ροποεκτιµήτρια της παραµέτρου θ συνάγεται από την εξίσωση Xµ =  και είναι η 

Xθ 2ˆ = . 

Παράδειγµα 2.2. Ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο δείγµα  από έναν 
πληθυσµό µε µέση τιµή µ και διασπορά . Να εκτιµηθούν µε τη µέθοδο των ροπών 
οι θεωρητικές ροπές µ και . 

νXXX ...,,, 21
2σ

2σ
Οι ροποεκτιµήτριες των µ και  συνάγονται από τις εξισώσεις 2σ

11 mµ ′=′ , 22 mµ ′=′ . 

Χρησιµοποιώντας το ότι 

µXΕµ ==′ )(1 ,  222
2 )( µσXEµ +==′

οι εξισώσεις αυτές γίνονται 

1ˆ mµ ′= , ∑ ∑
= =

=−=−=−′=
ν

i

ν

i
ii SXX

ν
XX

ν
Xm

1 1

22222
2

2 )(11σ̂ . 

 
3. ΕΚΤΙΜΗΤΡΙΕΣ ΜΕΓΙΣΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΦΑΝΕΙΑΣ 
 
 Η µέθοδος µεγίστης πιθανοφάνειας ως γενική µέθοδος σηµειακής εκτίµησης 
παραµέτρων προτάθηκε από τον R.A. Fisher, πατέρα της σύγχρονης στατιστικής. 
Βασικό χαρακτηριστικό της µεθόδου αυτής είναι η εξέταση της πιθανότητας του 
ενδεχοµένου λήψης συγκεκριµένου τυχαίου δείγµατος και η εκλογή των τιµών των 
αγνώστων παραµέτρων που µεγιστοποιούν αυτή. Συγκεκριµένα ας θεωρήσουµε ένα 
τυχαίο δείγµα  από έναν πληθυσµό µε συνάρτηση πιθανότητας ή 
πυκνότητας , 

νXXX ...,,, 21

)|( θxf XRx∈ , Θθ ∈ . Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας ή 
πυκνότητας των τυχαίων µεταβλητών  δίδεται από την νXX ...,,, 21X

)|()|()|()|...,,,( 2121 θxfθxfθxfθxxxf νν L= , Xi Rx ∈ , νi ...,,2,1= , . Θθ ∈
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Στην περίπτωση συγκεκριµένων τιµών  τυχαίου δείγµατος, αυτή είναι 
συνάρτηση µόνο της παραµέτρου θ, συµβολίζεται µε 

νxxx ...,,, 21

)|()|()|()...,,,|( 2121 θxfθxfθxfxxxθL νν L= , Θθ ∈  

και καλείται συνάρτηση πιθανοφανείας. 
 Η µέθοδος µεγίστης πιθανοφανείας συνίσταται στην εκλογή της τιµής  της 
άγνωστης παραµέτρου )  η οποία µεγιστοποιεί τη συνάρτηση 
πιθανοφανείας, 

θ̂
...,,,( 21 κθθθθ =

)...,,,|(sup)...,,,|ˆ( 2121 νν xxxθLxxxθL
Θθ∈

= . 

Η τιµή θ  καλείται εκτιµήτρια µεγίστης πιθανοφανείας της θ. ˆ

 Υπό ορισµένες συνθήκες ύπαρξης, η τιµή  η οποία µεγιστοποιεί 
τη συνάρτηση πιθανοφανείας ευρίσκεται µε λύση των εξισώσεων πιθανοφανείας, 

)ˆ...,,ˆ,ˆ(ˆ
21 κθθθθ =

0
)...,,,|(log 21 =

∂
∂

rθ
xxxθL ν , κr ...,,2,1= . 

Σηµειώνουµε ότι το µέγιστο της συνάρτησης πιθανοφανείας δεν ευρίσκεται πάντοτε 
µε παραγώγιση. 

Παράδειγµα 3.1. Ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο δείγµα  από έναν 
πληθυσµό του οποίου η κατανοµή είναι η Poisson µε συνάρτηση πιθανότητας 

νXXX ...,,, 21

!/)|( xλeλxf xλ−= , ...,1,0=x , . )0( >λ

Να ευρεθεί η εκτιµήτρια µεγίστης πιθανοφανείας της παραµέτρου λ. 
 Η συνάρτηση πιθανοφανείας είναι η 

∏
=

−−
∑

==
ν

ν
ν

1 21
21 !...!!

!/)...,,,|(
i

x
νλ

i
xλ

xxx
λexλexxxλL

i

i  

και έτσι 

∑
=

−+−=
ν

ν
1

21 !loglog)...,,,|(log
i

ixλxννλxxxλL  

Εποµένως 

λ
xνν

λ
xxxλL ν +−=

∂
∂ )...,,,|(log 21  

και 
xλ =ˆ . 

Η δειγµατοσυνάρτηση Xλ =ˆ  είναι η εκτιµήτρια µεγίστης πιθανοφανείας της παρα-
µέτρου λ. 

Παράδειγµα 3.2. Ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο δείγµα  από έναν 
πληθυσµό µε την οµοιόµορφη στο διάστηµα ][  κατανοµή: 

νXXX ...,,, 21

,0 θ

θ
θxf 1)|( = , θx ≤≤0 , )0( ∞<< θ . 

Να ευρεθεί η εκτιµήτρια µεγίστης πιθανοφανείας της παραµέτρου θ. 
 Η συνάρτηση πιθανοφανείας είναι η 
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νθ
xxxθL 1)...,,,|( 21 =ν , ∞<≤≤ θxi0 , νi ...,,2,1= . 

Το µέγιστο της συνάρτησης αυτής δεν µπορεί να βρεθεί µε παραγώγιση. 
Παρατηρούµε όµως ότι η συνάρτηση αυτή αυξάνει όταν η παράµετρος θ µειώνεται. 
Επειδή  για κάθε θxi ≤ νi ...,,2,1= , οπότε θxxxx ≤≡ }...,,,max{ 21)( νν , η 
συνάρτηση πιθανοφανείας παίρνει τη µέγιστη τιµή της στο σηµείο 

}...,,,max{ˆ
21)( νν xxxxθ ≡= . 

Η δειγµατοσυνάρτηση } είναι η εκτιµήτρια µεγίστης 
πιθανοφανείας της παραµέτρου θ. 

...,,,max{ˆ
21)( νν XXXXθ ==

Παράδειγµα 3.3. Ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο δείγµα  από έναν 
πληθυσµό µε την κανονική κατανοµή ) . Να ευρεθούν οι εκτιµήτριες 
µεγίστης πιθανοφανείας των παραµέτρων µ και . 

νXXX ...,,, 21

 ,( 2σµΝ
2σ

Η συνάρτηση πιθανοφανείας είναι η 
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Εποµένως 
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οπότε 

xµ =ˆ , 22

1

2 )(1ˆ sxx
ν

σ
ν

i
i =−= ∑

=

. 

Οι δειγµατοσυναρτήσεις Xµ =ˆ  και  είναι οι εκτιµήτριες µεγίστης 
πιθανοφανείας των παραµέτρων µ και . 

22ˆ Sσ =
2σ

 
4. ∆ΙΑΣΤΗΜΑΤΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ 
 
 Ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο δείγµα  από έναν πληθυσµό µε 
συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας , 

νXXX ...,,, 21

)|( θxf XRx∈ , Θθ ∈ . Μία εκτιµήτρια 
 της παραµέτρου θ οποιεσδήποτε ιδιότητες και αν έχει, δίδει για )...,,,( 21 νXXXTΤ =
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συγκεκριµένο δείγµα  ως εκτίµηση της θ µία συγκεκριµένη τιµή 
 η οποία πιθανόν να διαφέρει από την αληθή αλλά άγνωστη τιµή της 

θ. Η σηµειακή εκτίµηση παραµέτρου δεν παρέχει καµµιά πληροφορία για το µέγεθος 
και την πιθανότητα απόκλισης της εκτιµήτριας από την υπό εκτίµηση παράµετρο. Η 
έλλειψη αυτή καθιστά χρήσιµη την εκτίµηση της άγνωστης παραµέτρου από ένα 
διάστηµα τιµών το οποίο περιέχει την αληθή τιµή αυτής µε προκαθορισµένη 
πιθανότητα. Τα άκρα ενός τέτοιου διαστήµατος ως δειγµατοσυναρτήσεις είναι 
τυχαίες µεταβλητές καθιστώντας τούτο ένα τυχαίο διάστηµα. Συγκεκριµένα θέτουµε 
τον ακόλουθο ορισµό. 

νxxx ...,,, 21

XXX ...,,, 21

R∈ Θθ ∈

)...,,,( 21 νxxxΤ

(x
)νX U( 1XLL =

α− 0

LP(

1c 2c 1

cP( 1

YP <(

( cYP <

θL ≤ (LL =

UθLP ≤≤(

,[ UL

1

Ορισµός 4.1. Έστω  τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε συνάρτηση 
κατανοµής  , . Το τυχαίο διάστηµα [  

ν

)| θF , x ],UL , UL ≤ , του οποίου τα 
άκρα  και ...,,, 2X )...,,,( 21 νXXXU=  είναι δειγµατοσυναρτήσεις µε 
τιµές στον παραµετρικό χώρο Θ καλείται διάστηµα εµπιστοσύνης για την παράµετρο θ 
µε συντελεστή εµπιστοσύνης 1 , 1<< α  αν για κάθε θ Θ∈  ισχύει η σχέση 

αUθ −=≤≤ 1) . 

 Μία γενική µέθοδος κατασκευής διαστηµάτων εµπιστοσύνης, η οποία στις 
κλασικές κατανοµές δύναται να εφαρµοσθεί µε απόλυτη επιτυχία, συνοψίζεται στα 
ακόλουθα βήµατα. 

(α) Προσδιορίζουµε µία σηµειακή εκτιµήτρια )...,,,( 21 νXXXTΤ =  της 
παραµέτρου θ και κατασκευάζουµε µία συνάρτηση των Τ και θ, 

),( θTgΥ = , 

της οποίας η συνάρτηση κατανοµής , )(yFY Ry∈ , είναι ανεξάρτητη της παραµέτρου 
θ (και άλλων τυχόν αγνώστων παραµέτρων). 

(β) Χρησιµοποιώντας την κατανοµή , )(yFY Ry∈ , υπολογίζουµε δύο σταθερές 
 και  µε c  τέτοιες ώστε 2c≤

αcY −=≤≤ 1)2  

ή ισοδύναµα 

αcYPc =<+ )() 21 . 

Συνήθως λαµβάνουµε 

2/)() 21 αcYP =>= . 

(γ) Λύνοντας τη διπλή ανισότητα 21 ),( cθTgc ≤≤  ως προς θ συνάγουµε τη διπλή 
ανισότητα , όπου  και UU≤ ) ...,,,( 21 νXXXU...,,, 21 νXXX )=  µε 

αcYcP −=≤≤= 1)() 21 . 

Το τυχαίο διάστηµα ]  είναι ένα διάστηµα εµπιστοσύνης µε συντελεστή 
εµπιστοσύνης 1 . α−
 Όπως και στην περίπτωση των σηµειακών εκτιµητριών, υπάρχουν διάφορα 
κριτήρια αξιολόγησης των διαστηµάτων εµπιστοσύνης. Σχετικά σηµειώνεται ότι είναι 
επιθυµητό όπως το µήκος ενός διαστήµατος εµπιστοσύνης µε δεδοµένο συντελεστή 
εµπιστοσύνης  είναι όσο το δυνατό πιο µικρό. Επίσης είναι επιθυµητό όπως το 
µέσο µήκος του είναι όσο το δυνατό πιο µικρό. Η ανωτέρω µέθοδος εξασφαλίζει, στις 

α−
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περισσότερες περιπτώσεις, την ελαχιστοποίηση του µέσου µήκους του προκύπτοντος 
διαστήµατος εµπιστοσύνης. 

Παράδειγµα 4.1. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο κανονικού πληθυσµού µε γνωστή 
διασπορά. Ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο δείγµα  από την κανονική 
κατανοµή )  της οποίας η διασπορά  είναι γνωστή. Ένα διάστηµα 
εµπιστοσύνης για τον άγνωστο µέσο µ δύναται να κατασκευασθεί σύµφωνα µε τη 
γενική µέθοδο κατασκευής διαστηµάτων εµπιστοσύνης ως εξής: 

νXXX ...,,, 21
2σ ,( 2σµΝ

 O δειγµατικός µέσος Χ  είναι µία εκτιµήτρια του µέσου µ και ακολουθεί την 
κανονική κατανοµή )  (βλ. Θεώρηµα 3.4 του Κεφαλαίου 6). Εποµένως ο 
τυποποιηµένος δειγµατικός µέσος 

/( νµΝ , 2σ

νσ/
µΧΖ −

=  

ο οποίος είναι συνάρτηση των Χ  και µ ακολουθεί την τυποποιηµένη κανονική 
κατανοµή ) , οπότε 1,0(Ν

αz
νσ/
µΧzP −=








≤

−
≤− 12/2/ αα , 

όπου  είναι το άνω  σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής, 2/αz 2/α

2/)(1)( 2/2/ αzΦzZP α =−=> α , 

και λόγω συµµετρίας, Φ )(1)( zΦz −=− , είναι 

2/)(1)()( 2/2/2/ αzΦzΦzZP =−=−=−< ααα . 

Λύνοντας τη διπλή ανισότητα παίρνουµε 

α
ν
σzΧµ

ν
σzXP α/α/ −=








+≤≤− 122  

και έτσι το τυχαίο διάστηµα 









+−

ν
σzΧ

ν
σzΧ α/α/ 22   ,  

είναι ένα διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο µ µε συντελεστή εµπιστοσύνης 1 . α−
 Σηµειώνουµε ότι το µήκος του διαστήµατος αυτού, 

ν
σzl α/ 22= , 

δεν είναι τυχαία µεταβλητή. 

Παράδειγµα 4.2. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο κανονικού πληθυσµού µε 
άγνωστη διασπορά. Ο δειγµατικός µέσος X  είναι µία εκτιµήτρια του µέσου µ του 
πληθυσµού και ο τυποποιηµένος δειγµατικός µέσος 

νσ/
µXZ −

=  
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ακολουθεί, όπως και στο Παράδειγµα 4.1, την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή 
. Όµως η συνάρτηση αυτή των )1,0(N X  και µ, επειδή περιέχει την άγνωστη 

παράµετρο , δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την κατασκευή ενός διαστήµατος 
εµπιστοσύνης για το µέσο µ. Αντικαθιστώντας την άγνωστη διασπορά  µε την 

αµερόληπτη δειγµατική διασπορά 

2σ
2σ

22

1
S

ν
νS A −

=  παρατηρούµε ότι η τυχαία 

µεταβλητή 

11
−

−
=− νS/

µXTν  

ακολουθεί την t-κατανοµή µε 1−ν  βαθµούς ελευθερίας (βλ. Θεώρηµα 3.4 του 
Κεφαλαίου 6), οπότε 

αα/t
νS/

µXα/tP ν −=







≤

−
−

≤− −− 1)2(
1

)2( 11ν , 

όπου )  είναι το άνω  σηµείο της t-κατανοµής µε  βαθµούς 
ελευθερίας, 

2/(1 αt −ν 2/α 1−ν

2/)]2/([ 11 αatTP => −− νν , 

και λόγω συµµετρίας 
2/)]2/([)]2/([ 1111 ααtTPαtTP =>=−< −−−− νννν . 

Λύνοντας τη διπλή ανισότητα παίρνουµε 

α
ν
SαtXµ

ν
SαtXP −=








−

+≤≤
−

− −− 1
1

)2/(
1

)2/( 11 νν  

και έτσι το τυχαίο διάστηµα 









−

+
−

− −− 1
)2/(  ,

1
)2/( 11 ν

SαtX
ν
SαtX νν  

είναι ένα διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο µ µε συντελεστή εµπιστοσύνης 1 . α−
 
5. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Έστω  τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε οποιαδήποτε κατανοµή 
και 0 . Να δειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση 

νXXX ...,,, 21

) >≤ α(= XPp

ν
XXXΤ 1)...,,,( 21 =ν [αριθµός των , κκΧ ν...,,2,1=  µε  ]

)

αΧ κ ≤

είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της παραµέτρου p. 

2. Έστω  τυχαίο δείγµα από κανονικό πληθυσµό . Να 
δειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση 

νΧΧΧ ...,,, 21 ,0( 2σΝ

∑
=

=
ν

κ
κX

ν
S

1

22 1  

είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της διασποράς  ενώ η στατιστική συνάρτηση 2σ
2SS =  δεν είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της τυπικής απόκλισης 2σσ = . 
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3. (Συνέχεια). Να δειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση 

∑
=

=
ν

κ
κ||Χπ

ν
Τ

12
1  

είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της τυπικής απόκλισης 2σσ = . 

4. Έστω  τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε συνεχή οµοιόµορφη 
κατανοµή: 

νXXX ...,,, 21

θ
θxf 1)|( = , θx ≤≤0 . 

Nα υπολογισθεί η µεροληψία της εκτιµήτριας }...,,,max{ 21 νXXXΤ =  της 
παραµέτρου θ. 

5. Έστω  τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε εκθετική κατανοµή: νXXX ...,,, 21

θxθeθxf −=)|( , ∞<< x0 , ∞<< θ0 . 

Να δειχθεί ότι η ροποεκτιµήτρια της παραµέτρου θ συµπίπτει µε την εκτιµήτρια 
µεγίστης πιθανοφανείας αυτής. 

6. Έστω  τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε γεωµετρική συνάρτηση 
πιθανότητας 

νXXX ...,,, 21

x

θ
θ

θ
θxf 








++
=

11
1)|( , ...,2,1,0=x , ∞<< θ0 . 

Να βρεθεί η εκτιµήτρια µεγίστης πιθανοφανείας της παραµέτρου θ και να δειχθεί ότι 
αυτή είναι αµερόληπτη. 

7. Έστω  τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε συνάρτηση πυκνότητας νXXX ...,,, 21

1)|( −= θθxθxf , 10 << x , ∞<< θ0 . 

Να βρεθεί η εκτιµήτρια µεγίστης πιθανοφανείας και να εξετασθεί κατά πόσον είναι 
αµερόληπτη. 

8. Έστω  τυχαίο δείγµα από κανονικό πληθυσµό . Να 
προσδιορισθεί διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διασπορά  µε συντελεστή 
εµπιστοσύνης 1 . 

νXXX ...,,, 21

α−

),0( 2σΝ
2σ

9. Έστω  τυχαίο δείγµα από πληθυσµό µε εκθετική κατανοµή νXXX ...,,, 21

x/θe
θ

θxf −=
1)|( , ∞<< x0 , ∞<< θ0 . 

Να προσδιορισθεί διάστηµα εµπιστοσύνης για την παράµετρο θ µε συντελεστή 
εµπιστοσύνης 1 . α−

10. Έστω  και  ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα από τις 
 και  αντίστοιχα. Να προσδιορισθεί διάστηµα εµπιστοσύνης για τη 

διαφορά  µε συντελεστή εµπιστοσύνης 

κΧΧΧ ,...,, 21

)1,( ΥµΝ

Υµ

νΥΥΥ ,...,, 21

)1,( ΧµΝ

Χµ − α−1 . 



 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8 
 
 
ΕΛΕΓΧΟΙ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ 
 
 
 
 
1. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΕΣ ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ ΚΑΙ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΕΛΕΓΧΟΥ ΤΟΥΣ 
 
 Στην παραµετρική στατιστική συµπερασµατολογία στατιστική υπόθεση είναι µία 
εικασία που αφορά άγνωστη παράµετρο της κατανοµής του υπό εξέταση πληθυσµού. 
Συγκεκριµένα, ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο δείγµα  από έναν πληθυσµό 
µε συνάρτηση κατανοµής , 

νXXX ...,,, 21

)|( θxF Rx∈ , Θθ ∈ . Η εικασία ότι , όπου 
, συµβολιζοµένη µε , είναι µία στατιστική υπόθεση. Επίσης η εικασία ότι 

, όπου  µε 

0Θθ∈
ΘΘ ⊂0

1Θθ∈
0Η

ΘΘ ⊂1 ∅=∩ 10 ΘΘ , συµβολιζοµένη µε , είναι επίσης µία 
στατιστική υπόθεση, η οποία είναι εναλλακτική της . 

1H

0H
 Η υπό εξέταση στατιστική υπόθεση παρουσιάζεται στη µορφή ενός ισχυρισµού για 
την παράµετρο θ, την απόδειξη της ορθότητας του οποίου έχει ως σκοπό η στατιστική 
έρευνα. Στο πλαίσιο αυτό η υπόθεση 00 Θθ:H ∈  είναι µία εικασία η οποία ακυρώνει 
(µηδενίζει) τον υπό εξέταση ισχυρισµό και καλείται µηδενική υπόθεση. Η υπό 
εξέταση υπόθεση  καλείται εναλλακτική υπόθεση. 11 Θθ:H ∈
 Μία στατιστική υπόθεση ii Θθ:H ∈  καλείται απλή υπόθεση αν το υποσύνολο  
του παραµετρικού χώρου Θ είναι µονοσύνολο, δηλαδή }

iΘ
{ ii θΘ = , ενώ καλείται 

σύνθετη υπόθεση αν το Θ  περιέχει περισσότερα από ένα σηµεία, i 1,0=i . 
 Ο στατιστικός έλεγχος της µηδενικής υπόθεσης 00 Θθ:H ∈  έναντι της εναλλα-
κτικής υπόθεσης  είναι µία διαδικασία, η οποία χρησιµοποιώντας τις 
παρατηρούµενες τιµές  του τυχαίου δείγµατος, καταλήγει είτε στην 
απόφαση απόρριψης της  και αποδοχής της  είτε στην απόφαση αποδοχής (ή 
καλύτερα µη απόρριψης) της . Απαραίτητο στοιχείο της διαδικασίας αυτής είναι ο 
καθορισµός µιας δειγµατοσυνάρτησης ελέγχου η οποία να διαµερίζει το δειγµατικό 
χώρο , 

11 Θθ:H ∈
xx , 21

0H

ixx :)...,,2 ν

νx...,,

0H

XR∈

1H

X xxR = ,{( 1
ν }...,,2,1 νi =  σε δύο περιοχές Κ και Α. Η περιοχή 

Κ καλείται κρίσιµη περιοχή ή περιοχή απόρριψης και περιλαµβάνει τα δειγµατικά 
σηµεία )  στα οποία η  απορρίπτεται. Η περιοχή Α καλείται περιοχή 
αποδοχής (ή µη απόρριψης) και περιλαµβάνει τα δειγµατικά σηµεία  
στα οποία η  γίνεται αποδεκτή (ή δεν απορρίπτεται). 

...,,,( 21 xx

0Η

νx 0Η
)...,,,( 21 νxxx

 Ένας στατιστικός έλεγχος µιας µηδενικής υπόθεσης 00 Θθ:Η ∈  έναντι µιας 
εναλλακτικής υπόθεσης  δύναται να οδηγήσει στη λήψη ορθής απόφασης 
ή στη λήψη µιας από τις ακόλουθες δύο λανθασµένες αποφάσεις: (α) Απόρριψη της 

 όταν στην πραγµατικότητα αυτή είναι αληθής, απόφαση που συνιστά σφάλµα 

11 Θθ:H ∈

0H
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τύπου Ι και (β) αποδοχής (ή µη απόρριψης) της  όταν στην πραγµατικότητα αυτή 
είναι αναληθής (εσφαλµένη), απόφαση που συνιστά σφάλµα τύπου ΙΙ. 

0H

) K∈

[(Xθ

<< α

=}0

1

 Ας θεωρήσουµε τη πιθανότητα απόρριψης της υπόθεσης : 0H

]...,,,[()( 21 XXXPθα θ= ν , θ Θ∈ , 

οπότε η πιθανότητα αποδοχής (ή µη απόρριψης) της υπόθεσης αυτής είναι 

])...,,,])...,,,[(1)(1 2121 AXXPKXXXPθα ∈=∈−=− ννθ , . Θθ ∈

Η πιθανότητα )  εξαρτάται από την τιµή της παραµέτρου θ της κατανοµής 
, ,  του πληθυσµού και επίσης από το µέγεθος ν του δείγµατος 

και την κρίσιµη περιοχή Κ. Έτσι η )  µε περιορισµό της παραµέτρου θ στα 
υποσύνολα  και  του Θ, δύναται να εκφράσει τις πιθανότητες λανθασµένης ή 
ορθής απόφασης απόρριψης της . 

(θα
θ ∈

Θ

)|( θxF Rx∈

0Θ

Θ

1

(θα

0H
 Η , θ  είναι η πιθανότητα απόρριψης της  υπό την υπόθεση ότι η  
είναι αληθής, δηλαδή είναι η πιθανότητα σφάλµατος τύπου Ι. Το  
καλείται µέγεθος του ελέγχου. 

) 0Θ∈(θα 0H 0Η

0Θ }),(sup{ θθα ∈

 Η , ) 1Θθ(1 θα− ∈  είναι η πιθανότητα αποδοχής (ή µη απόρριψης) της  υπό 
την υπόθεση ότι η  είναι αναληθής (εσφαλµένη), δηλαδή είναι η πιθανότητα 
σφάλµατος τύπου ΙΙ. 

0H

0H

 Η , θ  είναι η πιθανότητα απόρριψης της  υπό την υπόθεση ότι η  
είναι αναληθής, δηλαδή είναι η πιθανότητα ορθής απόφασης απόρριψης της . Η 
συνάρτηση ,  καλείται συνάρτηση ισχύος του ελέγχου και η τιµή αυτής 

 σε συγκεκριµένο σηµείο 

) 1Θ∈

)(θα

(θα 0H 0H

0H

1Θθ∈
)(θα 1Θθ∈  καλείται ισχύς του ελέγχου στο σηµείο θ . 1Θ∈

 Σ’ ένα στατιστικό έλεγχο είναι βεβαίως επιθυµητό όπως οι πιθανότητες των 
σφαλµάτων τύπου Ι και τύπου ΙΙ είναι όσο το δυνατό µικρές. Τούτο όµως δεν είναι 
γενικά εφικτό. Συγκεκριµένα στην περίπτωση που το µέγεθος ν του τυχαίου 
δείγµατος είναι δεδοµένο, όταν η µία από τις πιθανότητες σφάλµατος ελαττώνεται η 
άλλη κατά κανόνα αυξάνεται. Στην κλασική θεωρία ελέγχου υποθέσεων συνήθως 
εκλέγεται ένα επίπεδο σηµαντικότητας α µε 10  και µεταξύ των ελέγχων των 
οποίων το µέγεθος είναι 

αΘθθα ∈),(sup{ , 

προσδιορίζεται εκείνος που ελαχιστοποιεί την πιθανότητα σφάλµατος τύπου ΙΙ ή 
ισοδύναµα µεγιστοποιεί την ισχύ, 

)(θα , θ Θ∈ . 

Η εκλογή του επιπέδου σηµαντικότητας α εξαρτάται από το ποσό είναι ανεκτή η 
εσφαλµένη απόρριψη της µηδενικής υπόθεσης . Συνήθως το επίπεδο 
σηµαντικότητας εκλέγεται ίσο µε 

0H
05,0=α . Η εκλογή 01,0=α  είναι αρκετά 

συντηρητική ενώ η εκλογή 10,0=α  είναι αρκετά ανεκτική στην εσφαλµένη 
απόρριψη της . 0H
 Στις εφαρµογές, αντί να εξετάζεται κατά πόσον η παρατηρηθείσα τιµή 

 του τυχαίου δείγµατος οδηγεί στην απόφαση απόρριψης ή στην 
απόφαση µη απόρριψης της µηδενικής υπόθεσης  στο καθορισµένο επίπεδο 

)...,,,( 21 νxxx

0H
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σηµαντικότητας α, δύναται να υπολογίζεται το µικρότερο επίπεδο σηµαντικότητας 
, καλούµενο κρίσιµο µέγεθος (ή p-τιµή), στο οποίο το 

συγκεκριµένο δείγµα )  οδηγεί στην απόρριψη της  υπό την υπόθεση 
ότι η  είναι αληθής. Προφανώς, η παρατηρηθείσα τιµή )  του τυχαίου 
δείγµατος αποτελεί ισχυρή µαρτυρία εναντίον της  αν το κρίσιµο µέγεθος 

 είναι πολύ µικρό, ενώ συνηγορεί υπέρ της µη απόρριψης (ή 
αποδοχής) της  αν το p δεν είναι πολύ µικρό. Έτσι αν 

)...,,,( 21 νxxxpp =

0H

)...,,,( 21 νxxxpp =

0H

...,,,( 21 νxxx 0H
...,,2x

α

,( 1 νxx

0H

p ≤  η  απορρίπτεται 
και αν 

0H
αp > 0H

)|( θxf XRx∈ θ

 η  δεν δύναται να απορριφθεί. 

Θ

νXX ...,,2

()|( 21 xfθxf=

X 1

...,,,|( 21 xxxθL ν XRi ∈ ...,,2,1=

)
|( 1θ00 : θθH =

1H

, 21 xxL

0H11 : θθH =

)
)

}c

...,

...,

ν

ν

x
x

)1

,
,

2

2

x
x

,0 θθ

|...,,,( 21 νxxxg

...,,,{( 21 xxx <=

)...,,,{( 21 xxx }αc)1θ,0θK <ν

gPθ

αc

α αcα =<= ([log)0 0

[log)( 1 1θ
gPθ

]

αc

)1

), 1θ

(

]<=

00 : θ θ=

11 : θθH =

0θH 0 : θ =

0θθ ≤

 
2. ΕΛΕΓΧΟΙ ΑΠΛΩΝ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ ΕΠΕΚΤΑΣΕΙΣ ΤΟΥΣ 
 
 Ας θεωρήσουµε έναν πληθυσµό µε συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας 

, ,  και έστω προς έλεγχο η απλή µηδενική υπόθεση  
έναντι της απλής εναλλακτικής υπόθεσης 

∈ 00 : θθH =

11 : θθH = . Σχετικά, ας θεωρήσουµε ένα 
τυχαίο δείγµα  από τον πληθυσµό αυτό και τη συνάρτηση 
πιθανοφανείας 

,

)|()|) θxfθ νL , x , i ν , θ . Θ∈

∆ιαισθητικά, αν η πιθανοφάνεια  της µηδενικής υπόθεσης 
 είναι πολύ µικρότερη από την πιθανοφάνεια  της 

εναλλακτικής υπόθεσης , τότε πρέπει να απορριφθεί η  και να γίνει 
δεκτή η . Έτσι, χρησιµοποιώντας το λόγο πιθανοφανειών 

...,,,|( 210 νxxxθL
...,, νx )

,|(
,|(

),
11

10
10 xθL

xθL
θθ =                           (2.1) 

η κρίσιµη περιοχή είναι 

|...,,,(:) 21 xxxgΚ νν  
ή ισοδύναµα 

|...,,,(log: 21 xxxg= ν ,                    (2.2) 

όπου η σταθερή  εξαρτάται από το επίπεδο σηµαντικότητας α και προσδιορίζεται 
από τη σχέση 

θθXXXθ ,|...,,, 021 ν .                     (2.3) 

 Η ισχύς του ελέγχου αυτού είναι 

|...,,,( 021 θXXXα ν .                         (2.4) 

 Ο έλεγχος της απλής µηδενικής υπόθεσης H  έναντι της απλής 
εναλλακτικής υπόθεσης , µε κρίσιµη περιοχή οριζόµενη από τις (2.2) και 
(2.3) και ισχύ την (2.4), κάτω από ορισµένες προυποθέσεις δύναται να επεκταθεί 

(α) στον έλεγχον τόσο της απλής µηδενικής υπόθεσης  όσο και της 
σύνθετης µονόπλευρης µηδενικής υπόθεσης 0 :H  έναντι της σύνθετης 
µονόπλευρης εναλλακτικής υπόθεσης , 01 : θθH >
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(β) στον έλεγχον τόσο της απλής µηδενικής υπόθεσης 00 : θθH =  όσο και της 
σύνθετης µονόπλευρης µηδενικής υπόθεσης  έναντι της σύνθετης 
µονόπλευρης εναλλακτικής υπόθεσης 

00 : θθH ≥

01 : θθH <  και 
(γ) στον έλεγχον της σύνθετης µηδενικής υπόθεσης 00 : θθH ≤  ή , µε 

, έναντι της σύνθετης εναλλακτικής υπόθεσης 
1θθ ≥

10 θθ < 10 θθ1 :θH << . 
Αντί της γενικής θεωρίας περιοριζόµαστε στην παρουσίαση σχετικών 

παραδειγµάτων. 

Παράδειγµα 2.1. Έλεγχος για το ποσοστό διχοτοµηµένου πληθυσµού. Ας θεωρήσουµε 
έναν πληθυσµό του οποίου τα στοιχεία εκφράζονται ποσοτικά από µια δίτιµη τυχαία 
µεταβλητή. Έστω ότι η δίτιµη αυτή τυχαία µεταβλητή, η οποία διχοτοµεί τον 
πληθυσµό, ακολουθεί τη δίτιµη κατανοµή Bernoulli µε συνάρτηση πιθανότητας: 

10  ,1 ,0  ,)1()|( 1 <<=−= − pxpppxf xx . 

Να ελεχθεί η απλή µηδενική υπόθεση 00 : ppH =  έναντι της απλής εναλλακτικής 
υπόθεσης  µε . 11 : ppH = 10 pp <

Αν  είναι ένα τυχαίο δείγµα από τον πληθυσµό αυτό, τότε η 
συνάρτηση πιθανοφανείας είναι: 

νXXX ...,,, 21

tt ppxxxpL −−= ν
ν )1()...,,,|( 21 , t  ∑

=

=
ν

1i
ix

και ο λογάριθµος του λόγου πιθανοφανειών (2.1) παίρνει τη µορφή: 

0

1

10

01
1021 1

1log
)1(
)1(

log),|...,,,(log
p
pν

pp
pp

tppxxxg
−
−

+
−
−

=ν . 

Επειδή , οπότε 110 10 <<< pp 01 1 pp −<−  και )1()1( 0110 pppp −<− , είναι 

0
)1(
)1(

log
10

01 >
−
−

pp
pp

 

και έτσι η κρίσιµη περιοχή γίνεται 

}:)...,,,{( 21 αν ctxxxK >= , 

όπου η σταθερή , για δεδοµένο επίπεδο σηµαντικότητας α, υπολογίζεται από τη 
σχέση 

αc

acTPp ≤> )(
0 α . 

Παρατηρούµε ότι αν η 00 : ppΗ =  είναι αληθής τότε το άθροισµα  

ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους ν και p και έτσι 

∑
=

=
ν

1i
iXT

apcFcTP αp ≤−=> )|(1)( 00 να , 
όπου 

κνκ
x

k
pp

κ
ν

pxF −

=

−







= ∑ )1()|(

][

0
ν . 
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Η ισχύς του ελέγχου αυτού είναι 

)|(1)()( 11 1
pcFcTPpα αp να −=>= . 

Οµοίως συνάγεται ότι για τον έλεγχο της απλής µηδενικής υπόθεσης  
έναντι της απλής εναλλακτικής υπόθεσης 

00 : ppH =

11 : ppH =  µε , η κρίσιµη περιοχή 
είναι: 

10 pp >

}:)...,,,{( 21 αν ctxxxK <= , 

όπου η σταθερή , για δεδοµένο επίπεδο σηµαντικότητας α, υπολογίζεται από τη 
σχέση 

αc

apcFcTP αp ≤−=< )|()( 00 να . 

 Η ισχύς του ελέγχου αυτού είναι 

)|()()( 11 1
pcFcTPpα αp −=<= να . 

Παράδειγµα 2.2. Έλεγχος για τον µέσο κανονικού πληθυσµού µε γνωστή διασπορά. Ας 
θεωρήσουµε έναν πληθυσµό µε κανονική κατανοµή )  της οποίας η διασπορά 

 είναι γνωστή και έστω προς έλεγχο η απλή µηδενική υπόθεση  έναντι 
της απλής εναλλακτικής υπόθεσης 

,( 2σµΝ
2σ 00 : µµH =

11 : µµH =  µε 1µ0µ < . Αν  είναι ένα 
τυχαίο δείγµα από τον πληθυσµό αυτό, τότε 

νXX ...,,2X ,1









−−= ∑

=

−
ν

ν
ν

1

2
2

2/2
21 )(

2
1exp)2()...,,,|(

i
i µx

σ
πσxxxµL  

και 

∑ ∑
= =

−+−−=
ν ν

ν
1 1

2
12

2
021021 )(

2
1)(

2
1),|...,,,(log

i i
ii µx

σ
µx

σ
µµxxxg  

                      2

2
1

2
0

2
10

2
)()(

σ
µµν

x
σ

µµν −
−

−
= . 

Η κρίσιµη περιοχή 

}),|...,,,(log:)...,,,{( 102121 cθθxxxgxxxK <= νν , 

επειδή  είναι 10 µµ <

}:)...,,,{( 21 αν cxxxxK >= , 

όπου η σταθερή , για δεδοµένο επίπεδο σηµαντικότητας α, υπολογίζεται από τη 
σχέση 

αc

acXPµ => )(
0 α . 

Παρατηρούµε ότι αν η 00 : µµΗ =  είναι αληθής τότε ο δειγµατικός µέσος Χ  
ακολουθεί την κανονική κατανοµή  και έτσι η )/, 2

0 νσ(µN

νσ/
µX

Z 0−
=  
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ακολουθεί την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή ) . Εποµένως 1,0(N

α
νσ/
µc

Φ
νσ/
µc

ΖPcXP αα
µµ =







 −
−=







 −
>=> 00 1)(

00 α . 

Συµβολίζοντας µε  το άνω α-σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής , το 
οποίο ορίζεται από τη σχέση 

αz )1,0(N

αzΦzZP =−=> )(1)( αα , 
παίρνουµε 

νσ/zµc αα += 0  
και έτσι 

{ }








>
−

=+>= αα z
νσ/
µx

xxxνσ/zµxxxxK 0
21021 :)...,,,(:)...,,,( νν . 

 Η ισχύς του ελέγχου αυτού είναι 

)()( 01 1
νσ/zµXPµα αµ +>= , 

όπου η Χ , αν η  είναι αληθής, ακολουθεί την κανονική κατανοµή 11 : µµH =

),( 1 νσ/µN . Εποµένως 








 −
+−=







 −
+>=+>=

νσ/
µµ

zΦ
νσ/
µµ

zZPνσ/zµXPµα αααµ
1010

01 1)()(
1

. 

 Κατά τον ίδιο τρόπο συνάγεται ότι για τον έλεγχο της απλής µηδενικής υπόθεσης 
 έναντι της απλής εναλλακτικής υπόθεσης 00 : µµH = 11 : µµH =  µε , η 

κρίσιµη περιοχή απλοποιείται διαδοχικά ως εξής: 
10 µµ >

}:)...,,,{( 21 αν cxxxxK <= , 

όπου η σταθερή , για δεδοµένο επίπεδο σηµαντικότητας α, υπολογίζεται από τη 
σχέση 

αc

acXPµ =< )(
0 α . 

Έτσι 

νσ/zµc αα −= 0  
και 

{ }








−<
−

=−<= αα z
νσ/
µx

xxxνσ/zµxxxxK 0
21021 :)...,,,(:)...,,,( νν . 

 Η ισχύς του ελέγχου αυτού είναι 








 −
+−=







 −
−−<=−<=

νσ/
µµ

zΦ
νσ/
µµ

zZPνσ/zµXPµα αααµ
0101

01 1)()(
1

. 

Παράδειγµα 2.3. Έλεγχος για τον µέσο κανονικού πληθυσµού µε γνωστή διασπορά 
(Συνέχεια). Να ελεχθεί (α) η απλή µηδενική υπόθεση 00  έναντι της σύνθετης 
µονόπλευρης εναλλακτικής υπόθεσης  και (β) η σύνθετη µονόπλευρη 01 : µµH >

: µµH =
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µηδενική υπόθεση  έναντι της σύνθετης µονόπλευρης εναλλακτικής 
υπόθεσης . 

00 : µµH ≤
: µµH > 01

>xx :)...,, ν

0 : µµH =

= xxK 21 ,(

01 : µµH >

=+ νσ/zα )> µXPµ 0(

= xxK 21 ,,(

>= XPµ ()

XRx∈ θ

νXX ...,,, 21

}{ 0θ=

 (α) Η κρίσιµη περιοχή του ελέγχου της απλής µηδενικής υπόθεσης  
έναντι της απλής εναλλακτικής υπόθεσης 

00 : µµH =

11 : µµH = , µε , σύµφωνα µε το 
Παράδειγµα 2.2, είναι 

01 µµ >

{ }








>
−

=+ αα z
νσ/
µx

xxxνσ/zµ 0
210 :)...,,,( ν  

και δεν εξαρτάται από τη συγκεκριµένη τιµή  αλλά µόνο από το ότι . Έτσι 
η κρίσιµη αυτή περιοχή παραµένει αµετάβλητη και για τον έλεγχο της απλής 
µηδενικής υπόθεσης  έναντι της σύνθετης µονόπλευρης εναλλακτικής 
υπόθεσης . Η συνάρτηση ισχύος του ελέγχου αυτού δίδεται από την 

1µ 01 µµ >

0

  0µµ >






 −
+−=







 −
+>=

νσ/
µµ

zΦ
νσ/
µµ

zZPµα αα
00 1)( ,

και είναι αύξουσα συνάρτηση του µ. 
 (β) Ας θεωρήσουµε τον έλεγχο µε κρίσιµη περιοχή 

{ }








>
−

=+> αα z
νσ/
µx

xxxνσ/zµxx 0
210 :)...,,,(:)..., νν . 

Επειδή η πιθανότητα απόρριψης της 00 : µµH ≤ , 








 −
+−=







 −
+>=+

νσ/
µµ

zΦ
νσ/
µµ

zZPνσ/zµµα ααα
00

0 1)( , 

είναι αύξουσα συνάρτηση του µ, για κάθε 0µµ ≤ , το µέγεθος του ελέγχου αυτού 
είναι 

αzΦµµµα α =−=≤ )(1}  ),({sup 0  

όπως ακριβώς και των ελέγχων της απλής µηδενικής υπόθεσης  τόσο 
έναντι της απλής εναλλακτικής υπόθεσης 

00 : µµH =

11 : µµH = , µε , όσο και έναντι της 
σύνθετης µονόπλευρης εναλλακτικής υπόθεσης . 

01 µµ >

01 : µH µ>

 
3. ΕΛΕΓΧΟΙ ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟΥ ΛΟΓΟΥ ΠΙΘΑΝΟΦΑΝΕΙΩΝ 
 
 Ας θεωρήσουµε έναν πληθυσµό µε συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας 

, ,  και έστω προς έλεγχο η µηδενική υπόθεση  
έναντι της εναλλακτικής υπόθεσης 

)|( θxf Θ∈ 00 : ΘθH ∈

11 : ΘθH ∈ . Σχετικά, ας θεωρήσουµε ένα τυχαίο 
δείγµα  από τον πληθυσµό αυτό. Στην περίπτωση απλών υποθέσεων, 
όπου  και Θ , ο λόγος πιθανοφανειών 

X

0Θ }{ 1θ1 =

)...,,,|(
)...,,,|(

211

210

ν

ν

xxxθL
xxxθL
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καθορίζεται πλήρως και η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται όταν αυτός είναι πολύ 
µικρός (βλ. σχετικά Εδάφιο 2). Στην περίπτωση συνθέτων υποθέσεων, όπου τα 
σύνολα  και  περιέχουν περισσότερα από ένα σηµεία, χρησιµοποιείται ως 
κριτήριο ο λόγος µεγίστων πιθανοφανειών 

0Θ 1Θ

}  ),...,,,|(sup{
}  ),...,,,|(sup{

121

021

ΘθxxxθL
ΘθxxxθL

∈
∈

ν

ν  

και η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται όταν αυτός είναι πολύ µικρός. Στην πράξη 
χρησιµοποιείται ευχερέστερα ο τροποποιηµένος λόγος µεγίστων πιθανοφανειών 

}  ),...,,,|(sup{
}  ),...,,,|(sup{

)...,,,(
21

021
21 ΘθxxxθL

ΘθxxxθL
xxxλλ

∈
∈

==
ν

ν
ν .                 (3.1) 

Σηµειώνουµε ότι  εφ΄όσον . Έτσι, χρησιµοποιώντας το γενικευµένο 
λόγο πιθανοφανειών ) , η κρίσιµη περιοχή είναι 

10 ≤< λ
(λλ =

ΘΘ ⊂0

νx...,,, 21 xx

}:)...,,,{( 21 αν cλxxxK <= ,                                      (3.2) 

όπου η σταθερή , για δεδοµένο επίπεδο σηµαντικότητας α, υπολογίζεται από τη 
σχέση 

αc

aΘθθα =∈ }  ),(sup{ 0 , )()( αθ cλPθα <= .                           (3.3) 

Η συνάρτηση ισχύος του ελέγχου αυτού είναι 

1  ),()( ΘθcλPθα αθ ∈<= .                                         (3.4) 

Παράδειγµα 3.1. Έλεγχος για τον µέσο κανονικού πληθυσµού µε γνωστή διασπορά. Ας 
θεωρήσουµε έναν πληθυσµό µε κανονική κατανοµή )  της οποίας η διασπορά 

 είναι γνωστή και έστω προς έλεγχο η απλή µηδενική υπόθεση  έναντι 
της σύνθετης εναλλακτικής υπόθεσης 

 ,( 2σµΝ
2σ 00 : µµH =

01 : µµH ≠ . Αν  είναι ένα τυχαίο 
δείγµα από τον πληθυσµό αυτό, τότε η συνάρτηση πιθανοφανείας είναι 

νX...,XX ,, 21









−−= ∑

=

−
ν

ν
ν

1

2
2

2/2
21 )(

2
1exp)2()...,,,|(

i
i µx

σ
πσxxxµL  

και 
)...,,,|(}  ),...,,,|(sup{ 210021 νν xxxµLµµxxxµL == . 

Επίσης 
)...,,,|ˆ(}-  ),...,,,|(sup{ 2121 νν xxxµLµxxxµL =∞<<∞  

όπου xµ =ˆ  είναι η εκτιµήτρια µεγίστης πιθανοφανείας της παραµέτρου µ. Εποµένως 

2
02

1

2
2

1

2
0221 )(

2
)(

2
1)(

2
1)...,,,(log µx

σ
νxx

σ
µx

σ
xxxλ

ν

i
i

ν

i
i −−=−+−−= ∑∑

==
ν  

και έτσι η κρίσιµη περιοχή γίνεται 









>
−

= αν c
νσ

µx
xxxK

/
:)...,,,( 0

21 , 
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όπου η σταθερή , για δεδοµένο επίπεδο σηµαντικότητας α, υπολογίζεται από τη 
σχέση 

αc

ac
νσ/
µX

Pµ =







>

−
α

0
0

. 

Παρατηρούµε ότι αν η 00 : µµΗ =  είναι αληθής τότε η 

νσ/
µX

Z 0−
=  

ακολουθεί την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή ) . Εποµένως 
χρησιµοποιώντας και τη συµµετρικότητα της συνάρτησης κατανοµής της 
τυποποιηµένης κανονικής, Φ

1,0(N

)(1)( zΦz −=− , συνάγουµε την 

acΦcΦcΦcZPc
νσ/
µX

P µµ =−=−−−=>=







>

−
)](1[2)]()([1)|(|

00

0
ααααα . 

Συµβολίζοντας µε  το άνω -σηµείο της τυποποιηµένης κανονικής , το 
οποίο ορίζεται από τη σχέση 

2/αz 2/α )1,0(N

2/)(1)( 2/2/ αzΦzZP =−=> αα , 
παίρνουµε 

2/αα zc =  

και έτσι 









>
−

= 2/
0

21 /
:)...,,,( αν z

νσ
µx

xxxK . 

Η συνάρτηση ισχύος του ελέγχου αυτού δίδεται από την 

)()()( 2/02/0 νσ/zµXPνσ/zµXPµα αµαµ +>+−<= , . 0µµ ≠

όπου η Χ , για κάθε , ακολουθεί την κανονική κατανοµή 0µµ ≠ ),( νσ/µN  και έτσι 
η 

νσ/
µXZ −

=  

ακολουθεί την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή ) . Εποµένως 1,0(N









+

−
>+




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
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−
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µµ

ZPz
νσ/
µµ

ZPµα 00)(  

         0
00   ,1 µµz
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µµ

Φz
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Φ αα ≠+

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

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−
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
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−
= . 

Παράδειγµα 3.2. Έλεγχος για τον µέσο κανονικού πληθυσµού µε άγνωστη διασπορά. 
Ας θεωρήσουµε έναν πληθυσµό µε κανονική κατανοµή )  και έστω προς 
έλεγχο η σύνθετη µηδενική υπόθεση 

 ,( 2σµΝ

00 : µµH =  έναντι της σύνθετης εναλλακτικής 



 148

υπόθεσης . Αν  είναι ένα τυχαίο δείγµα από τον πληθυσµό 
αυτό, τότε η συνάρτηση πιθανοφανείας είναι 

01 : µµH ≠ νXXX ...,,, 21

=ν2 2()...,, πσx2 |,( σµL

 ,  ),..., 0ν µµx =|,( 1
2 xσµL

∑
=
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ν
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2
1exp),
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σ
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και 

)...,,,|~,(}0,,sup{ 21
2

0
2

2 νxxxσµLσx =∞<< , 

όπου  

−i µx
1

2
0 )( . 

είναι η εκτιµήτρια µεγίστης πιθανοφανείας της παραµέτρου  της κανονικής 
κατανοµής µε γνωστό µέσο . Επίσης 

2σ

)...,,,|ˆ,ˆ(}0 ,...,,sup{ 21
22

2 νxxxσµLσx =∞<<∞ , 

όπου 

, ∑
=

−==
ν

i
i xx

ν
s

1

222 )(1σ̂  

είναι οι εκτιµήτριες µεγίστης πιθανοφανείας των παραµέτρων µ και  της κανονικής 
κατανοµής. Παρατηρούµε ότι 

2σ

2
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22
0 )()()(1) µxsµxxx
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µx
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και έτσι ο γενικευµένος λόγος πιθανοφανειών είναι 
222
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Εποµένως η κρίσιµη περιοχή είναι 


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xxxK
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:)...,,,( 0
21 , 

όπου η σταθερή , για δεδοµένο επίπεδο σηµαντικότητας α, υπολογίζεται από τη 
σχέση 

ac
νS/

µX
Pµ =








>

−

−
α1

0
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Παρατηρούµε ότι αν η 00 : µµΗ =  είναι αληθής τότε η 

1
0

1
−

−
=− νS/

µX
Tν  
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ακολουθεί την t-κατανοµή µε 1−ν

1)t

 βαθµούς ελευθερίας. Εποµένως, χρησιµο-
ποιώντας και τη συµµετρικότητα της συνάρτησης κατανοµής της t-κατανοµής µε 

 βαθµούς ελευθερίας, 1−ν )(( 11 tFF −− −=− νν , συνάγουµε την 

               )|(|
1 1

0
00 αα cTPc

νS/
µX

P νµµ >=







>

−

−
−  

                                                acFcFcF ννν =−=−−−= −−− )](1[2)]()([1 111 ααα . 

Συµβολίζοντας µε  το άνω -σηµείο της t-κατανοµής µε  βαθµούς 
ελευθερίας, το οποίο ορίζεται από τη σχέση 

2/,1 ανt − 2/α 1−ν

2/)(1)( 2/,112/,11 αtFtTP =−=> −−−− αννανν , 

παίρνουµε 

2/,1 αα tc −= ν  

και έτσι 







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−
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21 1/

:)...,,,( ανν t
νs
µx

xxxK . 

Παράδειγµα 3.3. Έλεγχος για τη διαφορά των µέσων δύο οµοσκεδαστικών κανονικών 
πληθυσµών µε άγνωστη διασπορά. Ας θεωρήσουµε δύο ανεξάρτητους 
οµοσκεδαστικούς πληθυσµούς µε κανονική κατανοµή  και . 
Έστω προς έλεγχο η σύνθετη µηδενική υπόθεση 

) ) ,( 2σµΝ X

YX µ
 ,( 2σµΝ Y

µH =:0  έναντι της σύνθετης 
εναλλακτικής υπόθεσης YX µµH ≠:1 . Αν  και  είναι δύο 
ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα από τις κανονικές κατανοµές  και , 
αντίστοιχα, τότε η συνάρτηση πιθανοφανείας είναι 

κ YY , 21

 ,( 2σµΝ X

X...,,XX , 21 ν

)  ,( 2σµΝ Y

Y...,,
)

      )...,,,,...,,,|,,(),,( 2121
22

νyyyxxxσµµLσµµL κYXYX ≡
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






−−−−= ∑∑
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σ

µx
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)~,~,~(}0  ,  , ),,,(sup{ 222 σµµLσµµµµσµµL YXYX =∞<<∞<<∞−≡= . 

'Οµως 
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Εποµένως 
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Επίσης 

)ˆ,ˆ,ˆ(}0  ,  ,- ),,,(sup{ 222 σµµLσµµσµµL YXYXYX =∞<<∞<<∞−∞<<∞  
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Ο γενικευµένος λόγος πιθανοφανειών είναι 
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όπου 

)2/()(

)/()(
22 −++

+−
=

νκνsκs

νκκνyx
t

YX

. 

Εποµένως η κρίσιµη περιοχή είναι 
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
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222121 , 

όπου η σταθερή , για δεδοµένο επίπεδο σηµαντικότητας α, υπολογίζεται από τη 
σχέση 

αc

ac
νκνsκs

νκκνyx
P

YX

µµ YX
=











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Παρατηρούµε ότι αν η YX µµH =:0  είναι αληθής τότε η 

)2/()(

)/()(
222

−++

+−
=−+

νκνSκS

νκκνYX
T

YX

νκ  

ακολουθεί την t-κατανοµή µε 2−+ νκ  βαθµούς ελευθερίας. Εποµένως, 
χρησιµοποιώντας και τη συµµετρικότητα της συνάρτησης κατανοµής της t-
κατανοµής µε 2−+ νκ  βαθµούς ελευθερίας, )(1)( 11 tFtF κκ −+−+ −=− νν , συνάγουµε 
την 

               )|(|
)2/()(

)/()(
122 αα cTPc

νκνSκS
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µµ YXYX
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
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
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                                                acFcFcF ννν =−=−−−= −+−+−+ )](1[2)]()([1 111 ακακακ . 

Συµβολίζοντας µε  το άνω -σηµείο της t-κατανοµής µε  
βαθµούς ελευθερίας, το οποίο ορίζεται από τη σχέση 

2/,2 ανκt −+ 2/α 2−+ νκ

2/)(1)( 2/,222/,22 αtFtTP κκκκ =−=> −+−+−+−+ αννανν , 
παίρνουµε 

2/,2 ακα tc −+= ν  
και έτσι 
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4. ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΟΙ ΕΛΕΓΧΟΙ 
 
 Η κατανοµή της συνάρτησης ελέγχου (δειγµατοσυνάρτησης) στατιστικών 
υποθέσεων για τις παραµέτρους πληθυσµών των οποίων η κατανοµή δεν είναι 
κανονική, όταν το µέγεθος ν του δείγµατος είναι αρκετά µεγάλο (θεωρητικά όταν 
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∞→ν ), δύνανται να προσεγγισθεί, σύµφωνα µε το κεντρικό οριακό θεώρηµα, από 
την κανονική κατανοµή. 

Παράδειγµα 4.1. Έλεγχος για το ποσοστό διχοτοµηµένου πληθυσµού µε µεγάλου 
µεγέθους δείγµα. Έστω  τυχαίο δείγµα από τη δίτιµη κατανοµή 
Bernoulli µε συνάρτηση πιθανότητας: 

νXXX ...,,, 21

10  ,1 ,0  ,)1()|( 1 <<=−= − pxpppxf xx . 

Να ελεχθεί η απλή µηδενική υπόθεση 00 : ppH =  έναντι της απλής εναλλακτικής 
υπόθεσης  µε . 11 : ppH = 10 pp <

Σύµφωνα µε το Παράδειγµα 2.1, η συνάρτηση ελέγχου (δειγµατοσυνάρτηση) των 
στατιστικών αυτών υποθέσεων είναι το άθροισµα ∑=

=
ν

i iXT
1

  ,(νpΝ

 και η µηδενική 
υπόθεση απορρίπτεται όταν . Αν το µέγεθος ν του δείγµατος είναι µεγάλο 
(θεωρητικά αν ) η κατανοµή του Τ δύνανται να προσεγγισθεί, σύµφωνα µε το 
κεντρικό οριακό θεώρηµα, από την κανονική κατανοµή . Στην 
περίπτωση αυτή η κρίσιµη περιοχή γίνεται 

ct >
∞→ν

) )1( pνp −


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
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όπου η σταθερή , για δεδοµένο επίπεδο σηµαντικότητας α, υπολογίζεται από τη 
σχέση 

αc
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νpp

pX
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
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







>
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−
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Παρατηρούµε ότι αν η 00 : ppH =  είναι αληθής τότε η 

νpp
pX

Z
/)1( 00

0

−

−
=  

ακολουθεί την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή )  και έτσι . 1,0(N αα zc =
 
5. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Έστω  τυχαίο δείγµα από την Poisson µε συνάρτηση πιθανότητας: νXXX ...,,, 21

!
)|(

x
λeλxf

x
λ−= , ...,1,0=x , ∞<< λ0 . 

Να ελεγχεί, σε επίπεδο σηµαντικότητας α, η απλή µηδενική υπόθεση  
έναντι της απλής εναλλακτικής υπόθεσης 

00 : λλH =

11 : λλH = , µε 10 λλ < , και να υπολογισθεί η 
ισχύς του ελέγχου αυτού. 

 2. Έστω  τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε την κανονική 
κατανοµή ) . Να ελεχθεί, σε επίπεδο σηµαντικότητας α, η απλή µηδενική 
υπόθεση  έναντι της απλής εναλλακτικής υπόθεσης , µε 

, και να υπολογισθεί η ισχύς του ελέγχου αυτού. 

νXXX ...,,, 21

 ,0( 2σ
2
0

2: σσ =
Ν

0H 2
1

2
1 : σσH =

2
1

2
0 σσ <
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3. Έστω  τυχαίο δείγµα από την εκθετική κατανοµή µε συνάρτηση 
πυκνότητας: 

νXXX ...,,, 21

∞<<= − xθeθxf θx 0  ,)|( , ∞<< θ0 . 

Να ελεγχεί, σε επίπεδο σηµαντικότητας α, η απλή µηδενική υπόθεση  
έναντι της απλής εναλλακτικής υπόθεσης 

00 : θθH =

11 : θθH = , µε , και να υπολογισθεί 
η ισχύς του ελέγχου αυτού. 

10 θθ >

4. Έστω  τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε συνάρτηση 
πυκνότητας: 

νXXX ...,,, 21

10  ,)|( 1 <<= − xθxθxf θ , ∞<< θ0 . 

Να ελεγχεί, σε επίπεδο σηµαντικότητας α, η απλή µηδενική υπόθεση  
έναντι της απλής εναλλακτικής υπόθεσης 

00 : θθH =

11 : θθH = , µε . 10 θθ >

 5. Έστω  τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε την κανονική 
κατανοµή ) . Να ελεχθεί, σε επίπεδο σηµαντικότητας α, η µηδενική υπόθεση 

 ή  έναντι της εναλλακτικής υπόθεσης  και να 
υπολογισθεί η ισχύς του ελέγχου αυτού. 

νXXX ...,,, 21

1 ,(µ

1µµ ≥
Ν

00 : µµH ≤ 101 : µµµH <<

 6. Έστω  τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε την κανονική 
κατανοµή ) . Να ελεχθούν, σε επίπεδο σηµαντικότητας α, τα ζεύγη των 
υποθέσεων (i)  έναντι της  και (ii)  ή  
έναντι της . 

νXXX ...,,, 21

 ,0( 2σ
2
0

2
0 : σσH ≤

2
1

22
01 : σσσ <<

Ν

H

2
0

2
1 : σσH > 2

0
2

0 : σσH ≤ 2
1

2
0 σσ ≥

 7. (Συνέχεια). Να ελεχθεί, σε επίπεδο σηµαντικότητας α, µηδενική υπόθεση 
 έναντι της εναλλακτικής υπόθεσης . 2

0
2

0 : σσH = 2
0

2
1 : σσH ≠

 8. Έστω  τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό µε την κανονική 
κατανοµή ) . Να ελεχθεί, µε τη βοήθεια του κριτηρίου του γενικευµένου 
λόγου πιθανοφανειών και σε επίπεδο σηµαντικότητας α, η µηδενική υπόθεση 

 έναντι της εναλλακτικής υπόθεσης  και να υπολογισθεί η 
ισχύς του ελέγχου αυτού. 

νXXX ...,,, 21

 ,( 2σµΝ

2
0

2
0 : σσH = 2

0
2

1 : σσH >

9. Έστω  και  δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα από τις 
κανονικές κατανοµές  και ) , αντίστοιχα, όπου οι διασπορές  
και  είναι γνωστές. Να ελεχθεί, µε τη βοήθεια του κριτηρίου του γενικευµένου 
λόγου πιθανοφανειών και σε επίπεδο σηµαντικότητας α, η µηδενική υπόθεση 

 έναντι της εναλλακτικής υπόθεσης 

κXXX ...,,, 21

(µΝ

Y

νYYY ...,,, 21

)2
X ( YµΝ ,X σ  , 2

Yσ
2
Xσ

2
Yσ

Xµ: µH =0 YX µµH ≠:1 . 

10. Έστω  και  δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα από τις 
κανονικές κατανοµές  και ) , αντίστοιχα. Να ελεχθεί, µε τη βοήθεια 
του κριτηρίου του γενικευµένου λόγου πιθανοφανειών και σε επίπεδο 
σηµαντικότητας α, η µηδενική υπόθεση  έναντι της εναλλακτικής 
υπόθεσης . 

κXXX ...,,, 21

 ,0(Ν

22: YX σσ ≠

νYYY ...,,, 21

)  ,0( 2
YσΝ2

Xσ

22
0 : YX σσ =H

1H
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11. Έστω  και  δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα από τις 
κανονικές κατανοµές  και ) , αντίστοιχα. Να ελεχθεί, µε τη 
βοήθεια του κριτηρίου του γενικευµένου λόγου πιθανοφανειών και σε επίπεδο 
σηµαντικότητας α, η µηδενική υπόθεση  έναντι της εναλλακτικής 
υπόθεσης . 

κXXX ...,,, 21

(µΝ

22: YX σσ ≠

νYYY ...,,, 21

)2
X (Ν ,X σ  , 2

YY σµ

2
0 : XσH 2

Yσ=

1H

12. Έστω  και  δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα από τις 
εκθετικές κατανοµές µε µέσους  και , αντίστοιχα. Να ελεγχεί, µε τη βοήθεια του 
κριτηρίου του γενικευµένου λόγου πιθανοφανειών και σε επίπεδο σηµαντικότητας α, 
η µηδενική υπόθεση  έναντι της εναλλακτικής υπόθεσης . 

κXXX ...,,, 21

10 : θH

νYYY ...,,, 21

1θ 2θ

2θ= 211 : θθH ≠
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