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ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÃÑÁÌÌÉÊÇÓ ÁËÃÅÂÑÁÓ

3. ÃÑÁÌÌÉÊÁ ÓÕÓÔÇÌÁÔÁ

1. Íá ëõèåß ôï óýóôçìá: (ë+2)x+7(ë-3)y=35
x+ (ë-3)y =ë , ë∈ℜ

2. Íá ëõèåß ôï óýóôçìá: (ë+1)x-2(ë-1)y=3
x+ 3ëy=4ë+5 , ë∈ℜ

3. Íá ëõèåß ôï óýóôçìá: (ë2+3ë-4)x+(1-ë2)y=2ë2-3ë+1
(ë2-ë)x+ (1-ë)y= ë-1 , ë∈ℜ

ëx+ y+ z =1
4. Íá ëõèåß ôï óýóôçìá: x+ëy+ z =ë , ë∈ℜ

x+ y+ëz =ë2

(ë+1)x - y+ z = ë+2
5. Íá ëõèåß ôï óýóôçìá: 3x+(ë-1)y- z = ë , ë∈ℜ

ëx - y+2z = 2

(ë+3)x+2ëy +(3ë-1)z =0
6. Íá ëõèåß ôï óýóôçìá: -3x+2(ë-3)y-(ë+1)z =0 , ë∈ℜ

x+5y+z =0
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4. ÄÉÁÍÕÓÌÁÔÁ

7. Äßäïíôáé ôá äéáíýóìáôá á , â ∈ℜ2, Ýôóé þóôå ãùíßá (á , â )=ð/4

êáé á = â =1.
Íá âñåèåß ç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæïõí ôá äéáíýóìáôá á +2 â êáé á - â

8. ¸óôùóáí ôá äéáíýóìáôá á , â ∈ℜ2. ÅÜí á . â =0 ôüôå á ⊥ â.

a . b
9. Íá áðïäåé÷èåß ï ôýðïò óõíè=

a b

10.Íá âñåèåß ç ðñïâïëÞ ôïõ äéáíýóìáôïò u = (2,3) ðÜíù óôï
äéÜíõóìá v = (4,1).

11.Íá âñåèåß ç ðñïâïëÞ ôïõ äéáíýóìáôïò u = (2,2,3,1) ðÜíù óôï
äéÜíõóìá v = (1,2,1,2).

12.Íá âñåèåß ç ðñïâïëÞ ôïõ äéáíýóìáôïò u = (2,3,4,5) ðÜíù óôï
äéÜíõóìá v = (2,7,6,8).

13.¸óôùóáí ôá äéáíýóìáôá u =(á,â) , v =(ã,ä)∈ℜ2. Ôá äéáíýóìáôá
á â

áõôÜ åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá áí êáé ìüíï áí =0.
ã ä
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14.Äåßîáôå üôé ôñßá ôõ÷áßá äéáíýóìáôá óôï ℜ2 åßíáé ðÜíôïôå ãñáììéêÜ
åîáñôçìÝíá.

15.ÅÜí u , v ∈ℜ2 êáé u , v ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, ôüôå ôá u êáé v
åßíáé óõããñáììéêÜ.

16.Áðïöáíèåßôå ãéá ôçí ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá Þ ü÷é ôùí
a. (1,1,2), (1,2,1), (3,1,1).
b. u1-u2, u2-u3, u3-u4, u4-u1, ãéá ïðïéáäÞðïôå äéáíýóìáôá u1,u2,u3,u4.
c. (1,1,0), (1,0,0), (0,1,1),(x,y,z), ãéá ïðïéïõóäÞðïôå áñéèìïýò x,y,z.

17.Äåßîáôå üôé åÜí ïðïéïäÞðïôå äéáãþíéï óôïé÷åßï ôïõ ðßíáêá
a b c

Ô = 0 d e
0 0 f

ãßíåé ìçäÝí, ôüôå ïé ãñáììÝò åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíåò.

18.Åßíáé áëÞèåéá üôé, áí ôá äéáíýóìáôá u1,u2,u3 åßíáé ãñáììéêÜ
áíåîÜñôçôá, ôüôå êáé ôá äéáíýóìáôá w1= u1+u2, w2= u1+u3, w3= u2+u3
åßíáé åðßóçò ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá;

(Õðüäåéîç: ÕðïèÝóôå üôé êÜðïéïò óõíäõáóìüò c1w1+ c2w2+ c3w3=0 êáé
âñåßôå ãéá ðïéá ci éó÷ýåé.)
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19.Äåßîáôå üôé ïé ðáñáêÜôù ðßíáêåò ôïõ Ð2 åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôïé.
1 0 0 1 0 0 0 0

Á1= , Á2= , Á3= , Á4=
0 0 0 0 1 0 0 1

20.Äßäåôáé üôé:
á 1 1

U= â ∈ℜ3 , W=L 2 , -1 Âñåßôå ôï óýíïëï U ∩∩ W.
0 3 1

21.Äåßîáôå üôé ( x - y ) ⊥ ( x + y ) áí êáé ìüíï áí,

x = y .

22.ÅÜí u = w1 + w2, êáé w1 , w2 ïñèïêáíïíéêÜ äåßîáôå üôé u ⊥ (w1- w2)

23.¸óôù üôé ç ðñáãìáôéêÞ æÞôçóç êáé ç ôéìÞ åíüò ðñïúüíôïò óõíäÝïíôáé
ìå ôçí ó÷Ýóç D = k p, k óôáèåñÜ. Óôçñéæüìåíïé óôïí áêüëïõèï
ðßíáêá, õðïëïãßóáôå ôçí æÞôçóç üôáí p = 10.

ÔéìÞ 7 8 11 12
Ìåôñïýìåíç ÆÞôçóç 102 95 85 70

(Õðüäåéîç: Ìåôñïýìåíç ÆÞôçóç = ÐñáãìáôéêÞ ÆÞôçóç D + ÓöÜëìá e )

24.¸óôù üôé ôï äéÜíõóìá u åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí äéáíõóìÜôùí
v1, v2,… vn êáé Ýóôù üôé êáèÝíá áðü ôá v1, v2,… vn åßíáé ãñáììéêüò
óõíäõáóìüò ôùí äéáíõóìÜôùí w1,w2,…,wm. Äåßîôå üôé ôï äéÜíõóìá u åßíáé
ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí äéáíõóìÜôùí w1,w2,…,wm.
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25.ÅÜí ôá äéáíýóìáôá v1, v2,… vm åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá êáé ôá
äéáíýóìáôá v1, v2,… vm, w åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá ôüôå :

m
w= Ó ëivi

i=1

26.¸óôù Fá ôï óýíïëï ôùí áñôßùí óõíáñôÞóåùí f : ℜ→ ℜ. Äåßîôå üôé ôï
óýíïëï Fá ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ôùí óõíáñôÞóåùí åßíáé
äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò óôï ℜ.

27.¸óôù ôï óýíïëï W={(á,â,ã): á+â+ã=0} ⊂ ℜ3. Äåßîôå üôé ôï W åßíáé
õðü÷ùñïò ôïõ ℜ3.

28.Äßäåôáé ôï óýíïëï W={x ∈ℜ3: || x ||2 ≤ 1}. Äåßîôå üôé ôï W äåí åßíáé
õðü÷ùñïò ôïõ ℜ3.

29.¸óôù V ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò ôùí íxí ðéíÜêùí. Ïñßæïõìå ôï óýíïëï
W={Á∈V ìå ÁÔ=ÔÁ, Ô óôáèåñüò ðßíáêáò}. Äåßîôå üôé ôï W åßíáé
õðü÷ùñïò ôïõ V.

30.¸óôù Á ôï óýíïëï ôùí óõììåôñéêþí ðéíÜêùí 3x3. Äåßîôå üôé ôï Á åßíáé
äéáíõóìáôéêüò õðü÷ùñïò ôïõ óõíüëïõ ôùí ðéíÜêùí Ð3.
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31.¸óôù Á ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò ôùí áêïëïõèéþí. Äåßîôå üôé ôï óýíïëï
Á1 ôùí óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþí åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ Á.

32.¸óôù Fℜ ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò üëùí ôùí áêåñáßùí ðïëõùíýìùí óôï
ℜ. Äåßîôå üôé ôï óýíïëï ôùí ðïëõùíýìùí Á = { f(x)=áx2 +âx +ã, ìå
á,â,ã∈ℜ} åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ Fℜ.

33.¸óôù Fℜ ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò ôùí óõíáñôÞóåùí ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï
ℜ. Äåßîôå üôé ôï óýíïëï F1 ôùí óõíáñôÞóåùí ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï ℜ, ðïõ
éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç f´´ –3f=0 åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ Fℜ.

34.¸óôù Fℜ ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò ôùí óõíáñôÞóåùí ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï
ℜ. Äåßîôå üôé ôï óýíïëï Fï ôùí óõíáñôÞóåùí ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï ℜ, ðïõ

éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç
â

∫ f(x) dx = 0
á

åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ Fℜ.

35.¸óôù V ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò ôùí íxí ðéíÜêùí. Ïñßæïõìå ôï óýíïëï
W={Á∈V ìå Á2=Á}. Äåßîôå üôé ôïW äåí åßíáé õðü÷ùñïò.

36.Äåßîáôå üôé ôá äéáíýóìáôá e1=(1,0,…,0), e2=(0,1,…,0), … ,
en=(0,0,…,1), áðïôåëïýí êáíïíéêÞ âÜóç ôïõ ℜn.
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37.¸óôù V ={f(x)=áx+â, ìå á,â ∈ℜ} åßíáé äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò óôï ℜ.
Äåßîôå üôé ôá äéáíýóìáôá f1(x)=x êáé f2(x)=1 Áðïôåëïýí ìéá âÜóç ôïõ V.

38.¸óôù V ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò ôùí ðïëõùíýìùí f(x) âáèìïý
ìéêñüôåñïõ Þ ßóïõ ìå 4, ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé f(1)=0. Äåßîôå üôé ôá
äéáíýóìáôá f1(x)= x - 1, f2(x)= x2 - x, f3(x)= x3- x2, f4(x)= x4- x3, áðïôåëïýí
ìéá âÜóç ôïõ ÷þñïõ V.

39.Äßäåôáé ôï óýíïëï W={(á,â,ã,ä)∈ℜ4: á+â=0, ã=2ä}. Äåßîôå üôé
dimW=2.

40.¸óôù V äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò. Äåßîôå üôé åÜí dimV=n ôüôå
ïðïéáäÞðïôå n+1 äéáíýóìáôÜ ôïõ åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá.

41.¸óôù Ð2 ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò ôùí 2 x 2 ðéíÜêùí. Íá âñåèåß ìéá
âÜóç êáé ç äéÜóôáóç ôïõ Ð2.

42.Âñåßôå ôç äéÜóôáóç ôïõ ÷þñïõ ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôïõò ðßíáêåò:
1 2 1 1

êáé
1 2 2 2

43.¸óôù V ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò ôùí n x m ðéíÜêùí. Äåßîôå üôé ôï
dimV=n· m.
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44.¸óôù Á ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò ôùí áêïëïõèéþí. Äåßîôå üôé ôï óýíïëï
F üëùí ôùí áêïëïõèéþí ìå ôýðï ×í+2 = ×í+1+×í (Fibonacci) åßíáé
õðü÷ùñïò ôïõ Á. Íá âñåèåß ìéá âÜóç êáé ç äéÜóôáóç ôïõ F.

45.¸óôù V äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò êáé {u1, u2,…, un}, {v1, v2,… vn } äýï
âÜóåéò ôïõ. ÅÜí w ∈V âñåßôå ôýðï ðïõ íá óõíäÝåé ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ
w ùò ðñïò ôéò äýï âÜóåéò.

46.¸óôù V´ ï õðü÷ùñïò ôïõ V ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá ìç ìçäåíéêÜ
äéáíýóìáôá v1, v2, …, vk ∈V. Äåßîôå üôé ôá äéáíýóìáôá v1, v2, …, vk åßíáé
ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ
{v1,v2,…,vk} ðïõ ðáñÜãåé åðßóçò ôï ÷þñï V´.

47.Èåùñïýìå ôï óýíïëï V ôùí ðéíÜêùí ôçò ìïñöÞò
a b b b

M(a,b)= b a b b a, b∈ℜ

b b a b
b b b a

Äåßîôå üôé ôï V åßíáé äéáíõóìáôéêüò õðü÷ùñïò ôïõ Ð4 êáé íá âñåèåß ìéá
âÜóç êáé ç äéÜóôáóç ôïõ V.

48.Áí V åßíáé ï õðü÷ùñïò ôïõ ℜ4 ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá äéáíýóìáôá
v1=(1,2,1,3), v2=(0,2,1,2), v3=(3,4,2,7), íá âñåèåß ìéá âÜóç êáé ç
äéÜóôáóç ôïõ V.
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49.Èåùñïýìå ôï óýíïëï Å = {ëÁ+ìÉ: ë, ì ∈ℜ}, üðïõ
á ã

Á= ìå á+ä=-1 êáé áä-âã= -2.
â ä

Äåßîôå üôé:
i) Ôï Å åßíáé äéáíõóìáôéêüò õðü÷ùñïò ôïõ Ð2.
ii) Ôï {Á, É} åßíáé ìßá âÜóç ôïõ Å.
iii) Ï Á åßíáé áíôéóôñÝøéìïò êáé Á-1 ∈Å.

50.¸óôù V ={f(x)=á⋅çìx+â⋅óõíx, ìå á,â ∈ℜ}. Äåßîôå üôé ôï V åßíáé Ýíáò
õðü÷ùñïò ôïõ äéáíõóìáôéêïý ÷þñïõ F ôùí áñéèìçôéêþí óõíáñôÞóåùí óôï
ℜ êáé íá âñåèåß ìéá âÜóç ôïõ.

51.Íá âñåèåß ç äéÜóôáóç ôïõ õðü÷ùñïõ V ôïõ ℜ3 ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá
äéáíýóìáôá v1=(1,3,2), v2=(1,2,-1), v3=(0,1,3).

52.Íá âñåèåß ç äéÜóôáóç ôïõ õðü÷ùñïõ V ôïõ Fℜ ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôéò
óõíáñôÞóåéò f1, f2, f3 ìå f1(x)=ex, f2(x)=sinx, êáé f3(x)=x2.

53.Äßäåôáé ôï óýíïëï V={(á, á-â, 2á+3â): á,â∈ℜ}. Äåßîôå üôé ôï V åßíáé
äéáíõóìáôéêüò õðü÷ùñïò ôïõ ℜ3 êáé íá âñåèåß ç äéÜóôáóÞ ôïõ.

54.¸óôù V1, V2 äõï äéáíõóìáôéêïß õðü÷ùñïé åíüò ÷þñïõ V. Áí ïé V1, V2
Ý÷ïõí ôçí ßäéá äéÜóôáóç êáé åßíáé V1 ⊆ V2, ôüôå äåßîôå üôé èá åßíáé V1=V2 .
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55.¸óôù Vê+1 ï õðü÷ùñïò åíüò ÷þñïõ V ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá
äéáíýóìáôá v1, v2,…, vê, vê+1 ∈V êáé Vê ï õðü÷ùñïò ôïõ V ðïõ
ðáñÜãåôáé áðü ôá v1, v2,…, vê. Áí õðÜñ÷ïõí ë1, ë2,…, ëê ∈ℜ þóôå:

ê
vê+1 = Ó ëivi

i=1
íá äåßîåôå üôé Vê+1= Vê

56.ÅÜí V={(á,â,ã): á=â=ã, á,â,ã∈ℜ} êáé W={(0,â,ã): â,ã∈ℜ}. Äåßîôå üôé
ℜ3=V⊕W.

57.ÅÜí V={(á,â,0): á,â∈ℜ} êáéW={(0,â,ã): â,ã∈ℜ}. Äåßîôå üôé ℜ3=V+W
áëëÜ ü÷é ℜ3=V⊕W.

58.Ç ôÜîç åíüò ðßíáêá äåí ìåôáâÜëëåôáé áí ôïí ðïëëáðëáóéÜóïõìå (åßôå
áðü áñéóôåñÜ åßôå áðü äåîéÜ) ìå Ýíáí ïðïéïíäÞðïôå áíôéóôñÝøéìï ðßíáêá.

59.Íá âñåèåß ç ôÜîç ôïõ ðáñáêÜôù ðßíáêá
0 -2 -10 -9 3

F= 4 1 -3 2 8
-1 0 2 1 -3
-3 0 6 3 -9


