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Παράδειγµα 6.4. Το πρόβληµα των γενεθλίων. Ας θεωρήσουµε ένα σύνολο κ ατόµων 
των οποίων καταγράφουµε τα γενέθλια. Σηµειώνουµε ότι ένα έτος έχει 365 ηµέρες 
εκτός και αν είναι δίσεκτο, οπότε έχει 366 ηµέρες. Επίσης έχει παρατηρηθεί ότι ο 
αριθµός των γεννήσεων δεν είναι σταθερός καθ’ όλη τη διάρκεια του έτους. Όµως, σε 
πρώτη προσέγγιση, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι ένα έτος έχει 365 ηµέρες οι οποίες 
είναι εξίσου πιθανές ως ηµέρες γενεθλίων. Με την παραδοχή αυτή, να υπολογισθεί η 
πιθανότητα όπως δύο τουλάχιστο από τα κ άτοµα έχουν γενέθλια την ίδια ηµέρα. 
 Παρατηρούµε ότι οι ηµέρες των γενεθλίων του συνόλου των κ ατόµων µπορούν να 
παρασταθούν από µία διάταξη )  του συνόλου των 365 ηµερών 

 ανά κ µε επανάληψη, όπου 
...,,,( 21 κiii

}365...,,2,1{ ri

A

 είναι η ηµέρα γέννησης του r ατόµου, 
. Ο δειγµατικός χώρος Ω, ο οποίος περιλαµβάνει τις διατάξεις αυτές, έχει 
 ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία. Έστω Α το ενδεχόµενο όπως δύο 

τουλάχιστο από τα κ άτοµα έχουν γενέθλια την ίδια ηµέρα. Το συµπληρωµατικό του 
ενδεχοµένου Α είναι το ενδεχόµενο 

κr ...,,2,1=
κΩN 365)( =

′  όπως τα κ άτοµα έχουν διαφορετικές ηµέρες 
γενεθλίων. Παρατηρούµε ότι η πιθανότητα )(AP ′  υπολογίζεται πιο εύκολα από την 
πιθανότητα ) . Συγκεκριµένα, το ενδεχόµενο (AP A′  περιλαµβάνει τις διατάξεις 

 του συνόλου των 365 ηµερών }{  ανά κ (χωρίς επανάληψη) και 
έτσι . Εφαρµόζοντας την (6.1), συνάγουµε την πιθανότητα 

)...,,,( 21 κiii
ΑΝ )( =′

365...,,2,1

κ)365(

κ
κAP

365
)365(

)( =′  

και σύµφωνα µε την (6.5) συµπεραίνουµε τη ζητουµένη πιθανότητα: 

κ
κAPAP

365
)365(

1)(1)( −=′−= . 

Σηµειώνουµε ότι για , έχουµε . 23=κ 2/1)( >AP

Παράδειγµα 6.5. Έστω ότι από µία κληρωτίδα η οποία περιέχει 10 σφαιρίδια 
αριθµηµένα από το 0 µέχρι το 9 κληρώνεται κάθε εβδοµάδα ένας αριθµός. Μετά από 
κάθε κλήρωση το εξαγόµενο σφαιρίδιο επανατοποθετείται στην κληρωτίδα. Ας 
θεωρήσουµε το στοχαστικό πείραµα 3 (διαδοχικών) κληρώσεων. Να υπολογισθεί η 
πιθανότητα του ενδεχοµένου όπως ο µεγαλύτερος αριθµός που θα κληρωθεί είναι το 
5. 
 Το ενδεχόµενο όπως ο µεγαλύτερος αριθµός που θα κληρωθεί είναι το 5 δύναται 
να παρασταθεί ως διαφορά BA −

B ⊆

 του ενδεχοµένου Α όπως ο µεγαλύτερος αριθµός 
που θα κληρωθεί είναι ένας από τους αριθµούς }{  και του ενδεχοµένου Β 
όπως ο µεγαλύτερος αριθµός που θα κληρωθεί είναι ένας από τους αριθµούς 

. Παρατηρούµε ότι  και σύµφωνα µε την (6.5) 

5,4,3,2,1,0

}4,3,2,1,0{ A

)()()( BPAPBAP −=− . 

Ο αριθµός των στοιχείων του δειγµατικού χώρου Ω των 3 διαδοχικών κληρώσεων 
είναι ίσος µε , τον αριθµό των διατάξεων των 10 αριθµών 
ανά 3 µε επανάληψη, ενώ ο αριθµός των στοιχείων του ενδεχοµένου Α είναι ίσος µε 

, τον αριθµό των διατάξεων των 6 αριθµών ανά 3 µε 
επανάληψη. Οµοίως  και έτσι 

310)( =ΩN

)(ΒΝ

}9...,,2,1,0{  
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35=
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Παράδειγµα 6.6. (Συνέχεια). Να υπολογισθεί η πιθανότητα του ενδεχοµένου να 
κληρωθούν οι αριθµοί 0 και 1 (από µία τουλάχιστο φορά ο καθένας). 
 Ας θεωρήσουµε τα ενδεχόµενα Α και Β να µη κληρωθούν οι αριθµοί 0 και 1, 
αντίστοιχα. Τότε BA ′′  είναι το ενδεχόµενο να κληρωθούν οι αριθµοί 0 και 1 (από µία 
τουλάχιστο φορά ο καθένας) και σύµφωνα µε την (6.7), 

)()()(1)( ABPBPAPBAP +−−=′′ . 

Ο αριθµός των στοιχείων του ενδεχοµένου Α είναι ίσος µε , τον αριθµό 
των διατάξεων των 9 αριθµών }  ανά 3 µε επανάληψη, ο αριθµός των 
στοιχείων του Β είναι ίσος µε , τον αριθµό των διατάξεων των 9 αριθµών 

 ανά 3 µε επανάληψη και ο αριθµός των στοιχείων του  είναι ίσος µε 
, τον αριθµό των διατάξεων των 8 αριθµών }  ανά 3 µε 

επανάληψη. Εποµένως 
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7. ∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ 
 
 Η ανάγκη εισαγωγής της δεσµευµένης πιθανότητας αναφύεται στις περιπτώσεις 
όπου µία µερική γνώση ως προς την έκβαση ενός τυχαίου (στοχαστικού) πειράµατος 
µειώνει την αβεβαιότητα συρρικνώνοντας το δειγµατικό χώρο. Συγκεκριµένα, ας 
θεωρήσουµε ένα τυχαίο πείραµα µε δειγµατικό χώρο Ω και πιθανότητα )  για 
κάθε ενδεχόµενο . Ας υποθέσουµε ότι σε κάποιο στάδιο εκτέλεσής του 
πραγµατοποιήθηκε ένα συγκεκριµένο ενδεχόµενο . Τότε, όσον αφορά την 
τελική του έκβαση, ο δειγµατικός χώρος συρρικνώνεται στο σύνολο Α και ένα 
οποιοδήποτε ενδεχόµενο Β (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω) συρρικνώνεται στο 
ενδεχόµενο 

(AP
ΩA ⊆

AB

ΩA ⊆

Γ =  το οποίο συµβολίζεται µε  και διαβάζεται: το ενδεχόµενο Β 
δεδοµένου του (ενδεχοµένου) Α. Η πιθανότητα του ενδεχοµένου Β δεδοµένου του Α, 
η οποία συµβολίζεται µε ,  και καλείται δεσµευµένη πιθανότητα 
(δεδοµένου του Α), συνδέεται, όπως είναι φυσικό, µε τις πιθανότητες )  και 

. Το επόµενο παράδειγµα χρησιµεύει στην καλύτερη κατανόηση του πλαισίου 
στο οποίο τοποθετείται η δεσµευµένη πιθανότητα. 

AB |

) ΩΒ ⊆|( ABP
(AP

)(ABP

Παράδειγµα 7.1. Ας θεωρήσουµε µία κληρωτίδα η οποία περιέχει 5 σφαιρίδια 
αριθµηµένα από το 1 µέχρι το 5. Τα σφαιρίδια 1 και 2 είναι άσπρα ενώ τα σφαιρίδια 
3, 4 και 5 είναι µαύρα.  

(α) Έστω ότι σε µία πρώτη κλήρωση ένα σφαιρίδιο εξάγεται τυχαία και ας 
θεωρήσουµε το ενδεχόµενο Α εξαγωγής σ’ αυτήν άσπρου σφαιριδίου. Ο δειγµατικός 
χώρος του τυχαίου αυτού πειράµατος περιλαµβάνει τα ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία: 

 και το ενδεχόµενο της εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου περιλαµβάνει 
τα σηµεία: . Εποµένως, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, 

}5,4,3,2,1{1 =Ω
1{=A }2,

5
2)( =AP , 

5
3)( =′AP . 
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(β) Έστω ότι, χωρίς επανάθεση στην κληρωτίδα του σφαιριδίου που εξάγεται στην 
πρώτη κλήρωση, σε µία δεύτερη κλήρωση ένα σφαιρίδιο εξάγεται τυχαία και ας 
θεωρήσουµε το ενδεχόµενο Β εξαγωγής σ’ αυτήν άσπρου σφαιριδίου. O υπολογισµός 
της πιθανότητας )  απαιτεί τη γνώση της σύνθεσης των σφαιριδίων στην 
κληρωτίδα τη στιγµή της εξαγωγής του δευτέρου σφαιριδίου. Συγκεκριµένα, η γνώση 
της πραγµατοποίησης ή µη πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α κατά την πρώτη 
εξαγωγή επιτρέπει τον υπολογισµό της πιθανότητας ) , σύµφωνα µε το θεώρηµα 
της ολικής πιθανότητας το οποίο εξετάζουµε πιο κάτω. Το παράδειγµα αυτό 
υποδεικνύει την ανάγκη εισαγωγής της δεσµευµένης πιθανότητας , του 
ενδεχοµένου Β δεδοµένου του Α. Περαιτέρω, η σύνδεση της πιθανότητας  µε 
τις πιθανότητες )  και ) , η οποία συνάγεται από τη σύνθεση των δύο 
κληρώσεων στο ακόλουθο (σύνθετο) τυχαίο πείραµα, υποδεικνύει τον ορισµό της 
δεσµευµένης πιθανότητας µέσω της (µη δεσµευµένης) πιθανότητας. 

(BP

(AP

(BP

)
)

|( ABP
|( ABP

(ABP

(γ) Έστω ότι από την ανωτέρω κληρωτίδα εξάγονται τυχαία δύο σφαιρίδια, το ένα 
µετά το άλλο, χωρίς επανάθεση. Ο δειγµατικός χώρος Ω του σύνθετου αυτού τυχαίου 
πειράµατος περιλαµβάνει τα εξής 20)5()( 2 ==≡ ΩNN  ισοπίθανα δειγµατικά 
σηµεία: 

),2,3(),1,3(),5,2(),4,2(),3,2(),1,2(),5,1(),4,1(),3,1(),2,1{(=Ω  

              )}4,5(),3,5(),2,5(),1,5(),5,4(),3,4(),2,4(),1,4(),5,3(),4,3( .

To ενδεχόµενο Α (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω), εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου στην 
πρώτη κλήρωση, περιλαµβάνει τα ακόλουθα 8)( =AN  δειγµατικά σηµεία: 

)}5,2(),4,2(),3,2(),1,2(),5,1(),4,1(),3,1(),2,1{(=A , 

ενώ τo ενδεχόµενο Β (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω), εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου 
στην δεύτερη κλήρωση, περιλαµβάνει τα ακόλουθα 8)( =BN  δειγµατικά σηµεία: 

)}2,5(),1,5(),2,4(),1,4(),2,3(),1,3(),1,2(),2,1{(=B . 

Έτσι, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, η πιθανότητα 
πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α είναι ίση µε 

5
2

20
8)()( ===

N
ANAP , 

σε συµφωνία µε το αποτέλεσµα της περίπτωσης του τυχαίου πειράµατος της µιας 
(πρώτης) κλήρωσης. 
 Ας υποθέσουµε ότι στην πρώτη κλήρωση του συνθέτου τυχαίου πειράµατος 
πραγµατοποιήθηκε το ενδεχόµενο Α, της εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου. Η γνώση της 
πραγµατοποίησης του Α µειώνει την αβεβαιότητα ως προς την τελική έκβαση του 
συνθέτου τυχαίου πειράµατος συρρικνώνοντας το δειγµατικό χώρο Ω στο σύνολο Α 
και το ενδεχόµενο Β στο ενδεχόµενο 

)}1,2(),2,1{(=AB  

µε 2 . Εποµένως η δεσµευµένη πιθανότητα του Β δεδοµένου του Α είναι ίση 
µε 

)( =ABN
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Παρατηρούµε ότι, χρησιµοποιώντας τις σχέσεις 

N
ABNABP )()( = , 

N
ANAP )()( =  

συνάγουµε για τη δεσµευµένη πιθανότητα την έκφραση 

)(
)()|(

AP
ABPABP = . 

 Σηµειώνουµε ότι, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό, η (µη δεσµευµένη) πιθανό-
τητα του Β είναι ίση µε 

5
2

20
8)()( ===

N
BNBP . 

Η πιθανότητα αυτή, τόσο στην παρούσα περίπτωση του πεπερασµένου δειγµατικού 
χώρου Ω µε ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία όσο και σε οποιαδήποτε γενικότερη 
περίπτωση, όπως αναφέρθηκε και πιο πάνω, δύναται να υπολογισθεί µε τη χρήση του 
θεωρήµατος της ολικής πιθανότητας (βλ. Παράδειγµα 7.3). 

 Ο ορισµός της δεσµευµένης πιθανότητας που ακολουθεί αξιοποιεί τα συµπε-
ράσµατα της προηγηθείσας ανάλυσης. 

Ορισµός 7.1. Έστω Ω ένας δειγµατικός χώρος στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου) και  ένα ενδεχόµενο µε . Η δεσµευµένη πιθανότητα, 
δεδοµένου του Α, είναι µία συνάρτηση  , η οποία ορίζεται ως εξής: 

ΩA ⊆ 0)( >AP
Ω⊆B)|( ABP ,

)(
)()|(

AP
ABPABP = , .                                  (7.1) Ω⊆B

Όταν  η  δεν ορίζεται. Για συγκεκριµένο ενδεχόµενο η 
 καλείται δεσµευµένη πιθανότητα του Β δεδοµένου του Α. 

0)( =AP ,
)A

)|( ABP Ω⊆B  
|(BP

 ΄Αµεση συνέπεια του ορισµού είναι ότι η δεσµευµένη πιθανότητα ικανοποιεί τα 
αξιώµατα, 

(α) µη αρνητικότητας:  για κάθε ενδεχόµενο , 0)|( ≥ABP ΩB ⊆
(β) νορµαλισµού: , 1)|( =AP Ω
(γ) αριθµήσιµης προσθετικότητας: 

LLLL ++++=++++ )|()|()|()|( 2121 ABPABPABPABBBP νν  

για οποιαδήποτε ακολουθία κατά ζεύγη ξένων ενδεχοµένων , ,...,...,2 ,1  , νΩ =⊆ iBi

και έτσι είναι µια γνήσια πιθανότητα. Σηµειώνουµε ότι από την ιδιότητα (γ) 
συνάγεται ως µερική περίπτωση η σχέση 

)|()|()|()|( 2121 ABPABPABPABBBP νν +++=+++ LL  

για κατά ζεύγη ξένα (αµοιβαίως αποκλειόµενα) ενδεχόµενα . Η 
δεσµευµένη πιθανότητα ως γνήσια πιθανότητα ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες της 
πιθανότητας. Για παράδειγµα, αν 

νΩ ,...,2 ,1  , =⊆ iBi

B′  είναι το συµπλήρωµα ενός ενδεχοµένου Β, η 
δεσµευµένη πιθανότητα )(/)()|( APBAABP P ′=′ , επειδή )()()( ABPAPBAP −=′ , 
εκφράζεται συναρτήσει της δεσµευµένης πιθανότητας )(/)() APABPA|(BP =  ως 

)|(1)|( ABPABP −=′ . 
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 Η δεσµευµένη πιθανότητα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την έκφραση της 
πιθανότητας της τοµής ενδεχοµένων. Σχετικά αποδεικνύουµε το επόµενο θεώρηµα 

Θεώρηµα 7.1. (Πολλαπλασιαστικό θεώρηµα). Έστω νΩ ,...,2 ,1  , =⊆ iAi , ενδεχόµενα 
µε . Τότε 0)( 121 >−νAAAP L

)|()|()|()()( 12121312121 −= ννν AAAAPAAAPAAPAPAAAP LLL .       (7.2) 

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι 

121221121 AAAAAAAAA ⊆⊆⊆⊆ −− LLL νν , 
οπότε 

)()()()( 121221121 APAAPAAAPAAAP ≤≤≤≤ −− LLL νν  

και επειδή , έπεται ότι 0)( 121 >−νAAAP L

0)( 1 >AP , .. 0)(...,,0)( 12121 >> −νAAAPAAP L

Εποµένως οι δεσµευµένες πιθανότητες στο δεξιό µέλος της (7.2) έχουν έννοια 
(ορίζονται). Σύµφωνα µε τον ορισµό (7.1) έχουµε 
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Παράδειγµα 7.3. Ας θεωρήσουµε µία κληρωτίδα η οποία περιέχει ν σφαιρίδια 
αριθµηµένα από το 1 µέχρι το ν και έστω ότι r από τα σφαιρίδια αυτά είναι άσπρα. 
Εξάγουµε τυχαία και χωρίς επανάθεση το ένα µετά το άλλο κ σφαιρίδια. Να 
υπολογισθεί η πιθανότητα όπως και τα κ εξαγόµενα σφαιρίδια είναι άσπρα. 
 Έστω  το ενδεχόµενο εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου στην j εξαγωγή 

. Τότε  είναι το ενδεχόµενο όπως και τα κ εξαγόµενα 
σφαιρίδια είναι άσπρα και η ζητουµένη πιθανότητα, σύµφωνα µε την (7.2), είναι 

jA
ν...,,2,1=j κAAA L21
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Στην περίπτωση του Ελληνικού Lotto η κληρωτίδα περιέχει 49=ν  σφαιρίδια και 
κληρώνονται  αριθµοί. Τα r σφαιρίδια φέρουν τους αριθµούς στους οποίους 
στοιχηµατίζει κάποιος. Έτσι αν στοιχηµατίσει σε 

6=κ
6=r  αριθµούς, η πιθανότητα να 

πετύχει και τους 6 αριθµούς που κληρώνονται είναι 

00000007,0
816.998.13

1
≅=p . 
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Η πιθανότητα οποιουδήποτε ενδεχοµένου δύναται να αναλυθεί σε άθροισµα 
πιθανοτήτων µε τη χρησιµοποίηση δεσµευµένων πιθανοτήτων του ενδεχοµένου 
αυτού. Η ανάλυση αυτή απαιτεί την έννοια της διαµέρισης του δειγµατικού χώρου Ω 
η οποία ορίζεται ως εξής: 

Μία συλλογή } ν ενδεχοµένων , ...,,,{ 21 νAAA ΩAi ⊆ νi ...,,2,1= , τα οποία είναι 
κατά ζεύγη ξένα, ∅=∩ ji AA , ji ≠ , και η ένωσή τους είναι το Ω, 

ΩAAA =+++ νL21 , καλείται διαµέριση του Ω. 

Θεώρηµα 7.2. (Θεώρηµα ολικής πιθανότητας). Αν τα ενδεχόµενα  
αποτελούν µία διαµέριση του δειγµατικού χώρου Ω µε ,  και Β 
είναι ένα ενδεχόµενο στον Ω, τότε 

}...,,,{ 21 νAAA
ν...,,2,10)( >κAP κ =

∑
=

=
ν

κ
κκ

1
)|()()( ABPAPBP .                                       (7.3) 

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι 

BABABABAAAB νν +++=+++== LL 2121 )(ΩΒ , 

όπου τα ενδεχόµενα , BAΓ κκ = νκ ...,,2,1=  είναι κατά ζεύγη ξένα µεταξύ τους 
επειδή για ji ≠  ∅== AA jij (Γ Bi )Γ . Εποµένως, σύµφωνα µε την προσθετική 
ιδιότητα της πιθανότητας, έχουµε 

)()()()( 21 BAPBAPBAPBP ν+++= L . 

Επειδή 0 , από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας, έπεται ότι )( >κAP

)|()()( κκκ ABPAPBAP = , νκ ...,,2,1= , 
οπότε 

)|()()|()()|()()( 2211 νν ABPAPABPAPABPAPBP +++= L . 

Παρατήρηση 7.1. Η δεσµευµένη πιθανότητα όπως έχουµε ήδη σηµειώσει ικανοποιεί 
όλες τις ιδιότητες της (απόλυτης) πιθανότητας. Ο τύπος της ολικής πιθανότητας 
διατυπώνεται συναρτήσει της δεσµευµένης πιθανότητας ως εξής: 

Έστω Α ένα ενδεχόµενο στο δειγµατικό χώρο Ω µε 0 . Αν τα ενδεχόµενα 
 αποτελούν µία διαµέριση του Ω µε ,  και Β 

είναι ένα ενδεχόµενο στον Ω, τότε 

)( >AP
)| >Aκ}...,,,{ 21 νAAA 0 νκ ...,,2,1=(AP

∑
=

=
ν

κ
κκ

1
)|()|()|( AABPAAPABP .                                (7.4) 

Θεώρηµα 7.3. (Τύπος του Bayes). Aν τα ενδεχόµενα }  αποτελούν µία 
διαµέριση του δειγµατικού χώρου Ω µε  

...,,,{ 21 νAAA
νκ ...,,2,10)( >AP ,κ =  και Β είναι ένα 

ενδεχόµενο στον Ω µε  τότε 

AB )|(

0)( >BP ,

∑
=

= ν

κ
κκ

rr
r

ABPAP

PAPBAP

1
)|()(

)()|( , ν...,,2,1=r .                        (7.5) 
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Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας και το 
θεώρηµα της ολικής πιθανότητας παίρνουµε 

∑
=

== ν

κ
κκ

rrr
r

ABPAP

ABPAP
BP

BAPBAP

1
)|()(

)|()(
)(

)()|( , ν...,,2,1=r . 

Παρατήρηση 7.2. Οι πιθανότητες , ) νκ ...,,2,1( κAP = , που γνωρίζουµε πριν από 
την εκτέλεση του τυχαίου πειράµατος, καλούνται και “εκ των προτέρων” (a priori) 
πιθανότητες, ενώ οι δεσµευµένες πιθανότητες , , που 
υπολογίζουµε µε δεδοµένη την πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου Β και εποµένως 
µετά την εκτέλεση του τυχαίου πειράµατος, καλούνται και “εκ των υστέρων” (a 
posteriori) πιθανότητες. 

)| BAr(P νr ...,,2,1=

Παράδειγµα 7.3. Οι ηλεκτρικοί λαµπτήρες προωθούνται στην αγορά συσκευασµένοι 
σε χαρτοκιβώτια των 25 λαµπτήρων. Ας υποθέσουµε ότι από ένα χαρτοκιβώτιο που 
περιέχει 2 ελαττωµατικούς λαµπτήρες εξάγονται χωρίς επανάθεση 2 λαµπτήρες. Να 
υπολογισθούν (α) η πιθανότητα εξαγωγής ελαττωµατικού λαµπήρα στη δεύτερη 
εξαγωγή και (β) η δεσµευµένη πιθανότητα να είχε εξαχθεί ελαττωµατικός λαµπήρας 
στην πρώτη εξαγωγή δεδοµένου ότι εξήχθει ελαττωµατικός λαµπήρας στη δεύτερη 
εξαγωγή. 

(α) Ας θεωρήσουµε τα ενδεχόµενα Α και Β εξαγωγής ελαττωµατικού λαµπτήρα 
στην πρώτη και δεύτερη εξαγωγή, αντίστοιχα. Τότε, η πιθανότητα του ενδεχοµένου 
εξαγωγής ελαττωµατικού λαµπήρα στη δεύτερη εξαγωγή υπολογίζεται µε τη 
χρησιµοποίηση του θεωρήµατος της ολικής πιθανότητας ως εξής: 

25
3

24
3

25
22

24
2

25
3)|()()|()()( =⋅+⋅=′′+= ABPAPABPAPBP . 

(β) Η δεσµευµένη πιθανότητα να είχε εξαχθεί ελαττωµατικός λαµπήρας στην 
πρώτη εξαγωγή δεδοµένου ότι εξήχθει ελαττωµατικός λαµπήρας στη δεύτερη 
εξαγωγή υπολογίζεται µε τη χρησιµοποίηση του τύπου του Bayes ως εξής: 

12
1

24
3

25
22

24
2

25
3

24
2

25
3

)|()()|()(
)|()()|( =






 ⋅+⋅⋅=

′′+
=

ABPAPABPAP
ABPAPBAP . 

Παράδειγµα 7.4. Ας θεωρήσουµε ένα τηλεπικοινωνικό σύστηµα αποτελούµενο από 
έναν ποµπό, έναν αναµεταδότη και ένα δέκτη. Ο ποµπός στέλλει τα σήµατα στο 
δυαδικό σύστηµα, στο οποίο τα γράµµατα του αλφαβήτου είναι ακολουθίες από 0 και 
1. Ο αναµεταδότης και ο δέκτης, λόγω θορύβου, λαµβάνουν το σήµα 0 ως σήµα 1 µε 
πιθανότητα 0,02 και το σήµα 1 ως σήµα 0 µε πιθανότητα 0,03. Να υπολο-γισθούν οι 
δεσµευµένες πιθανότητες λήψης από το δέκτη (α) του σήµατος 0 και (β) του σήµατος 
1 δεδοµένης, σε αµφότερες τις περιπτώσεις, της αποστολής από τον ποµπό του 
σήµατος 0. 
 (α) Ας θεωρήσουµε το ενδεχόµενο  αποστολής από τον ποµπό του σήµατος 0, 
το ενδεχόµενο  λήψης από τον αναµεταδότη του σήµατος 0 και  το ενδεχόµενο 
λήψης από το δέκτη του σήµατος 0. Η δεσµευµένη πιθανότητα , λήψης 
από το δέκτη του σήµατος 0 δεδοµένης της αποστολής από τον ποµπό του σήµατος 0, 
σύµφωνα µε τον τύπο της ολικής πιθανότητας (7.4), δίδεται απότην: 

0A

1A 2A
(AP )| 02 A

)|()|()|()|()|( 102011020102 AAAPAAPAAAPAAPAAP ′′+=  
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και επειδή , ) )|()|( 12102 AAPAAAP|()|( 12102 AAPAAAP = ′=′ , 

)|()|()|()|()|( 1201120102 AAPAAPAAPAAPAAP ′′+=  

                                        961,003,002,098,098,0 =⋅+⋅= . 

 (β) Η δεσµευµένη πιθανότητα )|( 02 AAP ′ , λήψης από το δέκτη του σήµατος 1 
δεδοµένης της αποστολής από τον ποµπό του σήµατος 0, δίδεται από την 

039,0961,01)|(1)|( 0202 =−=−=′ AAPAAP . 

 
8. ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ 
 
 Ας θεωρήσουµε ένα δειγµατικό χώρο Ω και δύο ενδεχόµενα . Από τον 
ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας συνάγουµε ότι (α) αν τα ενδεχόµενα Α και Β 
είναι ξένα µεταξύ τους, 

ΩBA ⊆,

∅=AB , τότε 0)|( =ABP , επειδή δεδοµένης της 
πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α αποκλείεται η πραγµατοποίηση του 
ενδεχοµένου Β, ενώ (β) αν το ενδεχόµενο Α είναι υποενδεχόµενο του ενδεχοµένου Β, 

, τότε 1, επειδή η πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου Α συνεπάγεται 
την πραγµατοποίηση και του ενδεχοµένου Β. Αυτές είναι οι δύο ακραίες περιπτώσεις 
όπου η γνώση της πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α µας παρέχει µία πολύ θετική 
πληροφορία για την πιθανότητα πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Β. Υπάρχουν 
όµως και περιπτώσεις στις οποίες η γνώση της πραγµατοποίησης ενός ενδεχοµένου Α 
δεν έχει καµµιά επίδραση στην πραγµατοποίηση ή µη του ενδεχοµένου Β, δηλαδή 

BA ⊆ )|( =ABP

)()|( BPABP = . 

Στην περίπτωση αυτή το ενδεχόµενο Β καλείται στοχαστικώς ανεξάρτητο του 
ενδεχοµένου Α. Επειδή, σύµφωνα µε τον πολλαπλασιαστικό τύπο, ισχύει 

)|()()|()()( BAPBPABPAPABP == , 

στην περίπτωση που το ενδεχόµενο Β είναι στοχαστικώς ανεξάρτητο του 
ενδεχοµένου Α έπεται ότι 

)(
)(

)|()(
)(
)()|( AP

BP
ABPAP

BP
ABPBAP === , 

δηλαδή και το ενδεχόµενο Α είναι στοχαστικώς ανεξάρτητο του ενδεχοµένου Β και 
επιπλέον 

)()()( BPAPABP = . 

Με τη χρησιµοποίηση της τελευταίας αυτής σχέσης εισάγεται η έννοια της 
ανεξαρτησίας δύο ενδεχοµένων. Συγκεκριµένα θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 8.1. Έστω Ω ένας δειγµατικός χώρος στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου) και . Τα ενδεχόµενα Α και Β καλούνται στοχαστικώς 
ανεξάρτητα αν και µόνο αν ισχύει η σχέση 

ΩBA ⊆,

)()()( BPAPABP = .                                          (8.1) 

Παρατήρηση 8.1. Αν δύο ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, τότε και τα 
ενδεχόµενα Α και  είναι ανεξάρτητα. Τούτο συνάγεται από το συνδυασµό των εξής 
παρατηρήσεων: (α) Η ανεξαρτησία των ενδεχοµένων Α και Β συνεπάγεται ότι η 

B′
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γνώση της πραγµατοποίησης του Α δεν επιδρά στην πραγµατοποίηση ή µη του Β και 
(β) η πραγµατοποίηση του Β αποκλείει την πραγµατοποίηση του . Το συµπέρασµα 
αυτό µπορεί να διαπιστωθεί µε τη χρησιµοποίηση των σχέσεων 

)] =

) =

B′

)()()( ABPAPBAP −=′ , )(1)( BPBP −=′  

και της υπόθεσης της ανεξαρτησίας των Α και Β, 

)()()( BPAPABP = , 
ως εξής: 

)()((1)[()()()()()()( BPAPBPAPBPAPAPABPAPBAP ′−=−=−=′ . 

Aνάλογα διαπιστώνεται ότι, στην περίπτωση αυτή, και τα ενδεχόµενα  και Β, όπως 
επίσης και τα ενδεχόµενα  και 

A′
A′ B′ , είναι ανεξάρτητα. 

Παράδειγµα 8.1. Έστω ότι µία οικογένεια µε 3 παιδιά επιλέγεται τυχαία. Ας 
θεωρήσουµε το ενδεχόµενο Α όπως η επιλεγόµενη οικογένεια έχει παιδιά και των δύο 
φύλων και το ενδεχόµενο Β όπως έχει το πολύ ένα κορίτσι. Να εξετασθεί κατά πόσον 
τα ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα. 
 Παρατηρούµε ότι η τοµή  είναι το ενδεχόµενο η επιλεγόµενη οικογένεια να 
έχει ακριβώς ένα κορίτσι. Εύκολα υπολογίζονται οι πιθανότητες: 

AB

8
3)( =∩ BAP , 

4
3

8
21)(1)( =−=′−= APAP , 

2
1(BP . 

Eποµένως ισχύει η σχέση (8.1) και τα ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα. 

 Η έννοια της στοχαστικής ανεξαρτησίας ενδεχοµένων µπορεί να επεκταθεί για 
περισσότερα από δύο ενδεχόµενα. Ας θεωρήσουµε αρχικά τρία ενδεχόµενα 

 και ας υποθέσουµε ότι είναι κατά ζεύγη ανεξάρτητα οπότε ισχύουν οι 
σχέσεις 

ΩAAA ⊆321 ,,

)()()( 2121 APAPAAP = , 

)()()( 3131 APAPAAP = ,                                         (8.2) 

)()()( 3232 APAPAAP = . 

Η ανεξαρτησία του  τόσο από το  όσο και από το  δεν συνεπάγεται κατ’ 
ανάγκη την ανεξαρτησία του  από την τοµή  (βλ. παράδειγµα 8.2). 
Παρατηρούµε ότι αν, επιπλέον των (8.2), ισχύει και η σχέση 

1A 2A 3A

31A 2 AA

)()()]([ 321321 AAPAPAAAP = ,                                     (8.3) 

τότε ισχύει και η σχέση 

)()()()( 321321 APAPAPAAAP = .                                    (8.4) 

Αντίστροφα αν, επιπλέον των (8.2), ισχύει και η (8.4), τότε ισχύει και η (8.3), όπως 
επίσης και οι σχέσεις 

)()()]([ 312312 AAPAPAAAP = ,                                      (8.5) 

)()()]([ 213213 AAPAPAAAP = .                                      (8.6) 
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 Μετά τις προκαταρκτικές αυτές παρατηρήσεις θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό της 
στοχαστικής ανεξαρτησίας ενδεχοµένων. 

Ορισµός 8.2. Έστω Ω ένας δειγµατικός χώρος στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου) και . Τα ενδεχόµενα  καλούνται 
(αµοιβαίως ή πλήρως) στοχαστικώς ανεξάρτητα αν και µόνο αν ισχύουν οι σχέσεις 

ΩAAA ⊆ν...,,, 21 νAAA ...,,, 21

)()()()(
2121 κκ iiiiii APAPAPAAAP LL =                        (8.7) 

για κάθε συνδυασµό  των ν δεικτών  ανά κ και για κάθε 
. 

}...,,,{ 21 κiii }...,,2,1{ ν
νκ ...,,3,2=

 Σύµφωνα µε τον ορισµό αυτό, για την ανεξαρτησία 3=ν  ενδεχοµένων απαιτείται 
να ισχύουν οι σχέσεις (8.2) και (8.4). 

Παράδειγµα 8.2. Κατά ζεύγη αλλά όχι πλήρως ανεξάρτητα ενδεχόµενα. Ας 
θεωρήσουµε δύο διαδοχικές ρίψεις ενός συνήθους κύβου και έστω  το ενδεχόµενο 
εµφάνισης άρτιου αριθµού στην πρώτη ρίψη,  το ενδεχόµενο εµφάνισης άρτιου 
αριθµού στη δεύτερη ρίψη και  το ενδεχόµενο το άθροισµα των αριθµών που 
εµφανίζονται στις δύο ρίψεις να είναι άρτιος αριθµός. Να εξετασθεί κατά πόσον τα 
ενδεχόµενα  και  είναι ανεξάρτητα.  

1A

2A

3A

21, AA 3A
 Ο δειγµατικός χώρος Ω του τυχαίου πειράµατος των δύο ρίψεων του κύβου 
περιλαµβάνει  ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία, που είναι οι διατάξεις 
των 6 αριθµών (εδρών) {  ανά 2 µε επανάληψη. Επίσης 

366)( 2 ==ΩN
...,,2,1 }6

),3,4(),2,4(),1,4(),6,2(),5,2(),4,2(),3,2(),2,2(),1,2{(1 =A  

             )}6,6(),5,6(),4,6(),3,6(),2,6(),1,6(),6,4(),5,4(),4,4( ,

)6,3(),4,3(),2,3(),6,2(),4,2(),2,2(),6,1(),4,1(),2,1{(2 =A , 

               )}6,6(),4,6(),2,6(),6,5(),4,5(),2,5(),6,4(),4,4(),2,4( ,

)5,3(),3,3(),1,3(),6,2(),4,2(),2,2(),5,1(),3,1(),1,1{(3 =A , 

               ( . )}6,6(),4,6(),2,6(),5,5(),3 ,5(),1,5(),6,4(),4,4(),2,4
και 
                  321323121 AAAAAAAAA ===

       . )}6,6(),4,6(),2,6(),6,4(),4,4(),2,4(),6,2(),4,2(),2,2{(=

Σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, 

2
1

36
18)()()( 321 ==== APAPAP , 

4
1

36
9)()()( 323121 ==== AAPAAPAAP , 

4
1

36
9)( 321 ==AAAP  

και έτσι 

),()()( 2121 APAPAAP =  )()()( 3131 APAPAAP = , )()()( 3232 APAPAAP = , 
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ενώ 
)()()()( 321321 APAPAPAAAP ≠ . 

Εποµένως τα ενδεχόµενα  και  είναι κατά ζεύγη ανεξάρτητα ενώ δεν είναι 
πλήρως ανεξάρτητα. 

21, AA 3A

Παράδειγµα 8.3. Ας θεωρήσουµε µία ακολουθία τριών ρίψεων ενός συνήθους 
νοµίσµατος. Έστω  το ενδεχόµενο της εµφάνισης στην j ρίψη της όψης κεφαλή 
(κορώνα), . Να εξετασθεί κατά πόσον τα ενδεχόµενα  και  είναι 
ανεξάρτητα. 

jA
3,2,1=j 21, AA 3A

Ο δειγµατικός χώρος είναι το σύνολο 

)},,( ),,,(  ),,,( ),,,(  ),,,( ),,,( ),,,( ),,,{( κκκγκκκγκκκγγγκγκγκγγγγγ=Ω  
και 

)},,( ),,,( ),,,( ),,,{(1 κκκγκκκγκγγκA = , 

)},,( ),,,( ),,,( ),,,{(2 κκκγκκκκγγκγA =  

)},,( ),,,( ),,,( ),,,{(3 κκκκγκκκγκγγA = . 
Επίσης 

)},,( ),,,{(21 κκκγκκAA = , )},,( ),,,{(31 κκκκγκAA = , 

)},,( ),,,{(32 κκκκκγAA = , )},,{(321 κκκAAA = . 

Σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, 

2
1

8
4)()()( 321 ==== APAPAP , 

4
1

8
2)()()( 323121 ==== AAPAAPAAP , 

8
1)( 321 =AAAP  

και έτσι 

),()()( 2121 APAPAAP =  )()()( 3131 APAPAAP = , )()()( 3232 APAPAAP = , 

)()()()( 321321 APAPAPAAAP = . 

Εποµένως τα ενδεχόµενα  και  είναι πλήρως ανεξάρτητα. 21, AA 3A
 
9. ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΕΣ ∆ΟΚΙΜΕΣ 
 
 Η έννοια των ανεξαρτήτων δοκιµών ενός τυχαίου πειράµατος αποτελεί βασικό 
στοιχείων των περισσοτέρων στοχαστικών προτύπων (µοντέλων) που µελετά η 
Θεωρία των Πιθανοτήτων. Για την εισαγωγή της έννοιας αυτής ας θεωρήσουµε 
αρχικά δύο τυχαία πειράµατα µε δειγµατικούς χώρους  και . Η διαδοχική (ή και 
ταυτόχρονη) εκτέλεση των δύο αυτών τυχαίων πειραµάτων ορίζει ένα (διδιάστατο) 
σύνθετο τυχαίο πείραµα. Ένας κατάλληλος δειγµατικός χώρος για τη µελέτη του 
τυχαίου αυτού πειράµατος είναι το καρτεσιανό (ή συνδυαστικό) γινόµενο 

1Ω 2Ω

}  ,  :),{( 22112121 ΩωΩωωωΩΩ ∈∈=× . 
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Ένα διδιάστατο σύνθετο τυχαίο πείραµα το οποίο συνίσταται στη διαδοχική εκτέλεση 
ενός τυχαίου πειράµατος µε δειγµατικό χώρο Ω καλείται ειδικότερα ακολουθία δύο 
δοκιµών του τυχαίου αυτού πειράµατος. Στην ειδική αυτή περίπτωση, στην οποία 

 και , ο δειγµατικός χώρος είναι το καρτεσιανό γινόµενο του Ω µε τον 
εαυτό του, 

ΩΩ =1 ΩΩ =2

}2 ,1  ,  :),{( 21
2 =∈= ii ΩωωωΩ . 

 Ας θεωρήσουµε ένα ενδεχόµενο  (ως προς το δειγµατικό χώρο ), 
. Το ενδεχόµενο αυτό ως προς το δειγµατικό χώρο 

iΩ⊆iA iΩ
2 ,1=i 21 ΩΩ × , του συνθέτου 

πειράµατος, εκφράζεται από το σύνολο 21 ΩΩ ×∈⊆iB , 2 ,1=i , όπου  
και . Τα ενδεχόµενα  και  αναφέρονται ως ενδεχόµενα εξαρτώ-
µενα από το πρώτο και δεύτερο τυχαίο πείραµα, αντίστοιχα. Ειδικότερα, στην 
περίπτωση που  και 

211 AB = Ω×

21 AΩ ×=2B 1B

Ω

2B

ΩΩ =1 Ω =2  τα ενδεχόµενα  και  αναφέρονται ως 
ενδεχόµενα εξαρτώµενα από την πρώτη και δεύτερη δοκιµή του τυχαίου πειράµατος, 
αντίστοιχα. Η πραγµατοποίηση ή µη του ενδεχοµένου  εξαρτάται αποκλειστικά 
από το αποτέλεσµα του i-οστού πειράµατος (ή της i-οστής δοκιµής), . Η 
έννοια της στοχαστικής ανεξαρτησίας ενδεχοµένων µεταφέρεται και σε τυχαία πειρά-
µατα και κατά συνέπεια και σε δοκιµές τυχαίου πειράµατος. Συγκεκριµένα έχουµε: 

1

iB

B 2B

2 ,1=i

∆ύο τυχαία πειράµατα µε δειγµατικούς χώρους  και  καλούνται ανεξάρτητα αν 
και µόνο αν ισχύει η σχέση 

1Ω 2Ω

)()()( 2121 BPBPBBP =                                           (9.1) 

για κάθε 211 ΩAB ×=  και 212 AΩ ×=B  ενδεχόµενα (ως προς το δειγµατικό χώρο 
) εξαρτώµενα από το πρώτο και δεύτερο τυχαίο πείραµα, αντίστοιχα. 21 ΩΩ ×

 Η σηµασία των ανεξαρτήτων τυχαίων πειραµάτων και ειδικότερα των 
ανεξαρτήτων δοκιµών τυχαίου πειράµατος, έγκειται κυρίως στο ότι δύνανται να 
χρησιµοποιηθούν για την κατασκευή χρησίµων στοχαστικών προτύπων (µοντέλων). 
Στην περίπτωση αυτή δεν αρχίζει κάποιος ορίζοντας αξιωµατικά την πιθανότητα 

 για κάθε ενδεχόµενο )(BP 21 ΩΩ ×⊆B

iA

 και µετά εξετάζοντας κατά πόσον 
ικανοποιείται η σχέση (9.1) διαπιστώνει την ανεξαρτησία των τυχαίων πειραµάτων (ή 
των δοκιµών του τυχαίου πειράµατος). Αντίθετα µάλιστα, ορίζονται πρώτα οι 
πιθανότητες )  για κάθε ενδεχόµενο  2( ii AP iΩ⊆  ,1=i  και µετά υποθέτοντας ότι 
τα τυχαία πειράµατα είναι ανεξάρτητα ορίζεται η πιθανότητα )  για κάθε 
ενδεχόµενο  έτσι ώστε να ισχύει η σχέση (9.1). Σηµειώνουµε ότι, από 
πρακτική άποψη, η υπόθεση της ανεξαρτησίας των τυχαίων πειραµάτων 
διατυπώνεται µετά την εξέταση των συνθηκών κάτω από τις οποίες εκτελούνται και 
σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα σειράς παρατηρήσεων. 

(BP

2Ω×1Ω⊆B

 Ο ορισµός της πιθανότητας )  για κάθε ενδεχόµενο  µέσω των 
πιθανοτήτων  για κάθε ενδεχόµενο  2

(BP 21 ΩΩ ×⊆B
)( ii AP iΩ⊆iA  ,1=i

2

, στην περίπτωση που 
υποθέτουµε ότι τα τυχαία πειράµατα είναι ανεξάρτητα, επιτυγχάνεται ως εξής: 
Αρχικά, χρησιµοποιώντας την (9.1), ορίζεται η πιθανότητα για κάθε στοιχειώδες 
ενδεχόµενο {(  του δειγµατικού χώρου )}, 21 ωω 1 ΩΩ × : 

})({})({)}),({( 221121 ωωωω PPP = . 
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Η πιθανότητα )  για κάθε ενδεχόµενο (BP 21 ΩΩ ×⊆B , ορίζεται τότε, µέσω της 
πιθανότητας των στοιχειωδών ενδεχοµένων, από τη σχέση 

∑
∈

=
B

PBP
),(

21
21

)}),({()(
ωω

ωω . 

Παρατηρούµε ότι αν  και 211 ΩAB ×= 212 AΩ ×=B , τότε 

)()( 111 APBP = , )()( 222 APBP = . 

Επίσης 

)()()( 221121 APAPAAP =×  

και έτσι 

)()()( 2121 BPBPBBP = . 

Οι ανωτέρω έννοιες και συµπεράσµατα επεκτείνονται, χωρίς καµµιά περαιτέρω 
δυσκολία, σε οποιοδήποτε πεπερασµένο αριθµό ν τυχαίων πειραµάτων (ή δοκιµών 
τυχαίου πειράµατος). 

Παράδειγµα 9.1. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία 5 ρίψεων ενός ζεύγους 
διακεκριµένων κύβων. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως σε 2 τουλάχιστο ρίψεις ο 
αριθµός που εµφανίζει ο δεύτερος κύβος υπερβαίνει τον αριθµό που εµφανίζει ο 
πρώτος κύβος. 
 Ας θεωρήσουµε, αρχικά, το τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός ζεύγους διακεκριµένων 
κύβων µε δειγµατικό χώρο 

}6,...,2 ,1  ,6,...,2 ,1  :),{( === jijiΩ , 

ο οποίος περιλαµβάνει  ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία. Το ενδεχόµενο 
Α όπως ο αριθµός που εµφανίζει ο δεύτερος κύβος υπερβαίνει τον αριθµό που 
εµφανίζει ο πρώτος κύβος, 

366)( 2 ==ΩN

}6,...,2 ,1  ,6,...,2 ,1  :),{( =++== iiijjiA , 

περιλαµβάνει  δειγµατικά σηµεία. Χαρακτηρίζοντας ως επιτυχία ε το 
ενδεχόµενο Α και ως αποτυχία α το συµπληρωµατικό ενδεχόµενο , ο δειγµατικός 
χώρος Ω δύναται να παρασταθεί ως 

15)( =AN
A′

},1 εαΩ {= . Τότε 

12
5

36
15})({ === εiPp , 

12
7

36
21})({ === αiPq . 

Περαιτέρω, ο δειγµατικός χώρος του τυχαίου πειράµατος µιας ακολουθίας 5 ρίψεων 
ενός ζεύγους διακεκριµένων κύβων είναι το 

},{:),,,,{( 543215 εαωωωωωωΩ i ∈= , }5,4,3,2,1=i . 

To ενδεχόµενο Β πραγµατοποίησης κ επιτυχιών σε 5 ρίψεις (δοκιµές): 

εωωωωωωB i == :),,,,{( 54321  για κ ακριβώς δείκτες }}5,4,3,2,1{∈i  

περιλαµβάνει 









κ
5
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δειγµατικά σηµεία, όσα και ο αριθµός των επιλογών των κ θέσεων για τις επιτυχίες 
από τις 5 συνολικά θέσεις. Επιπλέον κάθε τέτοιο δειγµατικό σηµείο, το οποίο 
περιλαµβάνει σε κ θέσεις το ε και σε κ−5  θέσεις το α, έχει πιθανότητα 

})({})({})({})({})({})),,,,({( 554433221154321 ωPωPωPωPωPωωωωωP =  

         
κκ −















=

5

12
7

12
5 . 

Εποµένως η πιθανότητα )  δίδεται από την (BPpκ =
κκ

κ κ
p

−
























=

5

12
7

12
55

, 5...,,1,0=κ . 

Η πιθανότητα όπως σε 2 τουλάχιστο ρίψεις ο αριθµός που εµφανίζει ο δεύτερος 
κύβος υπερβαίνει τον αριθµό που εµφανίζει ο πρώτος κύβος, έστω , η οποία είναι 
ίση µε την πιθανότητα 2 τουλάχιστο επιτυχιών, είναι ίση µε  

2Q

6913,02412,00675,01
12
7

12
55

12
711

45

102 =−−=





−






−=−−= ppQ . 

Παράδειγµα 9.2. Nόµος κληρονοµικότητας του Mendel. Η κληρονοµικότητα 
χαρακτηριστικών οφείλεται σε ειδικούς φορείς καλουµένους γονίδια. Τα κύτταρα 
ενός οργανισµού, µε εξαίρεση τους γαµέτες που είναι τα κύτταρα αναπαραγωγής 
(σπέρµα ή ωάριο), φέρουν γονίδια κατά ζεύγη τα οποία είναι είτε του τύπου Α είτε 
του τύπου α. Έτσι ανάλογα µε τα ζεύγη των γονιδίων που φέρουν τα κύτταρα κάθε 
οργανισµός ανήκει σε ένα από τους τρεις γονότυπους ΑΑ, Αα και αα (δεν υπάρχει 
διάκριση µεταξύ των Αα και αΑ). Οι γαµέτες φέρουν ένα µόνο γονίδιο που στην 
περίπτωση των γονοτύπων ΑΑ και αα είναι του τύπου Α και α, αντίστοιχα, ενώ στην 
περίπτωση του γονοτύπου Αα είναι εξίσου πιθανόν να είναι του τύπου Α ή του τύπου 
α. Τα παιδιά κληρονοµούν από τους γονείς τους τα γονίδια ένα από τον καθένα. Έστω 
ότι οι γονότυποι ΑΑ, Αα και αα εµφανίζονται σε ποσοστά p, 2q και r, αντίστοιχα, µε 

 ανεξάρτητα φύλου. 12 =++ rqp
Οι πιθανότητες των τριών γονοτύπων ΑΑ, Αα και αα για οποιονδήποτε απόγονο 

γονέων που εκλέγονται τυχαία δύνανται να υπολογισθούν ως εξής: Ας θεωρήσουµε 
τα ενδεχόµενα  και  όπως ένα αρσενικό άτοµο το οποίο εκλέγεται τυχαία 
από τον αρχικό πληθυσµό είναι του γονοτύπου ΑΑ, Αα και αα, αντίστοιχα και τα 
ενδεχόµενα  και  όπως ένα θηλυκό άτοµο το οποίο εκλέγεται τυχαία από τον 
αρχικό πληθυσµό είναι του γονοτύπου ΑΑ, Αα και αα, αντίστοιχα. Επίσης ας 
θεωρήσουµε τα ενδεχόµενα Α και Β όπως ένας απόγονος ζευγαρώµατος δύο ατόµων 
(αρσενικού και θηλυκού) του αρχικού πληθυσµού κληρονοµήσει το γονίδιο Α από 
τον πατέρα και τη µητέρα, αντίστοιχα. Τότε, σύµφωνα µε το θεώρηµα της ολικής 
πιθανότητας, 

21, AA

2B

3A

1 ,B 3B

qpqpAAPAPAAPAPAP +=+⋅=+=
2
121)|()()|()()( 2211  

και 
rqqpAPAP +=+−=−=′ )(1)(1)( , 

εφ’ όσον . Οµοίως 12 =++ rqp

qpBP +=)( , rqBP +=′)( . 
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Ας θεωρήσουµε τώρα και τα ενδεχόµενα  και  όπως ένας απόγονος 
ζευγαρώµατος δύο ατόµων (αρσενικού και θηλυκού) του αρχικού πληθυσµού είναι 
του γονοτύπου ΑΑ, Αα και αα, αντίστοιχα. Τότε 

21 , ΓΓ

Γ

3Γ

AB=1 ,  και 
. Τα ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, οπότε τόσο τα ενδεχόµενα Α 

και 

BABAΓ ′+′=2

BAΓ ′′=3

B′  όσο και τα ενδεχόµενα A′  και Β και τα ενδεχόµενα και A′ B′  είναι 
ανεξάρτητα (βλ. Παρατήρηση 8.1). Εποµένως 

2
1 )()()()()( qpBPAPABPΓP +=== , 

     )()()()( 2 BAPBAPBABAPΓP ′+′=′+′=  

                         ))((2)()()()( rqqpBPAPBPAP ++=′+′= , 
2

3 )()()()()( rqBPAPBAPΓP +=′′=′′= . 

Παράδειγµα 9.3. Κληρονοµικότητα χαρακτηριστικών συνδεοµένων µε το φύλο. Τα 
γονίδια κείνται στα χρωµατοσώµατα. Τα χρωµατοσώµατα εµφανίζονται κατά ζεύγη 
και µεταβιβάζονται ως (αδιαίρετες) µονάδες έτσι ώστε τα γονίδια ενός 
χρωµατοσώµατος να παραµένουν µαζί. Ο νόµος κληρονοµικότητας των γονιδίων 
εφαρµόζεται και στα χρωµατοσώµατα ως µονάδες. Το φύλο καθορίζεται από δύο 
χρωµατοσώµατα Χ και Υ και κάθε άτοµο φέρει ένα ζεύγος τέτοιων χρωµατοσωµάτων. 
Τα αρσενικά φέρουν το ζεύγος ΧΥ και θηλυκά το ζεύγος ΧΧ. Έτσι η µητέρα 
µεταβιβάζει ένα Χ χρωµατόσωµα και το φύλο ενός απογόνου καθορίζεται από το 
χρωµατόσωµα Χ ή Υ που µεταβιβάζει ο πατέρας. 

Τα γονίδια που κείνται στο χρωµατόσωµα Χ δεν έχουν αντίστοιχο γονίδιο στο 
χρωµατόσωµα Υ. Έτσι τα θηλυκά, τα οποία έχουν δύο χρωµατοσώµατα Χ, έχουν δύο 
τέτοια γονίδια ενώ στα αρσενικά, τα οποία έχουν ένα χρωµατόσωµα Χ, τέτοια γονίδια 
εµφανίζονται ως µονά. Τα γονίδια που προκαλούν την αχρωµατοψία, όπως και τα 
γονίδια που προκαλούν την αιµοφιλία, αποτελούν χαρακτηριστικά παρα-δείγµατα 
γονιδίων κειµένων στο χρωµατόσωµα Χ. Έστω C ο δεσπόζων και c ο υποχωρητικός 
τύπος του γονιδίου της αχρωµατοψίας (ή αιµοφιλίας). Τα θηλυκά ανήκουν σε ένα από 
τους τρεις γονοτύπους CC, Cc και cc, ενώ τα αρσενικά σε ένα από τους δύο 
γονοτύπους C και c. Ένα θηλυκό του γονότυπου CC δεν παρουσιάζει αχρωµατοψία 
(ή αιµοφιλία), του γονοτύπου Cc είναι φορέας αχρωµατοψίας (ή αιµοφιλίας) και 
γονοτύπου cc παρουσιάζει αχρωµατοψία (ή αιµοφιλία). Επίσης, ένα αρσενικό του 
γονότυπου C δεν παρουσιάζει αχρωµατοψία (ή αιµοφιλία), και του γονοτύπου c 
παρουσιάζει αχρωµατοψία (ή αιµοφιλία). 

Έστω p το ποσοστό του δεσπόζοντος τύπου C και pq −= 1  το ποσοστό του 
υποχωρητικού τύπου c του γονιδίου της αχρωµατοψίας (ή αιµοφιλίας), τόσο στα 
αρσενικά όσο και στα θηλυκά άτοµα. Τότε η πιθανότητα ένας άνδρας να µη 
παρουσιάζει αχρωµατοψία (ή αιµοφιλία) είναι ίση µε p ενώ να παρουσιάζει 
αχρωµατοψία (ή αιµοφιλία) είναι ίση µε pq −= 1 . Οι πιθανότητες u, 2v και w των 
τριών γονοτύπων CC, Cc και cc του γονιδίου της αχρωµατοψίας (ή αιµοφιλίας) στο 
γυναικείο πληθυσµό, αντίστοιχα, δύνανται να υπολογισθούν ως εξής: Ας θεωρήσουµε 
τα ενδεχόµενα  και  όπως ένα άτοµο το οποίο εκλέγεται τυχαία από τον 
υποπληθυσµό των αρσενικών είναι του γονοτύπου C και c, αντίστοιχα και τα 
ενδεχόµενα  και  όπως ένα άτοµο το οποίο εκλέγεται τυχαία από τον 
υποπληθυσµό των θηλυκών είναι του γονοτύπου CC, Cc και cc, αντίστοιχα. Επίσης 
ας θεωρήσουµε τα ενδεχόµενα Α και Β όπως ένας θηλυκός απόγονος ζευγαρώµατος 

1A

2B

2A

3B1 ,B
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δύο ατόµων (αρσενικού και θηλυκού) του αρχικού πληθυσµού κληρονοµήσει το 
γονίδιο C από τον πατέρα και τη µητέρα, αντίστοιχα. Τότε  

ppAAPAPAP =⋅== 1)|()()( 11  
και 

qAPAP =−=′ )(1)( . 

Επίσης, σύµφωνα µε το θεώρηµα της ολικής πιθανότητας, 

vuvuBBPBPBBPBPBP +=+⋅=+=
2
121)|()()|()()( 2211  

και 

wvvuBPBP +=+−=−=′ )(1)(1)( , 

εφ’ όσον u . Παρατηρούµε ότι 12 =++ wv ABB =1 , BABAB ′+′=2  και BAB ′′=3 . 
Επίσης τα ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα, οπότε τόσο τα ενδεχόµενα Α και B′  
όσο και τα ενδεχόµενα  και Β και τα ενδεχόµενα A′ A′ και B′  είναι ανεξάρτητα. 
Εποµένως 

)()()()()( 1 vupBPAPABPBPu +==== , 

   )()()()(2 2 BAPBAPBABAPBPv ′+′=′+′==  

          )()()()()()( vuqwvpBPAPBPAP +++=′+′= , 

    )()()()()( 3 wvqBPAPBAPBPw +=′′=′′== . 

Οι δύο πρώτες σχέσεις, χρησιµοποιώντας το ότι pq −= 1  και , 
µετασχηµατίζονται στις 

)(1 vuwv +−=+

pvqu = , pvpup =++− )12()12(  
και έτσι 

2pu = , pqv = , . 2qw =

Ας σηµειωθεί ότι η πιθανότητα w όπως µια γυναίκα παρουσιάζει αχρωµατοψία είναι 
ίση µε το τετράγωνο πιθανότητας q όπως ένας άνδρας παρουσιάζει αχρωµατοψία. 
 
10. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 1. Η σειρά εξέτασης τεσσάρων µαθηµάτων  και δ καθορίζεται µε κλήρωση 
για την αποφυγή διαµαρτυριών είτε από τους εξεταζόµενους είτε από τους 
επιτηρητές. Να ορισθεί κατάλληλος δειγµατικός χώρος για την περιγραφή του 
τυχαίου αυτού πειράµατος. Έστω ότι Α είναι το ενδεχόµενο το µάθηµα α να εξετασθεί 
πρώτο και Β το ενδεχόµενο το µάθηµα β να εξετασθεί δεύτερο. Να καταχωρηθούν τα 
δειγµατικά σηµεία των ενδεχοµένων και 

γβα  , ,

B,  ABA ∪, BA∩ . 

 2. Κατά την τυχαία εκλογή µιας οικογένειας 4 παιδιών ενδιαφερόµαστε για τα 
ενδεχόµενα: A όπως ο αριθµός των αγοριών ισούται µε τον αριθµό των κοριτσιών, Β 
όπως αγόρια και κορίτσια εναλλάσσονται (αναφορικά µε τη σειρά γέννησης) και Γ 
όπως τρία παιδιά του ιδίου φύλου γεννούνται διαδοχικά. Ποιος είναι ο 
καταλληλότερος δειγµατικός χώρος Ω που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και ποια 
τα δειγµατικά σηµεία που ανήκουν σε κάθε ένα από τα ενδεχόµενα που µας 
ενδιαφέρουν. 
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3. Έστω ότι δύο παίκτες α και β αγωνίζονται σε µια σειρά παιγνιδιών (π.χ. σκάκι, 
τάβλι, τένις) και νικητής αναδεικνύεται εκείνος που πρώτος κερδίζει τρία παιγνίδια. 
Να ορισθεί κατάλληλος δειγµατικός χώρος Ω για την περιγραφή του τυχαίου αυτού 
πειράµατος. Ας θεωρήσουµε τα ενδεχόµενα Α και Β όπως ο παίκτης α αναδειχθεί 
νικητής στο τρίτο και στο τέταρτο παιγνίδι της σειράς, αντιστοχα. Να καταχωρηθούν 
τα δειγµατικά σηµεία των ενδεχοµένων , A B , BA∪  και BA∩ . 

 4. Έστω ότι ένας αριθµός τηλεφώνου εκλέγεται τυχαία από τον τηλεφωνικό 
κατάλογο. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως και τα τέσσερα τελευταία ψηφία του 
είναι διαφορετικά. 

 5. Aποβιβάσεις ανελκυστήρα. Έστω ότι ανελκυστήρας πενταόροφης οικοδοµής 
ξεκινά από το ισόγειο µε τέσσερα άτοµα. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες 
αποβίβασης (α) και των τεσσάρων ατόµων σε διαφορετικό όροφο, (β) δύο ατόµων 
στον τρίτο όροφο, ενός ατόµου στον τέταρτο όροφο και ενός ατόµου στον πέµπτο 
όροφο και (γ) δύο ατόµων στον τρίτο όροφο. 

 6. ∆ιάδοση ψιθύρων. Σε µια πόλη 1+ν  κατοίκων ένα άτοµο µεταδίδει ένα 
κουτσοµπολιό σε ένα δεύτερο άτοµο, το οποίο το µεταδίδει σε ένα τρίτο κ.ο.κ. Κάθε 
άτοµο στο οποίο µεταδίδεται το κουτσοµπολιό εκλέγεται από το ψιθυριστή τυχαία 
µεταξύ των ν κατοίκων. Να υπολογισθεί η πιθανότητα να µεταδοθεί το κουτσοµπολιό 
χωρίς (α) να επιστρέψει στον πρώτο ψιθυριστή και (β) να επαναληφθεί σε 
οποιοδήποτε άτοµο. 

7. Ας θεωρήσουµε ένα σύνολο 1+κ  ατόµων  των οποίων 
καταγράφουµε τα γενέθλια. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως το άτοµο  έχει 
γενέθλια την ίδια µέρα µε ένα τουλάχιστο από τα υπόλοιπα κ άτοµα { . 

}

}

...,,,,{ 210 καααα

,1α
0α

κα...,,2α

 8. Έστω ότι µέσα σε ν διακεκριµένα κελιά }  τοποθετούνται τυχαία το 
ένα µετά το άλλο σφαιρίδια. Αν η διαδικασία αυτή σταµατά (α) όταν τοποθετηθεί ένα 
σφαιρίδιο στο κελί  και (β) όταν σε ένα οποιοδήποτε κελί τοποθετηθούν δύο σφαι-
ρίδια, να υπολογισθούν οι αντίστοιχες πιθανότητες όπως απαιτηθούν περισσότερες 
από κ δοκιµές. 

...,,,{ 21 νccc

νc

 9. Το πρόβληµα του Γαλιλαίου. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα της ρίψης τριών 
κύβων και τα ενδεχόµενα Α και Β όπως το άθροισµα των ενδείξεων τούτων είναι 9 10 
αντίστοιχα. Ένας παρατηρητικός φίλος του Γαλιλαίου διέκρινε ότι η συχνότητα 
εµφάνισης του ενδεχοένου Α είναι µικρότερη από εκείνη του Β. Τούτο δεν µπορούσε 
να εξηγήσει σκεπτόµενος ότι καθ΄ένα από τα ενδεχόµενα αυτά περιέχει 6 σηµεία: 

9333432522441531621 =++=++=++=++=++=++ , 

10433442532622541631 =++=++=++=++=++=++ . 

Ο Γαλιλαίος στον οποίο απευθύνθηκε µετά από προσεκτική ανάλυση υπολόγισε ορθά 
τις πιθανότητες )  και )  απ’ όπου προέκυψε ότι . Να 
υπολογισθούν οι πιθανότητες )  και . 

(AP (BP
(AP

)
)

()( BPAP <
(BP

10. Από τα ν κλειδιά που έχει κάποιος µόνο ένα ανοίγει την πόρτα του σπιτιού του. 
Επειδή δεν θυµάται ποιο είναι το σωστό κλειδί, δοκιµάζει ένα-ένα τα κλειδιά µέχρι να 
ανοίξει την πόρτα. Να υπολογισθεί η πιθανότητα να απαιτηθούν κ δοκιµές, 

. vκ ...,2,1=
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11. Έστω ότι τρία σφαιρίδια εξάγονται τυχαία το ένα µετά το άλλο, χωρίς 
επανάθεση, από µια κληρωτίδα που περιέχει ν σφαιρίδια αριθµηµένα από το ένα 
µέχρι το ν. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) του ενδεχοµένου Α όπως ο αριθµός 
του πρώτου σφαιριδίου είναι µικρότερος από εκείνο του δευτέρου και (β) του 
ενδεχοµένου Β όπως όπως ο αριθµός του πρώτου σφαιριδίου είναι µικρότερος από 
εκείνο του δευτέρου και ο αριθµός του δευτέρου σφαιριδίου είναι µικρότερος από 
εκείνο του τρίτου. 

 12. Ας θεωρήσουµε ένα τραπέζι το οποίο είναι χωρισµένο σε ισόπλευρα τρίγωνα 
πλευράς α. Ένα νόµισµα διαµέτρου r µε αr <  τοποθετείται τυχαία στο τραπέζι. Να 
υπολογισθεί η πιθανότητα όπως το νόµισµα κείται στο εσωτερικό τριγώνου. 

 13. Έστω } ο δειγµατικός χώρος ενός στοχαστικού πειράµατος. 
Αν , 

...,,,{ 21 νωωωΩ =
})({2 1+= iωP 1})({ iωP 1...,,2, −=i

({P
ν

})iω i
, να υπολογισθούν οι πιθανότητες των 

στοιχειωδών ενδεχοµένων , ν...,,2,1= . Επιπλέον να υπολογισθεί η 
πιθανότητα του ενδεχοµένου , }...,,,{ 21 ωω κω κΑ = ν≤ . 

 14. Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος στοχαστικού πειράµατος και , ένα 
ενδεχόµενο σ’αυτόν. Αν  είναι το συµπληρωµατικό του ενδεχοµένου Α και ισχύει 

 να υπολογισθεί η πιθανότητα . 

ΩΑ ⊆
A′

5/1)(2)( +=′ APAP )

)

(AP

 15. (Συνέχεια). Αν ) , να υπολογισθεί η πιθανότητα . (4)(3 APAP =′ (AP

 16. (Συνέχεια). Αν 1, να δειχθεί ότι )(0 << AP 4
)(

1
)(

1
≥

′
+

APAP
. 

 17. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία τριών ρίψεων ενός κύβου και έστω Α το 
ενδεχόµενο όπως το άθροισµα των ενδείξεων είναι µεγαλύτερο του 10. ∆είξετε ότι το 
ενδεχόµενο Α και το συµπληρωµατικό του ενδεχόµενο Α′  είναι ισοδύναµα σύνολα 
και χρησιµοποιώντας το ότι )()( ΑΝΑΝ ′=  συµπεράνετε την πιθανότητα . )(ΑP

18. Ας θεωρήσουµε το δειγµατικό χώρο Ω ενός στοχαστικού πειράµατος και έστω 
 ενδεχόµενα µε ΩΑ,Β ⊆

)(4)(3)(2 ABPBPAP == , 2/1)( =− ABP . 

Να υπολογισθούν οι πιθανότητες ,  και )  και στη συνέχεια οι 
πιθανότητες 

) )(BP(AP (ABP
)( BAP − , , )( BAP ∪ )B(AP ′∪ , )BA(P BA ′∪′ . 

 19. Αν 4/3)( =AP , 3/2)( =BP  και 5/3)( =ABP  να υπολογισθούν οι 
πιθανότητες: )( BAP − ,  και )BA∪ P(P )( BA ′′ . 

 20. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα 5 διαδοχικών ρίψεων δύο διακεκριµένων 
κύβων. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως κάθε ένα από τα ζεύγη  και 

 εµφανισθεί µία τουλάχιστο φορά. 
) 5,6(6,5( )

)6,6(

 21. Ας θεωρήσουµε ένα ποµπό ο οποίος εκπέµπει µε την ίδια αναλογία τα σήµατα 
,  και . Να υπολογισθούν οι πιθανότητες όπως σε 5 εκποµπές παρατηρηθούν 

µια τουλάχιστον φορά το καθένα (α) τα σήµατα  και  και (β) και τα τρία σήµατα 
, σ  και . 

1σ

1σ

2σ

2

3σ

3σ
1σ 2σ

 22. Από µια κάλπη που περιέχει ν άσπρα και ν µαύρα σφαιρίδια εξάγονται 
διαδοχικά και χωρίς επανάθεση δύο σφαιρίδια κάθε φορά µέχρι να εξαχθούν όλα τα 
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σφαιρίδια. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως όλα τα ζευγάρια αποτελούνται από 
ένα άσπρο και ένα µαύρο σφαιρίδιο. 

 23. Οι εταιρείες ασφάλισης αυτοκινήτων κατατάσσουν τους οδηγούς σε 10 
κατηγορίες ανάλογα µε την πιθανότητα που έχουν να προκαλέσουν δυστύχηµα. Έστω 
ότι η πιθανότητα όπως ένας οδηγός της κατηγορίας κ έχει σε ένα δωδεκάµηνο ένα 
τουλάχιστο δυστύχηµα είναι , 100/κ 10...,,2,1=κ . Ας θεωρήσουµε µία ασφαλιστική 
εταιρεία στην οποία τα  των οδηγών που ασφαλίζει ανήκουν στην κ κατηγορία 

. Αν ένας οδηγός ασφαλισµένος στην εταιρεία αυτή αναφέρει ένα 
τουλάχιστο δυστύχηµα σε ένα δωδεκάµηνο ποιά είναι η πιθανότητα να ανήκει στην κ 
κατηγορία, ; 

55/κ

0

10...,,2,1=κ

κ 1...,,2,1=

 24. Έστω ότι το ποσοστό των γυναικών µιας ορισµένης περιοχής που πάσχουν από 
καρκίνο της µήτρας είναι 0,001. Το τεστ Παπανικολάου κάνει ορθή διάγνωση της 
ασθένειας µε πιθανότητα 0,97. ∆εδοµένου ότι το τεστ για µια γυναίκα είναι θετικό 
ποια είναι η πιθανότητα να πάσχει πραγµατικά από καρκίνο; 

 25. Έστω ότι 7% των ανδρών και 2% των γυναικών πάσχουν από αχρωµατοψία. 
Αν το 48% του πληθυσµού αυτού είναι άνδρες και το 52% είναι γυναίκες να 
υπολογισθεί η πιθανότητα όπως ένα άτοµο που εκλέγεται τυχαία από τον πληθυσµό 
αυτό να έχει αχρωµατοψία. 

 26. Έστω ότι το 50% των γυναικών έχουν το γονίδιο της αιµοφιλίας. Αν µία 
γυναίκα έχει το γονίδιο η πιθανότητα να το κληρονοµήσει στο παιδί της είναι 1/2. Να 
δειχθεί ότι η πιθανότητα µια γυναίκα να έχει το γονίδιο της αιµοφιλίας δεδοµένου ότι 
απέκτησε υγιή γιό ελαττώνεται κατά 1/3. 

 27. Έστω ότι σε µία συγκεκριµένη διαδροµή η πιθανότητα όπως οποιοδήποτε 
φανάρι της τροχαίας να είναι του ιδίου χρώµατος µε το προηγούµενο είναι 4/5. Αν το 
πρώτο φανάρι είναι πράσινο µε πιθανότητα 3/5 και κόκκινο µε πιθανότητα 2/5 να 
υπολογισθεί η πιθανότητα το τρίτο φανάρι να είναι πράσινο. 

28. Από µια κληρωτίδα που περιέχει 21 σφαιρίδια φέροντα τους αριθµούς 
 εξάγονται διαδοχικά και χωρίς επανάθεση τρία σφαιρίδια. Αν  είναι το 

ενδεχόµενο εξαγωγής αριθµού πολλαπλασίου του 3 στην κ-οστή εξαγωγή, , 
να υπολογισθούν οι πιθανότητες 

}21...,,2,1{ κA
κ 3,2,1=

)( 2AP ′ ,  και . )|( 21 AAP )( 3AP

29. Ας θεωρήσουµε ένα τηλεπικοινωνικό σύστηµα αποτελούµενο από έναν ποµπό, 
κ αναµεταδότες και ένα δέκτη. Ο ποµπός στέλλει τα σήµατα στο δυαδικό σύστηµα, 
στο οποίο τα γράµµατα του αλφαβήτου είναι ακολουθίες από 0 και 1. Οι 
αναµεταδότες και ο δέκτης, λόγω θορύβου, λαµβάνουν το σήµα 0 ως σήµα 1 µε 
πιθανότητα 0,03 και το σήµα 1 ως σήµα 0 µε πιθανότητα 0,05. Να υπολογισθούν οι 
δεσµευµένες πιθανότητες λήψης από το δέκτη (α) του σήµατος 0 και (β) του σήµατος 
1 δεδοµένης, σε αµφότερες τις περιπτώσεις, της αποστολής από τον ποµπό του 
σήµατος 1. 

30. Ας θεωρήσουµε έναν ποµπό ο οποίος εκπέµπει τα σήµατα 0 και 1 σε αναλογία 
2 προς 3. Ένας δέκτης των σηµάτων αυτών λαµβάνει λανθασµένο σήµα σε 3% των 
περιπτώσεων και ένας δεύτερος δέκτης σε 4% των περιπτώσεων. Να υπολογισθούν οι 
πιθανότητες (α) ο πρώτος δέκτης να λάβει το σήµα 0 και (β) ο δεύτερος δέκτης να 
λάβει το σήµα 1. (γ) Αν ο πρώτος δέκτης λάβει το σήµα 0 και ο δεύτερος δέκτης το 
σήµα 1, ποιόν από τους δέκτες πρέπει να εµπιστευθούµε; (δ) Αν ο πρώτος δέκτης 
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λάβει το σήµα 1 και ο δεύτερος δέκτης το σήµα 0, ποιόν από τους δέκτες πρέπει να 
εµπιστευθούµε; 

 31. Έστω ότι ένα µόριο δύναται να χωρισθεί σε 0 ή 1 ή 2 µόρια µε πιθανότητες 
1/4, 1/2 και 1/4, αντίστοιχα. Ας θεωρήσουµε τα σύνολα των µορίων της πρώτης και 
της δεύτερης γενιάς προερχόµενα από το αρχικό µόριο, του προγεννήτορα. Αν  
είναι το ενδεχόµενο όπως ο αριθµός των µορίων της πρώτης γενιάς είναι κ,  
και 

κA
2,1,0=κ

rB
,1,0
 είναι το ενδεχόµενο όπως ο αριθµός των µορίων της δεύτερης γενιάς είναι r, 

, να υπολογισθούν οι πιθανότητες ,  και . 6...,=r ) )( 1BP( 0BP )|( 12 BAP

 32. Έστω ότι το ποσοστό των ατόµων µιας ορισµένης περιοχής που πάσχουν από 
µία σοβαρή ασθένεια είναι 0,01. Ένα άτοµο υποβάλλεται σε δύο ανεξάρτητα µεταξύ 
τους τέστ καθένα από τα οποία κάνει ορθή διάγνωση µε πιθανότητα 0,95. Να 
υπολογισθούν οι δεσµευµένες πιθανότητες να πάσχει το άτοµο (α) δεδοµένου ότι ένα 
τουλάχιστο τέστ είναι θετικό και (β) δεδοµένου ότι και τα δύο τέστ είναι θετικά. 

33. ∆ύο σκοπευτές α και β ρίχνουν από µία βολή κατά στόχου. Έστω ότι η 
πιθανότητα επιτυχούς βολής από τον α είναι 0,8 ενώ από τον β είναι 0,6. Αν µια από 
τις δύο σφαίρες κτυπήσει το στόχο, να υπολογισθεί η πιθανότητα να ανήκει στον α. 

 34. Στο τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός νοµίσµατος δύο φορές ας θεωρήσουµε τα 
ενδεχόµενα όπως εµφανισθεί Α: η ένδειξη κεφαλή µια τουλάχιστο φορά, Β: στην 
πρώτη ρίψη η ένδειξη γράµµατα και Γ: σε κάθε ρίψη διαφορετική ένδειξη. 
Υπολογίζοντας τις σχετικές πιθανότητες, δείξετε ότι 

)()|( BPABP < , , )()|( ΓPAΓP > )()|( ΓPΒΓP = . 

 35. Έστω ότι τα ενδεχόµενα  και  είναι ανεξάρτητα. ∆είξετε ότι τα 
ενδεχόµενα (α)  και , (β)  και  και (γ)  και  είναι 
ανεξάρτητα. 

21  , AΑ

2A
3A

1A1A 32 AA ∪ 3A∪ 3A 21 AA ∪

 36. Αν ,  και 32 3/1)( =BP/1)( =AP /2)( =∪ BAP  να εξετασθεί κατά πόσον τα 
ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα. Οµοίως αν 2/1)( =AP   και 

. 
5

}

/1)( =BP
5/3)( =′′BAP

 37. Έστω ότι ένα νόµισµα ρίχνεται διαδοχικά κ φορές. Ας θεωρήσουµε το 
ενδεχόµενο Α εµφάνισης και των δύο όψεων του νοµίσµατος και το ενδεχόµενο Β 
εµφάνισης µια το πολύ φορά της όψης κεφαλή. Να εξετασθεί κατά πόσον τα 
ενδεχόµενα Α και Β είναι ανεξάρτητα. 

38. Έστω ότι από µια κληρωτίδα που περιέχει 6 σφαιρίδια  εξάγο-
νται διαδοχικά το ένα µετά το άλλο χωρίς επανάθεση όλα τα σφαιρίδια. Επίσης, έστω 

 το ενδεχόµενο εξαγωγής του σφαιριδίου  πριν από την εξαγωγή του σφαιριδίου 
,  το ενδεχόµενο εξαγωγής του σφαιριδίου  πριν από την εξαγωγή του 

σφαιριδίου  και  το ενδεχόµενο εξαγωγής του σφαιριδίου  πριν από την 
εξαγωγή του σφαιριδίου . Να εξετασθεί κατά πόσον τα ενδεχόµενα ,  και  
είναι ανεξάρτητα. 

,...,,{ 621 σσσ

5σ

1Α 2A

1A

2σ
1σ

2A 3σ

4σ 3A

6σ 3A

 39. Ας θεωρήσουµε έναν αρχικό πληθυσµό στον οποίο οι γονότυποι ΑΑ, Αα και αα 
εµφανίζονται σε ποσοστά p, 2q και r αντίστοιχα µε 12 =++ rqp  ανεξάρτητα φύλου. 
Έστω ότι καθένας από τους γονείς (πατέρας και µητέρα) κληρονοµεί, σύµφωνα µε το 
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νόµο κληρονοµικότητας του Mendel, σε κάθε παιδί του ένα από τα γονίδια Α και α. Να 
υπολογισθεί η δεσµευµένη πιθανότητα ο πατέρας να είναι του τύπου Αα δεδοµένου 
ότι το παιδί είναι του τύπου ΑΑ. 

 40. Ας θεωρήσουµε έναν πληθυσµό στον οποίο ο λόγος του αριθµού των ανδρών 
προς τον αριθµό των γυναικών είναι θ . Υποθέτουµε ότι η πιθανότητα ένας άνδρας να 
παρουσιάζει αχρωµατοψία είναι q, ενώ η πιθανότητα µια γυναίκα να παρουσιάζει 
αχρωµατοψία είναι (βλ. Παράδειγµα 9.3). Έστω ότι ένα άτοµο εκλέγεται τυχαία 
από τον πληθυσµό αυτό. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες των ενδεχοµένων όπως το 
εκλεγόµενο άτοµο (α) είναι γυναίκα παρουσιάζουσα αχρωµατοψία και (β) 
παρουσιάζει αχρωµατοψία. 

2q


