
4

4.2. μ  Taylor  ( ) .

μ μ  Taylor 

. μ , μ μ

, μ μ μ  Taylor μ .

4.2.1. .

f(x)=ex, x R, , ,

μ , :
0

0

0

( ) ( ) 0

( ) (0) 1

( ) (0) 1

( ) ( ) (0) 1

...
( ) (0) 1

x

x x

x x

n x n

f x e f e

f x e e f e

f x f x e e f e

f x e f e

μ  (4.1.1), μ μ =0, μ

μ  Maclaurin :
)

2 3

0

(

0

1

(0) ( 0

1 ...
!

!

2 3!

)

!

n
x n

n

x n

n

x xe

fe x
n

x x
n

4.2.2. μ  lnx. 

f(x)=lnx , , μ

μ (0, ) , μ μ a = 1 μ :

2

2 3

(4) (4)
3 4

( ) 1 ( )

( ) ln (0) ln1 0
1 1( ) ln (1) 1

1

1 1( ) ( ) (1) 1

1 2( ) ( ) (1) 2

2 2 3( ) ( ) (1) 2 3

...
( 1)!( ) ( 1)n n n

n

f x x f

f x x f
x

f x f x f
x x

f x f x f
x x

f x f x f
x x

nf x f
x

1(1) ( 1) ( 1)!n n
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 :

 n=1, 1 11 (1 1)!( ) ln ( 1)f x x
x x

.

μ  n=k, ( ) 1 ( 1)!( ) ( 1)k k
k

kf x
x

,

( 1) ( ) 1 1

1 1
1

( 1)!( ) ( ( )) ( 1) ( 1) ( 1)! ( )

!( 1) ( 1)! ( ) ( 1)

k k k k k
k

k k k
k

kf x f x k x
x

k             k k x
x

.

μ  (4.1.1), μ μ =1, μ :
) 1

0 1
1

(

1

( 1)ln ( 1

(1) ( 1) ( 1)!ln ( 1) ( 1)
! !

) , 1 1.

n n
n n

n n
n

n

n

f nx x x

x x   
n

n

x

n

μ μ  μ :
1

1
2 3 4

( 1)ln( 1)

..., 1
2 3

.
4

n
n

n
x x

n
x x x              x +   x

 μ μ μ  1 :

1

1: lim 1
( 1) ( 1)!

lim( )
!

n

n
n

r n
n

n

.

4.2.3. μ .

μ  f(x)=sinx μ  g(x)=cosx μ

μ μ Taylor μ μ

:
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( ) sin (0) sin 0 0, ( ) cos (0) cos0 1,

( ) sin cos (0) cos0 1, ( ) cos sin (0) sin 0 0

( ) cos sin (0)

f x x f                                       g x x g  

f x x x f                     g x x x  g          

f x x x f

( )

sin 0 0, ( ) sin cos (0) cos0 1

( ) sin cos (0) cos0 1, ( ) cos sin (0) sin 0 0
...

0, 2
(0)

( 1) , 2 1
n

k

           g x x x  g     

f x x x f     g x x x  g          

  n k
f              

  n k
( ) ( 1) , 2

(0)
0, 2 1

k
n   n k

                              g
     n k

,  (4.1.1), μ :
3 5 7

2 1

0

( 1)sin ,...
(2 1)! 3! 5! 7!

,
k

k

k

x x xx x  x +  x
k

2 4 6
2

0

( 1)cos 1 ...
(2 )! 2! 4! 6!

, .
k

k

k

x x xx x + x
k

4.2.4. 1( )
1

f x
x

.

μ  Maclaurin 1( ) , 1,
1

f x   x
x

 μ

μ μ  x: 

2

2 3

3 4

(4) (4)
4 5

( )

1( ) (0) 1
1

1 1( ) (0) 1
1 (1 )

1 2( ) (0) 2
(1 ) (1 )

2 2 3( ) (0) 2 3
(1 ) (1 )

2 3 2 3 4( ) (0) 2 3 4
(1 ) (1 )

...
(( )n

f x f
x

f x f
x x

f x f
x x

f x f
x x

f x f
x x

f x ( )
1

1) ! (0) ( 1) !
(1 )

n
n n

n

n f n
x

,
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( )

3

0

2

0

0

1 ( 1) 1 ..

1 (0) ( 1)

.

!( 0)
1 !

1.,
1

!

n n

n

n n

n

n n

n

f nx x
x n n

x x x x   x
x

4.2.5. μ .

μ μ

( ) (1 ) ,af x x   a :

1

1 2

( ) ( )

( ) (1 ) (0) 1,

( ) (1 ) (1 ) (0) ,

( ) (1 ) ( 1) (1 ) (0) ( 1),

...
( ) ( 1) ... ( 1) (1 ) (0) ( 1) ... ( 1).

a

a a

a a

n a n n

f x x f

f x x a x f a

f x a x a a x f a a

f x a a a n x f a a a n

μ ,

0 0

( 1) ... ( 1)(1 , .) 1
!

a n n

n n

aa a a nx x x  x
nn

μ
( ) ( )nf x ,  4.2.2,  « »

.

4.3. μ  Taylor .

μ μ μ μ

μ μ μ  Taylor .

μ μ

 Taylor : μ μ μ

μ μ μ μ

. μ μ .
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4.3.1. μ  Taylor μ μ μ

.

μ μ .

μ  (4.2.1) μ μ

 Taylor μ :

0 0

0 0 0

2 1 3 5

0

1 1 1 1 1 1sinh ( )
2 2 2 2 ! 2 !

1 1 ( 1) (1 ( 1) )( )
2 ! ! 2 !

1 1 1 ...
(2 1)! 3! 5!

x x
x x n n

n n
n n

n n n

n n n

k

k

e ex e e x x
n n

        x x x
n n n

        x x x x
k

2 1 1 , 2 1
(1 ( 1) ) 2 ! ! (2 1)!

2 ! 0 0, 2
2 !

n  n k
n n k

n
 n k

n

μ μ :

0 0

0 0 0

2 2 4

0

1 1 1 1 1 1cosh ( )
2 2 2 2 ! 2 !

1 1 ( 1) (1 ( 1) )( )
2 ! ! 2 !

1 1 11 ...
(2 )! 2 4!

x x
x x n n

n n
n n

n n n

n n n

k

k

e ex e e x x
n n

           x x x
n n n

            x x x
k

μ  x μ μ .

1
1 x

.

μ μ  (4.2.4) μ :

2

0 0

2 3

0

1 1 ( 1) ( ) ( 1)
1 1 ( )

1 1.

n n n n

n n

n

n

x x
x x

       x   x x x +...,  x
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4.4. μ .

μ μ /

μ  μ μ  Taylor.

4.4.1. μ  μ .

 Taylor μ μ  μ .

μ , ( ),  ( )P x Q x μ
0

( ) 0lim
( ) 0x x

P x
Q x

, μ μ

μ μ μ  Taylor  x0 μ

μ μ μ

.

μ .
2

20

sinlim
x

x
x

.

μ  Taylor (  0) μ :
6 10

2 2sin ...
3! 5!
x xx x

2 6 10 4 8
2

2 20 0 0

sin 1lim   lim ( ...)  lim(1 ...)  1
3! 5! 3! 5!x x x

x x x x xx
x x

.

4.4.2. μ .

μ  Taylor μ μ

μ  μ μ .

μ , μ , μ μ μ e.

μ  (μ μ )  f(x)=ex  x=1. 

μ μ  Taylor  ( .  4.2.1) 

2 3 4

0

1 1 1 11 ...
! 2! 3! 4!

x n

n
e x x x x x

n

μ ,  x=1: 

 μ μ  1 : 1 1 1 2x

 μ μ  2 : 2 21 11 1 1 1 2,5
2! 2!

x x

 μ μ  3 : 2 31 11 1 1 1 2.666666
2! 3!
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 μ μ  4 : 2 3 41 1 11 1 1 1 1 2.70833
2! 3! 4!

 μ μ  5 : 2 3 4 51 1 1 11 1 1 1 1 1 2.716666
2! 3! 4! 5!

 μ μ  6 : 2 3 4 5 61 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 2.718055
2! 3! 4! 5! 6!

.

μ μ μ  μ  2 

μ μ μ μ μ  5 μ  (6 )

μ  2 .

4.4.3. μ μ .

μ

0
0

( ) ( )n
n

n
f x a x x μ  μ  r, 

,  (x0 -r, x0+r) 0
0

( ) ( ( ) )n
n

n
f x dx a x x dx ,

μ μ μ μ μ  μ μ μ

μ  Taylor.

μ . μ
1

0

1 cos x dx
x

, μ μ

 cosx μ   x0 = 0. μ  μ μ μ

μ μ  μ  5 ;

μ μ μ
2 4 6 8

cos 1 ...
2! 4! 6! 8!
x x x xx  , μ

μ μ :

1 1 12 4 6 8 3 5 7

0 0 0
1 12 1 1 1

1 2 1

1 1 10 0

1 cos 1 ( ...) ( ...)
2! 4! 6! 8! 2! 4! 6! 8!

( 1) ( 1)( ( 1) )
(2 )! (2 )! 2 (2 )!

1 1 1 1 ....
4 96 4320 322560

n n n
n n

n n n

x x x x x x x x xI dx dx dx
x x

x dx x dx
n n n n

μ , μ μ  μ  8 , :

8 = 0.239811714 
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μ μ μ  6 μ μ 6 = 0.2398148, 

 5  8

 .000003. 

μ  – μ .

1. μ  Taylor 2
1

1 x
 0.

2 2
2

0 0

1 ( ) , 1.
1

n n

n n
x x   x

x

1. 01.1  μ  6 .

μ  μ μ 1)( xxf μ  x=0.01. 

μ , μ ,  f(x)  Taylor μ μ  x0=0:

1xxf 10f

12
1
x

xf
2
10f

3
14

1

x
xf

4
10f

5
18

3

x
xf

8
30f

7
4

116

15

x
xf

16
1504f

2 3

2 3 4

0 0 0
0 0 .... ...

2! 3! !
1 1 3 151 ....
2 4 2! 8 3! 16 4!

n
nf f f

f x f f x x x x
n

x x x       x

 x=0.01 μ μ

 1.01: 

 μ μ  1 : 0,011 1 1,005
2 2
x

 μ μ  2 :
2 20,01 0,011 1 1,0049875

2 8 2 8
x x

 μ μ  3 :
2 3 2 33 0,01 (0,01) 3(0,01)1 1 1,004987562

2 8 48 2 8 48
x x x

.
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 6 μ μ μ μ

2 μ  (3 ) μ  6 .

3. ( )  Taylor ( ) sin( )f x x  μ  0, μ 5x .

, μ o46 0sin(46 ) , μ

3.14159 .

 ( ) ,  μ
4

, μ

2( )
4

x . μ ,

μ  « » μ  « »;

( )   μ  μ μ  4.2.3, μ  Taylor  f(x)=sinx μ

μ 2 1

0

( 1)sin
(2 1)!

k
k

k
x x

k
. , μ  μ  5, μ

:
5

120
13

6
1sin xxxx .

, x 4646 0,80285
180

o , μ μ

,  μ μ :

719382.046sin o .

( )  μ 0 / 4x
( )

0

( / 4)sin ( )
! 4

n
n

n

fx x
n

. μ

μ :

4 4 4 4

' '2 2 2
4 4 2 4 2 4 2( ) sin , '( ) (sin ) (cos ) ,      ''( ) (cos ) (sin ) .x x x xf f x x f x x

μ ,
22 2 2sin ....

2 2 4 4 4
x x x

, x 4646
180

o μ μ ,  μ

μ : 71934.046sin o . μ , :

71934.046sin o ,  μ .
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4. μ μ μ μ  Maclaurin, 

0
lim

sin

x x

x

e e
x

μ  Maclaurin μ μ :
3 5

2
3 60

x x x xe e x
3 5

sin
6 120
x xx x

3 5 2 4

3 5 2 50 0

2 2 2 0 03 6 0 3 6 0lim lim 2
1 0 01

6 1 2 0 6 1 2 0
x x

x x x xx

x x x xx

5. ( ) xy x e  Taylor μ 0 1x , μ 3( 1)x

μ μ
2

1

xe dx
x

. μ

 4 μ ;  μ 3( 1)x ;

μ μ :
1 1 1 2 1 3 1 41 1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ...

2! 3! 4!
xe e e x e x e x e x

μ μ :
2 2 1 2 3 4

1 1

2 2 3 2
1

1

( 1) ( 1) ( 1)(1 ( 1) )
2! 3! 4!

5 8 4 6 4 1 ,
2 3 6 24 24 24 24 24

xe e x x xI dx x dx
x x

x x x xdx e x
x x

μ μ  4 μ .

 μ μ  μ  3 μ μ :

3  = 1 15 8 3 7ln 2 .4595 0.16904
2 3 2 18

e e

μ μ μ  4 μ :

4  = 1 116 65 15 7 15ln 2 .4641 0.17073
6 24 8 9 96

e e

 2 μ  μ , μ μ μ μ

.

6.  μ ( )y f x :
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( )1 1 3 !(1) 1 , '(1) , ''(1) , '''(1) , ....., (1) .
2 2 4 2

n
n

nf f f f f

 Taylor  x = 1. μ  x  

; μ  f  μ ;

μ
( )

0

( )( ) ( )
!

n
n

n

f af x x a
n

a=1, μ :

( )
0 1 2 3

0 1 2 3

0

(1) (1) (1) (1) (1)( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1) ...
0! 1! 2! 3! !

!31 11 2 2 4 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1) ...
1 1! 2! 3! !

!
12 ( 1)

! 2

n
n

n n

n n
n

n

f f f f ff x x x x x x
n

n
       x x x x x

n
n

       x
n 0

( 1) .n

n
x

μ  μ μ μ μ

. μ , :

1 1 1lim( ( 1) ) 1 lim( ) 1 1 1 1 1 2
22 2

2 1 2 1 3.

n nn
n nx x x x

x x

μ  (-1,3) , 1lim( ( 1) ) 1
2

nn
n x ,

μ  :

 x=3 
0 0 0

1 2(3 1) 1
2 2

n
n

n n
n n n

 x=-1 
0 0 0

1 ( 2)( 1 1) ( 1)
2 2

n
n n

n n
n n n

μ .

, μ μ  x=0 μ μ , μ

μ  f(0) :

0 0 0

1 ( 1) 1 1 2(0) (0 1) ( ) .12 2 2 31 ( )
2

n
n n

n n
n n n

f

.

1.  Taylor μ  μ  f(x)=(x2+x)ex

2

1

2
!n

n e
n

.



15

2. μ :

i. 1/e            μ  5              ( : 0.36788) 

ii. sin62o      μ  5              ( : 0.88295) 

iii. ln(0.97)  μ  7              ( : -0.0304592) 

iv. tan31o      μ  4             ( : 0.6009) 

3. μ  Taylor,  0,  ln(1+x) μ

μ  ln(1.02) μ μ  μ  0.00000005;

4. μ μ :

(i)
sin

30

1lim
6

x x

x

e e
x

                     (ii) 
0

cosh coslim
sinh sinx

x x
x x

5. :

i.
1

0

cos( ) 0.76355x dx

ii.
1/ 2

4
0

1 0.4940
1

dx
x

iii.
1

0

sin 0.946083x dx
x


