
√ ·ÈÛıËÙ‹Ú·˜

™ÎÔfi˜

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται λεπτοµερώς τα πρώτα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα

που αναπτύχθηκαν τη δεκαετία του πενήντα. ∆ίνεται η δοµή τους, η λειτουργία τους,

ο τρόπος εκπαίδευσής τους, καθώς επίσης και τα προβλήµατα που µπορούν τα δίκτυα

αυτά να επιλύσουν. Παρουσιάζονται οι περιορισµοί τους και οι λόγοι για τους οποί-

ους ουσιαστικά τα δίκτυα αυτά εγκαταλήφθηκαν.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ∞ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν ολοκληρώσετε τη µελέτη του κεφαλαίου αυτού, θα είστε σε θέση να:

• σχεδιάσετε δίκτυα της µορφής του αισθητήρα, ανάλογα µε τις ανάγκες του προ-

βλήµατος που σας παρουσιάζεται 

• εκπαιδεύσετε ένα τέτοιο δίκτυο στα δεδοµένα του προβλήµατος και να επαληθεύ-

σετε ότι η εκπαίδευση είναι σωστή 

• αναγνωρίσετε ποια προβλήµατα έχουν την ικανότητα τα δίκτυα αυτά να λύνουν

και ποια δεν µπορούν να λύσου.

§¤ÍÂÈ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Είσοδος δικτύου

• έξοδος δικτύου

• βάρη συνδέσεων

• κατώφλι

• γραµµικώς διαχωρίσιµο (και µη διαχωρίσιµο) πρόβληµα

• πρόβληµα X–OR

• κυρτές περιοχές

• ικανότητα αποθηκεύσης

• εκπαίδευση δικτύου

• κανόνας ∆έλτα

3∫ ∂ º ∞ § ∞ π √
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• ρυθµός εκπαίδευσης

• σφάλµα, στόχος

• adaline

• madaline

• διόρθωση βαρών

• δυσκολίες εκπαίδευσης

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Στο κεφάλαιο αυτό ασχολούµαστε για πρώτη φορά µε ένα νευρωνικό δίκτυο συγκε-

κριµένης µορφής και καλύπτουµε λεπτοµερώς όλη την διαδικασία εκπαίδευσης ενός

τέτοιου δίκτυου. Τόσο τα δίκτυα αυτά όσο και οι διαδικασίες είναι απλής µορφής,

αλλά είναι απαραίτητο να τα κατανοήσουµε όσο το δυνατόν καλύτερα, γιατί θα µας

είναι χρήσιµα στα επόµενα κεφάλαια.



3.1 ∆· ÚÒÙ· ÚfiÙ˘· ÓÂ˘ÚˆÓÈÎÒÓ ‰ÈÎÙ‡ˆÓ Î·È Ô ·ÈÛıËÙ‹Ú·˜

To µοντέλο του αισθητήρα (perceptron) είναι από τα πρώτα µοντέλα νευρωνικών

δικτύων που αναπτύχθηκαν την δεκαετία του πενήντα και έδωσαν στην περιοχή αυτή

µεγάλη ώθηση χάρη στις επιτυχίες που είχε από την αρχή. Πολλά δίκτυα που ανα-

πτύχθηκαν αργότερα, κατά πολύ πιο περίπλοκα, ξεκίνησαν από την βάση του αισθη-

τήρα. Προτάθηκε το 1958 από τον Rosenblatt [1–3], ο οποίος ήταν ψυχολόγος.

Βέβαια καθόσον οι γνώσεις µας για το νευρικό σύστηµα του ανθρώπου προόδευαν,

οι πρώτες αυτές προσπάθειες φαίνονται τώρα πια ότι ήταν πολύ απλοϊκές. Οι

Minsky–Papert έδειξαν [4] το 1969 ότι το πρώτο αυτό πρότυπο έχει πολλούς περιο-

ρισµούς. Σήµερα, υπάρχουν πολλές παραλλαγές νευρωνικών δικτύων που βασίζο-

νται στον αισθητήρα και έχουν διαφορετικές δοµές, άλλες απλές και άλλες πιο περί-

πλοκες. Η πιο απλή µορφή είναι ο λεγόµενος στοιχειώδης αισθητήρας (elementary

perceptron), Σχήµα 3.1, γιατί αποτελείται από ένα µόνο νευρώνα και είναι το πιο

απλό, αυτοδύναµο σύστηµα που υπάρχει και επιτελεί µία ορισµένη διεργασία. Το

πολύ απλό αυτό πρότυπο µπορεί να κάνει διάφορα χρήσιµα πράγµατα, όπως θα

δούµε παρακάτω. Ανεβαίνοντας ως προς την πολυπλοκότητα, έχουµε νευρωνικά

δίκτυα τα οποία έχουν πολλούς νευρώνες, όπως στο Σχήµα 3.2, οι οποίοι είναι οργα-

νωµένοι σε δύο επίπεδα, ένα επίπεδο στο οποίο εισέρχονται τα σήµατα (επίπεδο εισό-

δου) και ένα επίπεδο όπου βγαίνει το αποτέλεσµα του νευρωνικού δικτύου (επίπε-

δο εξόδου). Θα δούµε αργότερα και νευρωνικά δίκτυα τα οποία είναι ακόµα πιο περί-

πλοκα και εκτός των δύο αυτών επιπέδων έχουν και άλλα επίπεδα, τα οποία βρί-

σκονται συνήθως ανάµεσα σε αυτό της εισόδου και αυτό της εξόδου.

Στον στοιχειώδη αισθητήρα, ο µοναδικός νευρώνας του συστήµατος έχει έναν ορισµέ-

νο αριθµό συνδέσεων που προέρχονται από άλλους νευρώνες (τους οποίους όµως δεν

εξετάζουµε), όπως φαίνονται στο Σχήµα 3.1. Ο νευρώνας είναι ο κύκλος και οι συνδέ-

σεις του είναι οι διάφορες γραµµές. Έχει ένα ορισµένο αριθµό εισόδων αλλά µία µόνο

έξοδο. Αυτό σηµαίνει ότι η µονάδα αυτή δέχεται πολλές εισόδους, s1, s2, s3 κτλ. αλλά

παράγει µία µόνο έξοδο, που όπως φαίνεται στο Σχήµα είναι στα δεξιά του κύκλου. Στο

σηµείο αυτό χρειάζεται προσοχή: µπορεί ένας νευρώνας να έχει πολλές εξόδους και άρα

πολλές γραµµές δεξιά του κύκλου, αλλά όλες οι έξοδοι αυτές πάντα έχουν την ίδια τιµή.

Αν, λοιπόν, υπάρχουν πολλές γραµµές–έξοδοι, ποτέ δεν µπορούν να έχουν διαφορετικές

τιµές. Αυτό λοιπόν εννοούµε όταν λέµε ότι ένας νευρώνας έχει µία µόνο έξοδο.

Κάθε εισερχόµενο σήµα, si, συνδέεται µε τον κεντρικό νευρώνα µε ένα βάρος wi . Το

βάρος w µας δείχνει κατά κάποιο τρόπο την αλληλεπίδραση µεταξύ των δύο νευ-

ρώνων τους οποίους συνδέει. Τώρα που εξετάζουµε εδώ την απλή περίπτωση του

ενός νευρώνα, µπορούµε να πούµε ότι το w είναι η επίδραση του εισερχόµενου σήµα-
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τος µε τον νευρώνα αυτό. Αυτό που έχει σηµασία δεν είναι η τιµή του βάρους w από

µόνη της ούτε η τιµή του σήµατος s, αλλά είναι το γινόµενο siwi. Έτσι κάθε si πολ-

λαπλασιάζεται επί το βάρος wi που έχει η σύνδεση i και τελικά αυτό που παρουσιά-

ζεται στον νευρώνα από κάθε εισερχόµενο σήµα είναι το γινόµενο siwi. Ο αισθητή-

ρας κατόπιν αθροίζει τα γινόµενα αυτά για όλους τους n όρους (όπου n είναι ο αριθ-

µός των εισόδων) και θεωρούµε, λοιπόν, ότι λαµβάνει ένα συνολικό σήµα µε τιµή:

(3.1)

Μερικές φορές θεωρούµε ότι, εκτός από τα εισερχόµενα σήµατα και τα αντίστοιχα

βάρη w, ο νευρώνας έχει και ένα εσωτερικό βάρος που τον χαρακτηρίζει, και το

οποίο πρέπει να ληφθεί υπόψη στην εξίσωση 3.1. Το εσωτερικό αυτό βάρος λέγεται

«bias», b, ή αλλιώς προδιάθεση ή παράγων προδιάθεσης του νευρώνα. Το βάρος

αυτό είναι τελείως ξεχωριστό από τα άλλα βάρη, αλλά δρα µε τον ίδιο τρόπο όπως

τα άλλα βάρη w που είδαµε µέχρι τώρα. Θεωρούµε πάντοτε ότι η τιµή του σήµατος

που περνάει σε όλα τα εσωτερικά βάρη είναι 1. Έτσι, λοιπόν, οι µονάδες του b θα

είναι οι ίδιες µε τις µονάδες του γινοµένου (s◊w), ώστε η εξίσωση 3.1 στην πιο γενι-

κή της µορφή γίνεται τώρα:

(3.2)

O όρος b δεν έχει καµία φυσική σηµασία και δεν πρέπει να αποδίδεται στο εσωτε-

ρικό του νευρώνα στον οποίο καταλήγει. Μερικές φορές θεωρείται ότι είναι ένα εξω-

τερικό ερέθισµα, το οποίο προστίθεται στο υπόλοιπο άθροισµα για να δώσει το

σωστό S. Ολα τα προβλήµατα δεν αντιµετωπίζονται µε τον ίδιο τρόπο και έτσι άλλες

φορές χρησιµοποιείται η εξίσωση 3.1 (χωρίς τον όρο b) και άλλες η εξίσωση 3.2 (µε
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Έξοδος

S1

S1

Sn

Eίναι�

S > θ ?

™¯‹Ì· 3.1

Ο στοιχειώδης αισθητήρας 

(perceptron)



τον όρο b), χωρίς να υπάρχει ένας γενικός κανόνας. Ακολούθως εφαρµόζουµε την

συνάρτηση κατωφλίου Heaviside, µε µία συγκεκριµένη τιµή του κατωφλίου, θ. Η

συνάρτηση αυτή έχει δοθεί στο Σχήµα 2.7. Συγκρίνουµε το θ µε το άθροισµα S. Εάν

S > θ, τότε ο αισθητήρας ενεργοποιείται και θεωρούµε ότι πυροδοτεί. Εάν S < θ, τότε

το άθροισµα S µηδενίζεται και ο αισθητήρας παραµένει αδρανής. Αυτό συνοψίζε-

ται ως:

Εάν S > θ τότε η τιµή της εξόδου = 1 (3.3)

Εάν S < θ τότε η τιµή της εξόδου = 0 (3.4)

Αντιλαµβανόµαστε λοιπόν ότι η ενεργητικότητα του αισθητήρα εξαρτάται από τρεις

παραµέτρους: τα βάρη των συνδέσεων, τις τιµές των εισόδων και την τιµή του κατω-

φλίου. Θεωρούµε ότι αυτό που µαθαίνει το σύστηµά µας αποθηκεύεται στα βάρη

των συνδέσεων, τα οποία, όπως θα δούµε και παρακάτω, µεταβάλλονται συνεχώς

κατά την διάρκεια που το σύστηµα «µαθαίνει» κάποια πληροφορία.
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S1 Έξοδος
Eίναι�

S > θ ;

Eίναι�

S > θ ;

Eίναι�

S > θ ; Έξοδος

Έξοδος

S2

Sn
™¯‹Ì· 3.2

Ο αισθητήρας µε n νευρώνες

Ξεκινώντας από το πρότυπο του στοιχειώδους αισθητήρα µπορούµε να αναπτύξου-

µε πιο προχωρηµένα πρότυπα που περιέχουν αναγκαστικά περισσότερους του ενός

νευρώνες. Ένας αισθητήρας µε περίπλοκη δοµή δίνεται στο Σχήµα 3.2. Στο Σχήµα

αυτό οι κόµβοι εισόδου παρίστανται µε ένα τετράγωνο. Στους κόµβους αυτούς δεν
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γίνεται καµία επεξεργασία του σήµατος, αλλά χρησιµεύουν µόνο για να δέχονται το

σήµα. Οι υπόλοιποι κόµβοι στους οποίους γίνεται επεξεργασία του σήµατος δηλώ-

νονται µε ένα κύκλο. Εδώ έχουµε n νευρώνες, αντί για έναν µόνο που έχει ο στοι-

χειώδης αισθητήρας. Στην πιο γενική περίπτωση έχουµε πλήρη συνδεσµολογία, δηλ.

κάθε εισερχόµενο σήµα si παρουσιάζεται και στους n νευρώνες, µε διαφορετικό

βάρος κάθε φορά. Η διαδικασία σύγκρισης µε το κατώφλι θ είναι η ίδια όπως και

στο απλό µοντέλο, αλλά εδώ έχουµε µια πλειάδα από εξόδους των οποίων ο αριθ-

µός είναι n, όσο δηλ. και ο αριθµός των νευρώνων. Υπάρχουν και διάφορα άλλα

παρόµοια µοντέλα, που ονοµάζονται επίσης συλλογικά αισθητήρες, και µερικά είναι

πιο περίπλοκα από τα παραπάνω, αλλά ο µηχανισµός λειτουργίας τους είναι ο ίδιος

όπως αυτός που είδαµε [5].

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.1

Η ενεργητικότητα του αισθητήρα εξαρτάται µόνο από τις τιµές στα:

(α) βάρη των συνδέσεων, τιµές εισόδου, τιµή κατωφλίου, σφάλµα στην έξοδο

(β) βάρη των συνδέσεων, τιµές εισόδου, τιµή κατωφλίου

(γ) βάρη των συνδέσεων, τιµές εισόδου

(δ) βάρη των συνδέσεων, τιµές κατωφλίου

(ε) κανένα από τα παραπάνω

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.2

(Σωστό ή Λάθος). Το δίκτυο του Σχήµατος 3.1 έχει 3 νευρώνες εισόδου και θ = 0.

Το διάνυσµα εισόδου είναι s = (1 , 0,7 , 1.6) και τα αντίστοιχα βάρη είναι w = (0,5 ,

1,5 , –1,0). Η είσοδος και η έξοδος του δικτύου είναι αντίστοιχα:

Είσοδος Έξοδος Σωστό Λάθος

α) 1 0

β) 3,3 0

γ) –0,05 1

δ) 1 1

ε) –0,05 0

στ) 0,05 0



3.2 ∆Ô Úfi‚ÏËÌ· ÙË˜ ·ÔÎÏÂÈÛÙÈÎ‹˜ ‰È¿ Â̇˘ÍË˜

Ένα από τα πιο γνωστά προβλήµατα που επιλύονται µε νευρωνικά δίκτυα είναι αυτό

της εκµάθησης της συνάρτησης Χ–ΟR (exclusive–or), δηλ. της συνάρτησης της απο-

κλειστικής διάζευξης, όπως λέγεται. Η συνάρτηση αυτή δέχεται δύο εισόδους και

δίνει µία έξοδο. Οι είσοδοι και η έξοδος µπορεί να είναι 0 ή 1 µόνον και ισχύει ο εξής

περιορισµός: Εάν και οι δύο είσοδοι είναι ίδιες, τότε η έξοδος είναι 0, εάν είναι δια-

φορετικές, τότε η έξοδος είναι 1. Οι όροι αυτοί συνοψίζονται στον Πίνακα 3.1, που

ονοµάζεται και «πίνακας αλήθειας» της συνάρτησης.

¶›Ó·Î·˜ 3.1

Η συνάρτηση X–OR

Είσοδος 1 Είσοδος 2 Έξοδος 

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0
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S1

S2

W1

W2

Έξοδος
Eίναι�

S > θ ?
™¯‹Ì· 3.3

Ο αισθητήρας µε δύο εισόδους

για το πρόβληµα XOR

Εάν χρησιµοποιήσουµε τον στοιχειώδη αισθητήρα µε δύο εισόδους και µία έξοδο

τότε έχουµε το Σχήµα 3.3 που είναι µία ειδική περίπτωση του Σχήµατος 3.1. Χρη-

σιµοποιώντας το απλό αυτό δίκτυο όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί αναπαρίστανται στο

διάγραµµα του Σχήµατος 3.4, στο επίπεδο x–y, όπου οι δύο άξονες είναι οι δύο είσο-

δοι s1 και s2. Στο δίκτυο του Σχήµατος 3.3 κάθε φορά που έρχονται οι δύο είσοδοι s1

και s2 τίθεται το ερώτηµα της σύγκρισης µεταξύ του S και του θ. Θέλουµε το δίκτυο

να δίνει έξοδο = 0, όταν το S είναι S < 0,5 και να δίνει έξοδο = 1, όταν S > 0,5. Βλέ-

πουµε όµως καθαρά ότι δεν υπάρχει κανένας συνδυασµός τιµών των w1 και w2 που

να παράγει τις σχέσεις που περιλαµβάνονται στον Πίνακα 3.1. Ας θεωρήσουµε ότι

το κατώφλι θ = 0,5. Η αλγεβρική σχέση γίνεται:

s1w1 + s2w2 = 0,5 (3.5)
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και περιγράφει το δίκτυό µας. Η εξίσωση αυτή είναι γραµµική ως προς s1 και s2. Αυτό

σηµαίνει ότι όλες οι τιµές των s1 και s2 που ικανοποιούν την εξίσωση αυτή θα βρί-

σκονται σε µία ευθεία γραµµική στο επίπεδο x–y, όπως λ.χ. η ευθεία του Σχήµατος

3.4. Οποιαδήποτε τιµή αν έχουν τα s1 και s2 πάνω στην γραµµή αυτή, θα δώσουν S

= 0,5. Εάν τα s1 και s2 βρίσκονται στην µία πλευρά της γραµµής, τότε το S > θ, και

έξοδος = 1. Αν τα s1 και s2 βρίσκονται στην άλλη πλευρά της γραµµής, τότε S < θ

και έξοδος = 0. Αλλάζοντας τις τιµές w1 και w2 καθώς και την τιµή του θ, θα αλλά-

ξει η κλίση και η θέση της γραµµής αυτής. Αυτό που θέλουµε εµείς όµως είναι τα

σηµεία (0,0) και (1,1) να βρίσκονται από τη µία πλευρά της ευθείας και τα σηµεία

(0,1) και (1,0) να βρίσκονται από την άλλη. Μόνον τότε το δίκτυο θα δίνει την σωστή

απάντηση. Βλέπουµε ότι δεν υπάρχει κανένας τρόπος να τραβήξουµε µία ευθεία

γραµµή, µε οποιαδήποτε κλίση, που να ικανοποιεί την συνθήκη αυτή. Καταλήγου-

µε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι το δίκτυο του Σχήµατος 3.3, ανεξάρτητα από τιµές

w1,w2, και θ, δεν µπορεί να λύσει το πρόβληµα της συνάρτησης X–OR.

Σε µία διαφορετική απεικόνιση, στο Σχήµα 3.5, έχουµε το επίπεδο x–y, µε άξονες τα

δύο σήµατα εισόδου s1 και s2, όπως και πριν, και το κεφαλαίο S στον άξονα των z.

∆ηµιουργείται έτσι η επιφάνεια S, κάθε σηµείο της οποίας είναι πάνω από το αντί-

στοιχο σηµείο του x–y επιπέδου και σε απόσταση η οποία δίδεται από την τιµή του S

στο σηµείο αυτό. Η κλίση της επιφάνειας αυτής είναι φυσικά σταθερή σε όλο το x–y

επίπεδο. Τα σηµεία εκείνα τα οποία δίδουν τιµή του S ίση µε την τιµή κατωφλίου θ

θα έχουν προβολή µια σταθερή γραµµή στην S επιφάνεια. Όλα τα σηµεία από την µία

πλευρά της γραµµής κατωφλίου θα έχουν προβολή στην S επιφάνεια σε µεγαλύτερες

τιµές από την σταθερή γραµµή, ενώ τα σηµεία από την άλλη πλευρά θα έχουν προ-

βολή σε µικρότερες τιµές. Έτσι, η γραµµή κατωφλίου διαιρεί το x–y επίπεδο σε δύο

περιοχές. Όλα τα σηµεία από την µία πλευρά της γραµµής δίνουν έξοδο = 0 και τα

σηµεία από την άλλη πλευρά δίνουν έξοδο = 1. Καταλήγουµε, λοιπόν, στο ίδιο συµπέ-

s1

s1w1 + s2w2 = θ

s2

0,0
(1,0)

(0,1)
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στο επίπεδο x–y.



ρασµα όπως και προηγουµένως µε την θεώρηση στις 2 διαστάσεις, ότι δηλαδή ένας

απλός αισθητήρας δεν µπορεί να λύσει σωστά το πρόβληµα Χ–OR.

3.3 °Ú·ÌÌÈÎ‹ ‰È·¯ˆÚÈÛÈÌfiÙËÙ·

Υπάρχουν πολλές συναρτήσεις, παρόµοιες µε την συνάρτηση του X–OR, οι οποίες

δεν µπορούν να παρασταθούν µε ένα δίκτυο ενός µόνο νευρώνα. Για όλες αυτές τις

συναρτήσεις λέµε ότι είναι γραµµικά µη διαχωρίσιµες. 

Είδαµε ότι στην περίπτωση που έχουµε δύο εισόδους, τότε ο διαχωρισµός γίνεται

από µία ευθεία γραµµή. Αν το πρόβληµά µας είχε τρείς εισόδους, τότε ο διαχωρι-

σµός θα γινόταν από ένα επίπεδο που θα έτεµνε τον τρισδιάστατο χώρο. Για την περί-

πτωση τεσσάρων και πάνω εισόδων, πρέπει να δηµιουργήσουµε έναν υπερ–χώρο n

διαστάσεων που θα τέµνεται από ένα υπερ–επίπεδο,όπου υπερεπίπεδο θεωρούµε ένα

γεωµετρικό σχήµα που διαιρεί τον χώρο σε τέσσερις ή παραπάνω διαστάσεις.

∆εν υπάρχει κανένας απλός τρόπος να ξέρουµε εκ των προτέρων εάν η συνάρτηση

που µας παρουσιάζεται είναι γραµµικά διαχωρίσιµη,ειδικά όταν ο αριθµός των µετα-

βλητών είναι µεγάλος. Ένας νευρώνας µε n εισόδους µπορεί να έχει 2n διαφορετι-

κούς συνδυασµούς από 0 και 1. Καθόσον κάθε συνδυασµός µπορεί να δώσει δύο

διαφορετικές εξόδους (0 ή 1), υπάρχουν διαφορετικές συναρτήσεις n µεταβλη-

τών. Καταλαβαίνουµε, λοιπόν, ότι η πιθανότητα να είναι µία συνάρτηση γραµµικά

διαχωρίσιµη είναι πολύ µικρή, όταν µάλιστα υπάρχουν πολλές είσοδοι.

  22 n
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Ήδη από τα πρώτα χρόνια της ανάπτυξης των νευρωνικών δικτύων και της εµφάνι-

σης του προτύπου του αισθητήρα έγινε κατανοητό το πρόβληµα αυτό της γραµµι-

κής διαχωρισιµότητας και οι περιορισµοί τους οποίους εισάγει. Η αδυναµία αυτή

του προτύπου του αισθητήρα να λύσει τόσο απλά προβλήµατα είναι το µεγαλύτερο

µειονέκτηµά του. Τα πιο πολλά προβλήµατα δεν είναι γραµµικά διαχωρίσιµα και τα

λίγα προβλήµατα που είναι, έχουν λυθεί πιο εύκολα µε άλλους τρόπους. Αυτό ισχύ-

ει για προβλήµατα κάθε φύσης, τεχνικά και µη. Η αναγνώριση αυτής της δυσκολίας

και η ανικανότητα του αισθητήρα να την λύσει, πραγµατικά σταµάτησαν την έρευ-

να στην περιοχή αυτή µε τέτοιου είδους πρότυπα, ήδη από την δεκαετία των εξήντα.

Φυσική προέκταση του απλού µοντέλου ήταν να προταθεί ένα πιο περίπλοκο δίκτυο

το οποίο να περιέχει περισσότερους νευρώνες, αντί για τις απλές µορφές που είδα-

µε µέχρι τώρα. Οπως είπαµε, οι νευρώνες αυτοί κατατάσσονται σε επίπεδα. Ετσι

έχουµε δίκτυα µε δύο επίπεδα νευρώνων αντί για ένα που έχει το στοιχειώδες µοντέ-

λο. Ο αριθµός των επιπέδων µερικές φορές περιλαµβάνει την είσοδο και µερικές όχι.

Στα επόµενα Σχήµατα στο κεφάλαιο αυτό δεν περιλαµβάνεται το επίπεδο της εισό-

δου Αυτό όµως δεν συµβαίνει πάντα, αλλά όπως καταλαβαίνουµε είναι θέµα ονο-

µατολογίας και µόνον. Το µοντέλο δύο επιπέδων µπορεί να ξεχωρίσει σηµεία που

περιλαµβάνονται σε ανοιχτές ή κλειστές κυρτές περιοχές. Κυρτή περιοχή είναι η

περιοχή στην οποία οποιαδήποτε δύο σηµεία στην περιοχή αυτή µπορούν να ενω-

θούν από µία ευθεία γραµµή, η οποία ανήκει εξ ολοκλήρου στην περιοχή αυτή. Κλει-

στή κυρτή περιοχή είναι µία περιοχή στην οποία όλα τα σηµεία περιέχονται µέσα

στα όρια της (λ.χ. ο κύκλος), ενώ ανοιχτή είναι η περιοχή στην οποία µερικά σηµεία

βρίσκονται έξω από τα προκαθορισµένα όρια (λ.χ. περιοχή µεταξύ δύο παράλληλων

γραµµών). ∆ιάφορα παραδείγµατα µε τέτοιες περιοχές φαίνονται στο Σχήµα 3.6.

Θεωρούµε ένα νευρωνικό δίκτυο µε δύο επίπεδα και µε δύο εισόδους που έρχονται στους

δύο νευρώνες του πρώτου επιπέδου, όπως στο Σχήµα 3.7. Οι δύο νευρώνες του πρώτου

επιπέδου συνδέονται µε ένα νευρώνα του δευτέρου επιπέδου. Ας υποθέσουµε ότι θ =

Kλειστές Aνοικτή

KYPTEΣ ΠEPIOXEΣ

™¯‹Ì· 3.6

Κυρτές περιοχές, 

ανοικτές και κλειστές



0,75 για τον νευρώνα του δεύτερου επιπέδου και ότι τα βάρη είναι και τα δύο ίσα προς

0,5. Στην περίπτωση αυτή, εάν η έξοδος των δύο νευρώνων του πρώτου επιπέδου είναι

1, τότε παράγεται ως έξοδος το 1 και απο τον νευρώνα του δεύτερου επιπέδου. Αυτό

όµως είναι ανάλογο ως ο νευρώνας εξόδου να εκτελεί την συνάρτηση για την λογική

σύζευξη. Στο Σχήµα 3.7 θεωρούµε ότι κάθε νευρώνας του πρώτου επιπέδου διαιρεί το

x–y επίπεδο µε τέτοιο τρόπο ώστε ο πρώτος από τους δύο νευρώνες να δίδει έξοδο = 1

για εισόδους κάτω από την πάνω γραµµή, και ο άλλος νευρώνας να δίδει έξοδο = 1 για

εισόδους πάνω από την κάτω γραµµή. Μετά από αυτόν τον διπλό χωρισµό παρατηρού-

µε ότι η τελική έξοδος του δικτύου είναι 1 µόνον µέσα στην σκιασµένη περιοχή σχήµα-

τος V. Αν είχαµε χρησιµοποιήσει τρεις νευρώνες στο επίπεδο εισόδου, τότε θα είχαµε

τρεις ευθείες τεµνόµενες γραµµές, οι οποίες δίνουν µια περιοχή σε σχήµα τριγώνου. Για

περισσότερους νευρώνες θα δηµιουργείται ένα πολύγωνο µε ανάλογο αριθµό πλευρών.

Όλα τα πολύγωνα αυτά είναι κυρτά επειδή σχηµατίζονται από τις περιοχές της λογικής

σύζευξης και έτσι περιοχές που είναι κυρτές µπορούν να περιληφθούν. Σηµεία που δεν

µπορούν να περιληφθούν σε µία κυρτή περιοχή δεν µπορούν να διαχωριστούν από τα

άλλα σηµεία στο επίπεδο από ένα δίκτυο µόνο µε νευρώνες εισόδου–εξόδου.

6 5° ƒ∞ ª ª π ∫ ∏  ¢ π ∞ Ã ø ƒ π ™ π ª √ ∆ ∏ ∆∞
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1
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Ο νευρώνας του δεύτερου επιπέδου µπορεί να αναπαραστήσει και άλλες συναρτή-

σεις, εκτός από την λογική διάζευξη. Για να γίνει αυτό θα πρέπει τα w και τα θ να

επιλεγούν σωστά. Για να αναπαραστήσει την λογική διάζευξη θα πρέπει τουλάχι-

στον ένας από τους νευρώνες του πρώτου επιπέδου να έχει έξοδο = 1. Υπάρχουν 16

δυαδικές συναρτήσεις δύο παραµέτρων. Αν επιλεγούν σωστά τα θ και w, ένα δίκτυο

µε δύο επίπεδα µπορεί να αναπαραστήσει τις 14 από αυτές, δηλ. όλες εκτός από το

X–OR και το X–NOR. Οι 14 αυτές είναι γραµµικά διαχωρίσιµες, ενώ οι δύο είναι

µη διαχωρίσιµες.

∆εν είναι απαραίτητο οι είσοδοι να έχουν δυαδικές τιµές. Ένα διάνυσµα εισόδων µε

συνεχείς τιµές µπορεί να αναπαραστήσει ένα σηµείο οπουδήποτε στο x–y επίπεδο.

Στην περίπτωση αυτή το δίκτυο υποδιαιρεί το επίπεδο σε συνεχείς περιοχές, κατ’

αντίθεση στο να βγάζει ως έξοδο 0 ή 1. Η γραµµική διαχωρισιµότητα όµως σε κάθε

περίπτωση απαιτεί ότι η έξοδος του νευρώνα στο δεύτερο επίπεδο περιέχεται σε ένα

τµήµα του x–y επιπέδου που περικλείεται από ένα κυρτό πολύγωνο. Αν έχουµε δηλ.

δύο περιοχές P και Q που πρέπει να διαχωρισθούν, τότε όλα τα σηµεία της περιοχής

P πρέπει να περιέχονται σε ένα κυρτό πολύγωνο το οποίο δεν περιέχει κανένα σηµείο

του Q, και αντιθέτως.

Στο Σχήµα 3.8 έχουµε ένα δίκτυο µε τρία επίπεδα. Οι ικανότητές του εξαρτώνται

από τον αριθµό των νευρώνων και από τα βάρη w. Εδώ δεν υπάρχουν περιορισµοί

x1

x2

x3

y

Eπίπεδο�

2

Eπίπεδο�

1

Eπίπεδο�

3

Mη κυρτή περιοχή A και όχι B

Tρίγωνο�

Â

Tρίγωνο�

Á
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κυρτότητας. Ο νευρώνας του τρίτου επιπέδου δέχεται ως είσοδο µια οµάδα κυρτών

πολυγώνων και ο λογικός συνδυασµός τους δεν είναι απαραίτητο να είναι κυρτός.

Στο Σχήµα αυτό βλέπουµε δύο τρίγωνα, το Α και το Β. Τα δύο αυτά τρίγωνα συν-

δέονται µε την συνάρτηση «Α και όχι Β» και έτσι ορίζεται µια µη–κυρτή περιοχή.

Όταν προσθέτουµε περισσότερους νευρώνες, ο αριθµός των πλευρών των πολυγώ-

νων αυξάνεται χωρίς περιορισµό. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να µπορούµε να περι-

κλείουµε µια περιοχή οποιουδήποτε σχήµατος, µε όσο µεγάλη ακρίβεια θέλουµε.

Επιπλέον, δεν είναι απαραίτητο να τέµνονται (δηλ. να έχουν κοινά σηµεία) οι περιο-

χές εξόδου του δεύτερου επιπέδου. Είναι δυνατόν να περικλείουµε διάφορες περιο-

χές, κυρτές και µη, και να δίνει το δίκτυο έξοδο = 1 για κάθε περίπτωση που το διά-

νυσµα εισόδου βρίσκεται µέσα σε κάποια από αυτές.

Βλέπουµε, λοιπόν, από τα παραπάνω ότι έχει µεγάλη σηµασία να ξεφύγουµε από

την περίπτωση του ενός νευρώνα του στοιχειώδους αισθητήρα προς τα µοντέλα που

έχουν πολλά επίπεδα. Παρόλα αυτά για πολλά χρόνια δεν υπήρχε κανένας επιτυχής

αλγόριθµος εκπαίδευσης τέτοιων δικτύων και, εποµένως, για ένα µεγάλο χρονικό

διάστηµα τα πράγµατα που µπορούσαν να κάνουν τα δίκτυα αυτά ήταν και πάλι

περιορισµένα, καθώς επίσης και τα προβλήµατα που έλυναν µε επιτυχία.

3.4 πÎ·ÓfiÙËÙ· ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜

Μία απλή σκέψη που δηµιουργήθηκε από την αρχή που αναπτύχθηκαν τα νευρωνι-

κά δίκτυα είναι το κατά πόσο θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν ως στοιχεία απο-

θήκευσης, όπως είναι λ.χ. η µνήµη των ηλεκτρονικών υπολογιστών. Η αποθήκευση

αυτή θα γίνονταν στα w (δηλ. στα βάρη) που ενώνουν τους νευρώνες, µε το να

πάρουν τα w τις κατάλληλες τιµές. ∆ηµιουργήθηκε η σκέψη µήπως ο αριθµός των

bits που απαιτώνται για να αποθηκεύσουµε µία πληροφορία στα w του αισθητήρα

είναι πολύ µικρότερος από αυτόν της συνήθους µνήµης του υπολογιστή. Από το

βιβλίο όµως των Minsky–Pappert φάνηκε ότι ο αριθµός αυτός αυξάνεται πάρα πολύ

γρήγορα, ταχύτερα από εκθετικά, µε το µέγεθος του προβλήµατος. Αυτό απαιτεί

υπερβολικά µεγάλη µνήµη. Το συµπέρασµα τότε αναγκαστικά είναι ότι τα συστή-

µατα αυτά περιορίζονται σε προβλήµατα µικρού µεγέθους. Πάντως δεν υπάρχει

πoσοτική σχέση για τα νευρωνικά δίκτυα που να συσχετίζει τις παραµέτρους αυτές.

3.5 ∏ ÂÎ·›‰Â˘ÛË ÙÔ˘ ·ÈÛıËÙ‹Ú·

Το γεγονός ότι τα νευρωνικά δίκτυα έχουν την ικανότητα να µαθαίνουν και να εκπαι-

δεύονται, είναι ίσως το πιο σηµαντικό τους χαρακτηριστικό. Όπως και τα βιολογικά

δίκτυα, έτσι και τα τεχνητά δίκτυα µεταβάλλονται από την εµπειρία που αποκτούν

στην προσπάθειά τους να δώσουν ως έξοδο το ζητούµενο σωστό αποτέλεσµα.
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Όπως είδαµε νωρίτερα, µπορούµε να αποφανθούµε εάν ένα δίκτυο ενός επιπέδου

µπορεί να αναπαραστήσει µία συνάρτηση, χρησιµοποιώντας το κριτήριο της γραµ-

µικής διαχωρισιµότητας. Όταν η απάντηση είναι θετική, τότε µόνον το δίκτυο µπο-

ρει να εκπαιδευθεί. Η εκπαίδευση του δικτύου συνίσταται στο να µπορέσουµε να

βρούµε τις κατάλληλες τιµές των w και θ και τότε το δίκτυο θα µπορεί να αναγνω-

ρίζει τα πρότυπα στα οποία έχει εκπαιδευθεί. Μία τέτοια διαδικασία που να δίνει τα

σωστά w και θ προτάθηκε για πρώτη φορά από τον Rosenblatt.

Οπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, η εκπαίδευση µπορεί να είναι είτε επο-

πτευόµενη είτε µη εποπτευόµενη. Η εκπαίδευση του αισθητήρα είναι εποπτευοµέ-

νου τύπου. Ο αλγόριθµος για την εκπαίδευση µπορεί να δηµιουργηθεί µε πρόγραµ-

µα στον υπολογιστή. Έχει την εξής διαδικασία: Στην αρχή της µάθησης το σύστη-

µα δεν έχει καµία προηγούµενη γνώση. Τα βάρη wi πρέπει να έχουν τυχαίες τιµές,

λ.χ. έχουν τιµές οι οποίες δίνονται από µία κατανοµή ψευδοτυχαίων αριθµών, και

είναι όλα λ.χ. στο διάστηµα 0 < w < 1. Όταν παρουσιάζουµε τα πρότυπα στο νευ-

ρωνικό δίκτυο, τότε το σύστηµα µαθαίνει την πληροφορία που έχει µέσα του κάθε

πρότυπο µε το να µεταβάλει τα βάρη του προς την σωστή κατεύθυνση. Η διαδικα-

σία αυτή είναι ανάλογη µε την εξάσκηση που υφίσταται ένα βιολογικό σύστηµα όταν

µαθαίνει µια διεργασία. Η µεταβολή των βαρών συνεχίζεται µέχρις ότου το σύστη-

µα µάθει το σήµα που του δόθηκε. Όταν συµβεί αυτό τότε σταµατάει η µεταβολή

των w και οι τελικές τιµές τους αποθηκεύονται και χρησιµοποιούνται περαιτέρω. Στο

σηµείο αυτό λέµε ότι το δίκτυο έχει εκπαιδευθεί και έχει µάθει τα πρότυπα που του

διδάξαµε. Η διαδικασία αυτή, όπως παρουσιάσθηκε, είναι γενική και αποτελεί τον

συνηθισµένο τρόπο εκπαίδευσης των νευρωνικών δικτύων. Αυτό όµως που διαφέ-

ρει είναι η τεχνική µε την οποία αλλάζουµε τα w. Ανάλογα µε την δοµή των δικτύων

έχουν αναπτυχθεί διάφορες τεχνικές. Αµέσως παρακάτω θα δούµε την περίπτωση

της µεθόδου του κανόνα ∆έλτα. 

3.6 ∏ ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÂÎ·›‰Â˘ÛË˜

Όλα τα νευρωνικά δίκτυα, συµπεριλαµβανοµένου και του στοιχειώδους αισθητή-

ρα, τα οποία υποβάλονται σε µία διαδικασία εκπαίδευσης, ξεκινούν από µία κατά-

σταση κατά την οποία δεν έχουν καµία απολύτως γνώση για το πρόβληµα το οποίο

θα µελετήσουν. Κατά την διάρκεια της εκπαίδευσης παρουσιάζονται τα διάφορα

πρότυπα, παραδείγµατα (patterns), τα οποία ο αισθητήρας πρέπει να µάθει να ανα-

γνωρίζει. Τα παραδείγµατα αυτά αποτελούν την οµάδα παραδειγµάτων εκπαίδευ-

σης. Κάθε οµάδα αποτελείται από δύο τµήµατα: Πρώτα είναι το τµήµα που περι-

λαµβάνει τα σήµατα εισόδου, δηλ. οι τιµές s1, s2 ,s3 κτλ., τα οποία είναι τα σήµατα



που παρουσιάζονται στο νευρωνικό δίκτυο στην είσοδο του, δηλ. στο πρώτο επί-

πεδο νευρώνων. Κατόπιν δίνεται το τµήµα που περιλαµβάνει τους στόχους εκπαί-

δευσης, αυτό δηλαδή το οποίο είναι το επιθυµητό αποτέλεσµα, και είναι τα σήµα-

τα εξόδου. Σε κάθε οµάδα εισερχοµένων σηµάτων αντιστοιχεί ένας µόνον στόχος,

δηλ. υπάρχει µια µόνο σωστή απάντηση, και για όλα τα σήµατα υπάρχει αντιστοι-

χία εισόδων–εξόδων.

Ένα παράδειγµα τέτοιων σηµάτων δίδεται στο Σχήµα 3.9. Κάθε πρότυπο είναι ένα

ζεύγος διανυσµάτων που αποτελείται από το διάνυσµα εισόδου και το διάνυσµα

εξόδου. Το επίπεδο εισόδου έχει 8 νευρώνες, ενώ το επίπεδο εξόδου έχει 5 νευρώ-

νες. Στο πρόβληµα αυτό υπάρχουν 5 πρότυπα (patterns) προς εκπαίδευση. Στο

πρώτο πρότυπο η τιµή (11000000) στην είσοδο πρέπει να δίνει ως αποτέλεσµα στην

έξοδο (στόχο) την τιµή (10000) κοκ. Κάθε φορά που παρουσιάζουµε ένα πρότυπο

στην είσοδο ακολουθείται η γνωστή διαδικασία. Οι νευρώνες υπολογίζουν το άθροι-

σµα Si, το συγκρίνουν µε το κατώφλι θ και δίνουν στην έξοδο την πρέπουσα τιµή.

Η τελική έξοδος του δικτύου συγκρίνεται µε τη σωστή έξοδο, αυτή δηλ. που πρέ-

πει να δίνει το δίκτυο, η οποία είναι γνωστή εκ των προτέρων, τον στόχο. Υπολο-

γίζεται η διαφορά των δύο και το δίκτυο χρησιµοποιεί την διαφορά αυτή για να

διορθώσει τις τιµές των w. Η διόρθωση γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε το δίκτυο

συνολικά να δώσει ως έξοδο την επόµενη φορά µια τιµή που είναι πιο κοντά στην

επιθυµητή.

6 9∏  ¢ π ∞ ¢ π ∫ ∞ ™ π ∞  ∂ ∫ ¶ ∞ π ¢ ∂ À ™ ∏ ™

™¯‹Ì· 3.9

Πρότυπο και 

ο αντίστοιχος στόχος

1 0000001 1 0000

0 0001110 0 0001

0 1111000 0 0010

1 0101010 0 0100

1 0011001 0 1000

Kατηγορία 1

Kατηγορία 2

Kατηγορία 3

Kατηγορία 4

Kατηγορία 5

EIΣO∆OΣ
EΠIΘYMHTH�

EΞO∆OΣ
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Ο σκοπός της εκπαίδευσης είναι να βρεθεί µία µοναδική οµάδα τιµών των w, που

όταν βρεθεί και χρησιµοποιηθεί, τότε το δίκτυο θα βρίσκει την σωστή τιµή για κάθε

πρότυπο. Μετά την εκπαίδευση τα w δεν αλλάζουν καθόλου.

Η εκπαίδευση µε την µέθοδο του κανόνα ∆έλτα ακολουθεί το διάγραµµα ροής στο

Σχήµα 3.10. Ο αλγόριθµος αυτός όπως φαίνεται στο Σχήµα, περιλαµβάνει ένα µεγά-

λο αριθµό κύκλων. Ως ένα κύκλο θεωρούµε όλη την διεργασία που ακολουθούµε από

την παρουσιάση των τιµών όλων των προτύπων στην είσοδο µέχρι τον στόχο στην

έξοδο, και ακολoύθως την διόρθωση των τιµών των w µε τον κατάλληλο τρόπο. Όταν

ακολουθηθεί ο αλγόριθµος αυτός µετά από ορισµένους κύκλους (περάσµατα) το δίκτυο

θα µάθει να αναγνωρίζει τα πρότυπα και να δίνει κάθε φορά τη σωστή απάντηση.

Παρουσιάζεται το�

1ο πρότυπο

Tέλος

Yπολογίζεται�

η έξοδος�

και το δ

Παρουσιάζεται το�

επόµενο πρότυπο

Προσθέτουµε κάθε�

πρότυπο στο�

αντίστοιχο w

Aφαιρούµε κάθε�

πρότυπο από το�

αντίστοιχο w

Eίναι το δ = 0;

H έξοδος είναι�

0 ή 1;

Yπάρχει άλλο�

πρότυπο;

OXI

NAI

NAI

0 1

™¯‹Ì· 3.10

Αλγόριθµος

εκπαίδευσης 

του δικτύου



Σύµφωνα µε τον κανόνα ∆έλτα, ορίζουµε ως παράµετρο δ τη διαφορά εξόδου και

στόχου δηλ.

δ = t–o (3.6)

όπου «t» είναι ο στόχος (αρχικό γράµµα από τη λέξη target) και «ο» η έξοδος (αρχι-

κό γράµµα από την λέξη output), που δίδεται µια δεδοµένη στιγµή. Υπολογίζεται

πρώτα το δ σύµφωνα µε την εξίσωση (3.6). Εάν δ = 0, τότε η έξοδος είναι σωστή και

δεν γίνεται καµία διόρθωση (αυτό αντιστοιχεί σε απάντηση «Ναι» στο διάγραµµα

ροής). Εάν δ > 0 ή δ < 0, τότε θα γίνει διόρθωση (οι περιπτώσεις αυτές αντιστοιχούν

σε απάντηση «Όχι» στο ερώτηµα). Ακολούθως τίθεται το ερώτηµα εάν η έξοδος

είναι 0 ή 1. Εάν είναι 0, τότε η περίπτωση αντιστοιχεί σε δ > 0, οπότε προσθέτουµε

την τιµή κάθε εισόδου στο αντίστοιχο w. Εάν η έξοδος είναι 1, τότε έχουµε δ < 0 και

αφαιρούµε την τιµή κάθε εισόδου από το αντίστοιχο w. Υπολογίζουµε τώρα την

ποσότητα ∆.

∆i = ηδxi (3.7)

όπου xi είναι η τιµή του σήµατος εισόδου και η είναι µια σταθερά που δίδει τον

«ρυθµό εκπαίδευσης». Ακολούθως:

wi(n + 1) = wi(n) + ∆i (3.8)

όπου wi(n) είναι η τιµή του βάρους πριν την διόρθωση στο βήµα n, wi(n + 1) είναι η

τιµή του βάρους µετά την διόρθωση στο βήµα n + 1, δηλ. η διορθωµένη τιµή από το

βήµα n στο n + 1 και ∆ είναι το ποσό της διόρθωσης. Ο κανόνας αυτός µεταβάλλει

ένα βάρος wi µόνον αν το σήµα xi = 1, αλλά δεν το µεταβάλλει αν xi = 0, διότι τότε

∆i = 0. Επίσης, θα πρέπει δ π  0, για να γίνει οποιαδήποτε µεταβολή. Η τιµή του η

είναι συνήθως 0 < η < 1. O χρόνος εκπαίδευσης είναι µεγάλος αν το η είναι µικρό,

ενώ µικραίνει όταν το η είναι µεγαλύτερο.

Όταν παρουσιάσουµε στο δίκτυο όλα τα πρότυπα παρατηρούµε ότι το δίκτυο αρχί-

ζει να εκπαιδεύεται και λέµε ότι το δίκτυο µαθαίνει σταδιακά τα πρότυπα τα οποία

του παρουσιάζονται. Χρησιµοποιούµε τον όρο «µαθαίνει» ως συνώνυµο του «εκπαι-

δεύεται», εννοώντας ότι το δίκτυο αποκτά την ικανότητα να λύνει κάποιο πρόβλη-

µα. Η εκπαίδευση αυτή δεν γίνεται σε ένα βήµα, αλλά ακολουθεί µία διαδικασία

πολλών κύκλων, µια διαδικασία η οποία επαναλαµβάνεται πολλές φορές και κατά

την οποία το δίκτυο καλυτερεύει συνεχώς τις τιµές των βαρών του. Μετά από µερι-

κούς κύκλους, που µπορεί και να είναι πολλές χιλιάδες, το δίκτυο έχει ήδη βρεί τις

κατάλληλες τιµές των w και έτσι έχει αναπτύξει τις ικανότητες του. Ακολούθως όµως

η πρόοδος αυτή σταµατάει και λέµε ότι το δίκτυο έχει πλέον συγκλίνει. Αυτό σηµαί-

νει ότι οι τιµές των w δεν αλλάζουν πλέον και αν όλα έχουν προχωρήσει καλά µε τη

7 1∏  ¢ π ∞ ¢ π ∫ ∞ ™ π ∞  ∂ ∫ ¶ ∞ π ¢ ∂ À ™ ∏ ™
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σύγκλιση, το δίκτυο έχει εκπαιδευθεί σωστά. Υπάρχει όµως και η περίπτωση στο

σηµείο αυτό να µην έχει επέλθει η εκπαίδευση. Θα δούµε αργότερα τους λόγους για

τους οποίους ένα νευρωνικό δίκυο δεν εκπαιδεύται σωστά.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 3.1

Συγκρίνετε την µέθοδο εκπαίδευσης του νευρωνικού δικτύου του αισθητήρα µε

αυτήν του δικτύου του Hebb, από το κεφάλαιο 1. ∆ώστε τις οµοιότητες και δια-

φορές. Ποιά µέθοδος πιστεύετε ότι είναι πιο ικανοποιητική από τις δύο;

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 3.2

Εκτός από τις δύο αυτές µεθόδους της ∆ραστηριότητας 3.1 υπάρχει και µία άλλη

παρεµφερής µέθοδος που ονοµάζεται µέθοδος LMS (least mean square). H µέθο-

δος αυτή παρουσιάζεται λεπτοµερώς στο βιβλίο [5], αλλά και σε πολλά άλλα βιβλία

(λ.χ. βιβλίο [2] στην βιβλιογραφία της εισαγωγής). Βρείτε από την βιβλιογραφία

ποιό είναι το κριτήριο εκπαίδευσης της µεθόδου LMS και συγκρίνετε το µε αυτά

της ∆ραστηριότητας 3.1.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 3.3

Εχουµε µία οµάδα από 8 σηµεία (τιµές του x) και 8 αντίστοιχες τιµές του y, οι οποί-

ες είναι οι τιµές του στόχου. Θεωρούµε ότι τα σηµεία αυτά είναι δεδοµένα τα οποία

πέφτουν πάνω σε µία ευθεία γραµµή. Κάνετε την γραφική παράσταση των σηµεί-

ων αυτών, και χαράξτε µερικές ευθείες γραµµές. Υπολογίστε τις εξισώσεις y = mx

+ c, µετρώντας την κλίση και την τέµνουσα κάθε γραµµής. Γιά κάθε γραµµή µπο-

ρείτε να υπολογίσετε το σφάλµα µε την γνωστή µέθοδο των ελαχίστων τετραγώ-

νων. Πρώτα κάντε το αυτό χρησιµοποιώντας τους γνωστούς τύπους της µεθόδου

των ελαχίστων τετραγώνων. Ακολούθως χρησιµοποιείστε ένα νευρωνικό δίκτυο

όπως στο Σχήµα 3.3 και βρείτε το ίδιο αποτέλεσµα αλλά χωρίς τον τύπο τώρα. Υπό-

δειξη: To δίκτυο που θα σχεδιάσετε θα µπορούσε να έχει τα εξής δεδοµένα: H µία

είσοδος θα είναι πάντα το x, η άλλη είσοδος θα είναι πάντα η µονάδα (1), δηλ. έχου-

µε την περίπτωση του εσωτερικού βάρους b. Ο πρώτος νευρώνας (µε είσοδο x) συν-

δέεται µε την έξοδο µε βάρος m, o δεύτερoς συνδέεται µε την έξοδο µε βάρος c. Η

έξοδος είναι το y. Έχουµε 8 πρότυπα, όπως είναι στον Πίνακα 3.2. Χρησιµοποιή-

στε ως σταθερά εκπαίδευσης η = 0,1. Πόσους κύκλους χρειάζεται το δίκτυο αυτό
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για να εκπαιδευθεί; (Παρόµοια προεργασία για την άσκηση αυτή µπορείτε να βρεί-

τε στο βιβλίο του Callan, [9] στον Πρόλογο).

¶›Ó·Î·˜ 3.2

X Στόχος (y)

0,30 1,60

0,35 1,40

0,40 1,40

0,50 1,60

0,60 1,70

0,80 2,00

0,95 1,70

1,10 2,10

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.3

Ο κανόνας ∆έλτα δίνει την ποσότητα ∆ ως:

(α) ∆ = σταθερά(στόχος – έξοδος)στόχος

(β) ∆ = σταθερά(στόχος – έξοδος)σήµα εξόδου

(γ) ∆ = σταθερά(στόχος – έξοδος)σήµα εισόδου

(α) ∆ = στόχος – έξοδος

(ε) κανένα από τα παραπάνω
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3.7 ¶ÚfiÙ˘· Adaline Î·È Madaline

Τα δύο αυτά πρότυπα ανήκουν στην κατηγορία των προτύπων του αισθητήρα. Το

adaline βγαίνει από το adaptive linear neuron (ada–line), ενώ το madaline από το

multilayer adaline (m–adaline). Παρουσιάσθηκαν [6,7] από τον B. Widrow το 1959.

Στο πρώτο πρότυπο, το adaline, έχουµε ένα δίκτυο µε πολλές εισόδους και µία έξοδο,

(Σχήµα 3.11). Κάθε είσοδος έχει το δικό της βάρος. Υπάρχει επίσης ο στόχος και

έτσι η έξοδος συγκρίνεται κάθε φορά µε τον στόχο, ώστε να βρεθεί η τιµή του σφάλ-

µατος. Οι νευρώνες εδώ έχουν σήµα µε τιµές + 1 και –1. Επίσης η έξοδος του δικτύ-

ου πρέπει να είναι + 1 ή –1, κατ’ αντίθεση µε τον απλό αισθητήρα, όπου οι δυαδι-

κές τιµές ήταν 0 ή 1. Παράγεται το άθροισµα της εξίσωσης 3.1. Το πρώτο σήµα που

εισέρχεται στην είσοδο έχει πάντα (εξ ορισµού) την τιµή + 1, δηλ. s0 = 1. To αντί-

στοιχο βάρος w µεταβάλλεται όπως και τα άλλα βάρη. Μετά την άθροιση γίνεται η

σύγκριση µε το θ, και η έξοδος είναι:

Εάν S ≥  θ     τότε έξοδος = 1 (3.9)

Εάν S < θ τότε έξοδος = –1 (3.10)

∆ηλ. εδώ έχουµε θ = 0. Κατά τα άλλα η διαδικασία είναι η ίδια όπως και µε τον

κανόνα ∆έλτα.

S0

S1

S2

S0

S1

S2

S3

Adaline Madaline

™¯‹Ì· 3.11

Τα δύο συγγενή

πρότυπα Adaline

και Madaline

Στο πρότυπο madaline έχουµε ένα επίπεδο µονάδων adaline (στο Σχήµα 3.11 οι

µονάδες αυτές είναι 3) που ενώνονται µε µία µονάδα εξόδου, σχηµατίζοντας έτσι µία

µονάδα madaline. Καθόσον έχουµε εδώ 3 επίπεδα, οι µεταβολές στα w δεν γίνονται

σε όλα, αλλά µόνο σε αυτά από την είσοδο (4 νευρώνες) στο µεσαίο επίπεδο (3 νευ-

ρώνες). Χρησιµοποιούµε, δηλαδή, µία διαφορετική συνάρτηση µεταφοράς εδώ. Από

το µεσαίο επίπεδο προς την έξοδο η απόφαση λαµβάνεται πλειοψηφικά (ή µπορεί

να χρησιµοποιηθεί και άλλη λογική συνάρτηση). Αν περισσότεροι από τους µισούς



νευρώνες δίνουν + 1 (ή –1), τότε η έξοδος madaline είναι επίσης + 1 (ή –1). Μπορεί

όµως να χρησιµοποιηθεί και άλλη λογική συνάρτηση για την λήψη της απόφασης.

Η διαδικασία εκπαίδευσης έχει επίσης εδώ την ίδια µορφή. Η έξοδος συγκρίνεται µε

τον στόχο. Από την σύγκριση προκύπτει ένα σφάλµα, το οποίο χρησιµοποιείται για

την µεταβολή των w. Σε µία δεδοµένη στιγµή µόνο µία µονάδα adaline µεταβάλλει

τα βάρη της.

3.8 ¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Î·Ù¿ ÙËÓ ÂÎ·›‰Â˘ÛË

Οι διαδικασίες εκπαίδευσης που είδαµε στα προηγούµενα τµήµατα, ενώ καταρχήν

φαίνονται σωστές, εντούτοις µπορεί να έχουν αρκετά προβλήµατα, τα οποία ακόµη

και σήµερα δεν έχουν απαντηθεί ικανοποιητικά. Είναι φανερό ότι το δίκτυο πρέπει

να µαθαίνει όλο το σύνολο των προτύπων που του παρουσιάζονται. Το ερώτηµα είναι

πώς πρέπει να παρουσιάζονται τα πρότυπα, δηλ. σε µια δεδοµένη σειρά, που επα-

ναλαµβάνεται συνεχώς ή πρέπει να επιλέγονται µε τυχαίο τρόπο; ∆εν υπάρχει σωστή

θεωρητική απάντηση σε αυτό, απάντηση που να καλύπτει όλους τους τύπους των

δικτύων και όλες τις µεθόδους εκπαίδευσης. Πόσους κύκλους χρειάζεται ένα νευ-

ρωνικό δίκτυο για να εκπαιδευθεί; Και εδώ δεν υπάρχει σαφής απάντηση. Ποιες πρέ-

πει να είναι οι τιµές του η; Σε όλα αυτά τα ερωτήµατα οι απαντήσεις είναι εµπειρι-

κές και συνήθως δίνονται µε την µέθοδο trial–and–error, δηλ. την µέθοδο κατά την

οποία δοκιµάζουµε κάποιες λογικές τιµές, τις οποίες µεταβάλλουµε ανάλογα µε τα

αποτελέσµατα που παίρνουµε, µέχρις ότου αυτά είναι ικανοποιητικά. Το βασικό µει-

ονέκτηµα όλων των προτύπων του τύπου του αισθητήρα είναι ότι δεν επιτρέπουν

περισσότερα από ένα επίπεδα στα οποία να µεταβάλλονται τα βάρη. ∆εν υπήρχε

(τουλάχιστον τα πρώτα χρόνια) µαθηµατικός τρόπος που να µεταφέρει τις αλλαγές

των w επίπεδο προς επίπεδο. Αυτό έγινε αργότερα µε την µέθοδο της οπισθοδιάδο-

σης (κεφάλαιο 4).

7 5¶ ƒ √ ∆ À ¶ ∞  A D A L I N E  ∫ ∞ π  M A D A L I N E

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.4

Σωστό ή Λάθος. Το πρότυπο του αισθητήρα ως τεχνητό νευρωνικό δίκτυο λύνει

επιτυχώς τα περισσότερα προβλήµατα που χρησιµοποιούν νευρωνικά δίκτυα.
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™‡ÓÔ„Ë

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάσαµε την πιο απλή µορφή νευρωνικού δικτύου που υπάρ-

χει και που δηµιουργήθηκε στα πρώτα βήµατα της ανάπτυξης της περιοχής αυτής.

Παρόλο που τα δίκτυα αυτά έχουν πολύ περιορισµένες εφαρµογές και δυνατότητες,

εν τούτοις είναι πολύ σηµαντικό να τα κατανοήσουµε λεπτοµερώς, γιατί οι ίδιες διερ-

γασίες θα µας χρησιµεύσουν σε πιο περίπλοκα δίκτυα σε µελλοντικά κεφάλαια.

Παρουσιάσαµε την δοµή τέτοιων δικτύων αρχίζοντας από τον στοιχειώδη αισθητή-

ρα, που έχει ένα (1) µόνο νευρώνα, µέχρι τις δοµές δύο ή περισσοτέρων επιπέδων µε

πολλούς νευρώνες το κάθε ένα. Παρουσιάσαµε τον κανόνα ∆έλτα, που είναι µια

µαθηµατική διεργασία εκπαίδευσης του δικτύου. Εξηγήσαµε τι ακριβώς συµβαίνει σε

ένα δίκτυο όταν εκπαιδεύεται.
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Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται η πιο διαδεδοµένη µέθοδος για την εκπαίδευση

ενός νευρωνικού δικτύου, η µέθοδος της οπισθοδιάδοσης του λάθους. Παρουσιάζε-

ται η µαθηµατική υποδοµή και όλες οι λεπτοµέρειες της τεχνικής που χρησιµοποιεί-

ται για την εκπαίδευση του δικτύου, που είναι η τεχνική της πλέον απότοµης καθό-

δου (steepest descent). ∆ίδεται η κατάλληλη δοµή των δικτύων αυτών και εξηγείται

για ποιους λόγους είναι απαραίτητη µια δοµή µε κρυµµένα επίπεδα. Χρησιµοποιού-

µε το παράδειγµα του προβλήµατος X–OR, για το οποίο παρουσιάζουµε την λύση µε

µορφή προσοµοίωσης.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ∞ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν ολοκληρώσετε τη µελέτη του κεφαλαίου αυτού, θα είστε σε θέση να:

• περιγράψετε την τεχνική της εκπαίδευσης δικτύων µε την µέθοδο της οπισθοδιά-

δοσης του λάθους σε 6 βήµατα

• διακρίνετε τουλάχιστον δύο κατηγορίες προβληµάτων και να προτείνετε την κατάλ-

ληλη δοµή δικτύου για καθεµία από αυτές

• εκπαιδεύσετε το δίκτυο που προτείνετε στα πρότυπα που δίνει το πρόβληµα

• σχεδιάσετε και να κατασκευάσετε έναν αλγόριθµο προσοµοίωσης για το πρόβλη-

µα X–OR

§¤ÍÂÈ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Τεχνική της πλέον απότοµης καθόδου

• οπισθοδιάδοση του λάθους

• κρυµµένο επίπεδο

• σιγµοειδής συνάρτηση

• βάρος

• εσωτερικό βάρος

• διόρθωση βαρών

4∫ ∂ º ∞ § ∞ π √
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• κύκλος διόρθωσης

• σφάλµα

• στόχος

• γενικευµένος κανόνας ∆έλτα

• πρόβληµα X–OR

• τοπικό ελάχιστο

• ολικό ελάχιστο.

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Για πολλά χρόνια δεν υπήρχε τρόπος εκπαίδευσης δικτύων µε πολλά επίπεδα και οι

γνώσεις µας περιορίζονταν σε δίκτυα µε ένα ή δύο επίπεδα µόνον. Φυσικά, τα προ-

βλήµατα που µπορούσαν να λύσουν τα απλά δίκτυα ήταν λίγα και οι περιορισµοί που

υπεισέρχονταν τα καθιστούσαν όχι και τόσο χρήσιµα. Ετσι, έγινε γρήγορα αντιληπτό

ότι ήταν απαραίτητο να βρούµε ένα τρόπο να εκπαιδεύσουµε νευρωνικά δίκτυα που

µπορούν να αναπαραστήσουν πιο περίπλοκες διεργασίες, όπως λ.χ. το πρόβληµα

X–OR. Είδαµε στα προηγούµενα κεφάλαια ότι το πρόβληµα αυτό δεν λύνεται µε τις

γνωστές ως τώρα τεχνικές. Το κενό αυτό ήρθε να καλύψει η µέθοδος εκπαίδευσης µε

την οπισθοδιάδοση του λάθους (error backpropagation ή σε συντοµία backprop),

που αναπτύχθηκε και έγινε ευρύτατα γνωστή την δεκαετία των ογδόντα, και σύντο-

µα έγινε η υπ’ αριθµόν 1 διαδικασία στα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα. Με µεγάλη δια-

φορά είναι η πιο συχνά συναντώµενη τεχνική σχεδόν σε όλες τις εφαρµογές που χρη-

σιµοποιούνται σήµερα. Τα δύο βασικά χαρακτηριστικά στην µέθοδο αυτή είναι τα

εξής: Πρώτον, απαραίτητη προυπόθεση είναι εκτός από τα επίπεδα εισόδου/εξόδου

η ύπαρξη περισσοτέρων επιπέδων, των λεγόµενων κρυµµένων επιπέδων, που βρί-

σκονται µετά την είσοδο και πριν την έξοδο. ∆εύτερον, η συνάρτηση µεταφοράς πρέ-

πει να είναι οπωσδήποτε µία σιγµοειδής µη–γραµµική συνάρτηση.



4.1 √È ÚÒÙÂ˜ È‰¤Â˜

Η µέθοδος οπισθοδιάδοσης του λάθους (error backpropagation) είναι η πιο δηµοφι-

λής µέθοδος σήµερα για την εκπαίδευση ενός δικτύου που αποτελείται από πολλά

επίπεδα και έχει χρησιµοποιηθεί στις πιο πολλές εφαρµογές. Ιστορικά, πρώτα ανα-

πτύχθηκαν δίκτυα ενός και δύο επιπέδων, όπως ο στοιχειώδης αισθητήρας που είδα-

µε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Τα δίκτυα όµως αυτά γρήγορα φάνηκε ότι έχουν

µεγάλους περιορισµούς ως προς τις ικανότητες που τους έχουν και έτσι σύντοµα

εγκαταλείφθηκαν. Έτσι φυσιολογικά ακολούθησαν τα δίκτυα πολλών επιπέδων που

αναπτύχθηκαν αργότερα και για τα οποία αρχικά δεν υπήρχαν θεωρητικοί τρόποι για

την εκπαίδευσή τους, µέχρι που εµφανίστηκε η µέθοδος οπισθοδιάδοσης. Η µέθο-

δος αυτή αναπτύχθηκε ανεξάρτητα σε διάφορες παραλλαγές από τους Bryson και

Ho [1], Werbos [2, 3], Parker [4], αλλά διαφηµίσθηκε πολύ και προωθήθηκε από το

έργο «Parallel Distributed Processing: Explorations in the Microstructure of

Cognition» των Rumelhart και McClelland [5], το οποίο άνοιξε πολλές εφαρµογές

και νέα πεδία, ανακινώντας µεγάλο ενδιαφέρον σε όλη την περιοχή των νευρωνικών

δικτύων. Ως τεχνική βασίζεται σε καθαρά µαθηµατική θεώρηση µε αυστηρά τεκ-

µηριωµένες αποδείξεις. Το νευρωνικό δίκτυο στο οποίο εφαρµόζεται είναι αρκετά

πιο περίπλοκο από τον αισθητήρα. Είναι ένα δίκτυο πολλαπλών επιπέδων και κάθε

επίπεδο έχει (ή µπορεί να έχει) πολλούς νευρώνες. Oι νευρώνες µέσα στο ίδιο επί-

πεδο δεν συνδέονται µεταξύ τους, αλλά οι νευρώνες που ανήκουν σε διαφορετικά

επίπεδα συνδέονται ως συνήθως µε τις γνωστές συνάψεις. Υπάρχουν λοιπόν πολλές

σειρές µε τα βάρη w µεταξύ των επιπέδων αυτών και όχι µία µόνο σειρά που είδα-

µε στο κεφάλαιο 3. Η καινοτοµία που εισάγεται στα δίκτυα αυτά είναι ότι µπορού-

µε να επιφέρουµε τις κατάλληλες µεταβολές στα βάρη στα ενδιάµεσα επίπεδα, εκεί

όπου δεν υπάρχει στόχος και άρα δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί µια απλή τεχνική,

όπως είναι λ.χ. ο κανόνας ∆έλτα.

7 9√ π  ¶ ƒ ø ∆ ∂ ™  π ¢ ∂ ∂ ™

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.1

Γιατί δεν εφαρµόζεται ο κανόνας ∆έλτα εκεί όπου το πρόβληµα δεν έχει στόχο;

Η κεντρική ιδέα της δοµής και λειτουργίας τέτοιων δικτύων είναι σχετικά απλή: ένα

δίκτυο ξεκινά την διαδικασία µάθησης από τυχαίες τιµές των βαρών του. Εάν δώσει

λάθος απάντηση (που είναι και το πιο πιθανό), τότε τα βάρη διορθώνονται έτσι ώστε

το λάθος να γίνει µικρότερο. Η ίδια διαδικασία επαναλαµβάνεται πολλές φορές έτσι

ώστε σταδιακά το λάθος ελαττώνεται µέχρις ότου γίνει πολύ µικρό και ανεκτό. Στο
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σηµείο αυτό λέµε ότι το δίκτυο έχει µάθει τα παραδείγµατα που του διδάξαµε µε την

ακρίβεια που θέλαµε να µάθει.

Έχουµε δει λεπτοµερώς την δοµή του µοντέλου του αισθητήρα, όπου τα εισερχόµε-

να σήµατα στο δίκτυο φθάνουν στο επίπεδο εισόδου, επεξεργάζονται στους νευρώ-

νες και από εκεί οδηγούνται κατευθείαν προς στο επίπεδο εξόδου. Τέτοια δίκτυα δεν

έχουν εσωτερική αναπαράσταση. Αυτό σηµαίνει ότι οποιαδήποτε κωδικοποίηση

δίνεται στο σήµα εισόδου, ότι είναι αρκετή, καθόσον τα πρότυπα που εισάγονται

στην είσοδο και αυτά που παράγονται στην έξοδο είναι του ίδιου τύπου. Αυτό επι-

τρέπει στα δίκτυα αυτά να κάνουν λογικές γενικεύσεις και να βρίσκουν πρότυπα τα

οποία ποτέ δεν έχουν δει. Ο περιορισµός όµως του ότι οι είσοδοι και έξοδοι πρέπει

να είναι του ίδιου τύπου δεν τους επιτρέπει να λύσουν πιο γενικά ή πιο περίπλοκα

προβλήµατα. Στο γνωστό πρόβληµα του Χ–ΟR βλέπουµε ότι δύο πρότυπα που είναι

τελείως διαφορετικά πρέπει να δώσουν ίδια απάντηση. Η λύση στην δυσκολία αυτή

βρίσκεται µε το να δώσουµε στο δίκτυο µια διαφορετική δοµή και να αποκτήσει έτσι

µία καινούρια ικανότητα. Προσθέτουµε τώρα και ένα τρίτο επίπεδο, µεταξύ του επι-

πέδου εισόδου και εξόδου, που ονοµάζεται κρυµµένο επίπεδο [6] και το οποίο τώρα

µπορεί να δηµιουργήσει την εσωτερική αναπαράσταση των σηµάτων εισόδου. Ο

λόγος που ονοµάζουµε το επίπεδο αυτό κρυµµένο επίπεδο είναι ότι το επίπεδο αυτό

δεν «βλέπει» κατευθείαν ούτε την είσοδο ούτε την έξοδο του δικτύου αλλά µόνον

το εσωτερικό του.



Μετά τις πολλές εργασίες που έγιναν µε το µοντέλο του αισθητήρα φάνηκε ότι όταν

υπάρχει ένα κρυµµένο επίπεδο τότε δηµιουργείται πάντοτε ένας τρόπος αναπαρά-

στασης στο κρυµµένο αυτό επίπεδο, το οποίο τώρα µπορεί να ξεπεράσει τον περιο-

ρισµό που υπήρχε προηγουµένως περί της οµοιότητος εισόδου–εξόδου. Αρκεί να

έχουµε αρκετές µονάδες (νευρώνες) στο κρυµµένο επίπεδο και να βρούµε τα σωστά

βάρη w µε µια κατάλληλη διαδικασία. Ένα τέτοιο δίκτυο πολλαπλών επιπέδων φαί-

νεται στο Σχήµα 4.1. Ως συντοµογραφία ενός πολυεπιπέδου νευρωνικού δικτύου

συχνά χρησιµοποιείται ο εξής: p–m1–m2–….–mn–n, όπου p είναι ο αριθµός των εισό-

δων, n είναι o αριθµός των εξόδων, m ο αριθµός των κρυµµένων επιπέδων µε m1

κόµβους το πρώτο, m2 κόµβους το δεύτερο,... και mn το τελευταίο.

Πρώτα, υπάρχει ένα επίπεδο εισόδου το οποίο αποτελείται από µία οµάδα νευρώ-

νων οι οποίοι δεν κάνουν ουσιαστικά τίποτα άλλο παρά να δέχονται το σήµα εισό-

δου. Κατόπιν υπάρχει ένας αριθµός εσωτερικών επιπέδων, καθένα από τα οποία έχει

έναν αριθµό νευρώνων, και τα οποία δέχονται το σήµα από το επίπεδο εισόδου, το

επεξεργάζονται και κατόπιν το προωθούν προς την έξοδο. Στο Σχήµα 4.1 υπάρχει

ένα µόνο κρυµµένο επίπεδο, αλλά θα µπορούσε να ήταν δύο, τρία ή οποιοσδήποτε

άλλος αριθµός επιπέδων. Τέλος, υπάρχει ένα επίπεδο εξόδου που έχει επίσης έναν

αριθµό νευρώνων, οι οποίοι δέχονται σήµα από τα εσωτερικά επίπεδα και το προω-

θούν προς την έξοδο του δικτύου. Γενικά, δεν υπάρχει κανόνας ως προς τον αριθµό

τόσο των εσωτερικών επιπέδων όσο και ως προς τον αριθµό των νευρώνων που περι-

λαµβάνει κάθε επίπεδο (εισόδου, εξόδου ή εσωτερικό). Η απάντηση σ’ αυτό είναι

διαφορετική σε κάθε πρόβληµα. Για τον αριθµό νευρώνων στην είσοδο και έξοδο το

8 1√ π  ¶ ƒ ø ∆ ∂ ™  π ¢ ∂ ∂ ™

Έξοδος

Eίσοδος

Eπίπεδο�

εσωτερικής�

αναπαράστασης

™¯‹Ì· 4.1

Ένα δίκτυο µε πολλαπλά επίπεδα
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πρόβληµα είναι κάπως ευκολότερο, γιατί ο αριθµός αυτός θα παρέχεται άµεσα από

τα δεδοµένα του προβλήµατος. Εάν, λ.χ. θέλουµε να αναπαραστήσουµε µία συνάρ-

τηση που ορίζεται από 256 σηµεία, τότε η είσοδος θα πρέπει να έχει 256 µονάδες.

Αλλά για τον αριθµό µονάδων στο κρυµµένο επίπεδο δεν υπάρχει ούτε τέτοιου

είδους υπόδειξη. Στην βιβλιογραφία αναφέρεται ότι τέτοιες απαντήσεις βγαίνουν

ακόµη και µε «µαύρη τέχνη». Πολλές φορές αναγκαζόµαστε και καταφεύγουµε στην

µέθοδο των δοκιµών (trial and error) και µε τον τρόπο αυτό βρίσκουµε µία απάντη-

ση που σίγουρα δουλεύει, αλλά είναι επίπονη και χρονοβόρα. Ανάλογα µε το πρό-

βληµα υπάρχουν πολλοί εµπειρικοί κανόνες που βάζουν κάποια όρια στην αρχιτε-

κτονική του δικτύου που θα χρησιµοποιηθεί σε µία πρακτική εφαρµογή. Έχει απο-

δειχθεί λ.χ. ότι ένα δίκτυο δεν µπορεί να µάθει περισσότερα παραδείγµατα από το

διπλάσιο του αριθµού των βαρών του.

Όπως φαίνεται και στο Σχήµα 4.1 οι νευρώνες των διαφορετικών επιπέδων είναι συν-

δεδεµένοι µεταξύ τους µε µία γραµµή. Στο σηµείο αυτό δεν υπάρχει ένας γενικός

κανόνας, δηλ. πόσοι και ποιοι νευρώνες είναι συνδεδεµένοι µε ποιους. Σε µία περί-

πτωση θα µπορούσε κάθε νευρώνας να είναι συνδεδεµένος µε όλους τους άλλους

νευρώνες, όλων των επιπέδων (µέγιστος αριθµός συνδέσεων). Σε άλλη περίπτωση

θα µπορούσε κάθε νευρώνας να συνδέεται µε έναν µόνο άλλο νευρώνα (ο ελάχιστος

αριθµός των συνδέσεων που µπορεί να έχει). Αρκετά συνηθισµένες είναι οι ενδιά-

µεσες περιπτώσεις, όπου συνήθως υπάρχουν µερικές συνδέσεις µεταξύ των νευρώ-

νων. Όπως είναι προφανές ο αριθµός των συνδέσεων, ιδίως για την πλήρη συνδε-

σµολογία είναι πολύ µεγάλος. Αν έχουµε Ν νευρώνες, τότε ο αριθµός των συνδέσε-

ων σε πλήρη συνδεσµολογία είναι Ν(Ν–1)/2.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.2

Βρείτε γιατί σε δίκτυο Ν νευρώνων µε πλήρη συνδεσµολογία ο αριθµός των συν-

δέσεων δίδεται από την σχέση Ν(Ν–1)/2

Η διαδικασία εκπαίδευσης έχει την ίδια φιλοσοφία µε αυτή του αισθητήρα, αλλά έχει

µερικές ουσιώδεις διαφορές. Το σήµα s έρχεται σε κάθε νευρώνα του επιπέδου εισό-

δου (το πρώτο επίπεδο). Πολλαπλασιάζεται επί το αντίστοιχο βάρος w κάθε σύνα-

ψης (και στα τεχνητά δίκτυα µπορούµε ελεύθερα να χρησιµοποιήσουµε τον όρο

σύναψη από τα βιολογικά δίκτυα για να υποδηλώσουµε την σύνδεση µεταξύ δύο

νευρώνων). Σε κάθε νευρώνα αθροίζονται τα γινόµενα si wi, µε i = 1,…,n, όπου n το

πλήθος των συνδέσεων, τα οποία έρχονται ως είσοδος, και υπολογίζεται το S, όπως



και στο µοντέλο του αισθητήρα. Εδώ όµως υπάρχει µία ουσιαστική διαφορά. Ενώ

στον αισθητήρα το άθροισµα συγκρίνεται µε το θ και συνήθως έχουµε συνάρτηση

µεταφοράς µε δυαδική µορφή, εδώ είναι απαραίτητο να χρησιµοποιήσουµε µία

συνάρτηση µε σιγµοειδή µορφή. Έστω ότι η τιµή της εξόδου θα είναι ο (προσοχή

εδώ, το «ο» είναι το γράµµα όµικρον, και όχι το µηδέν, 0). Μία συχνά χρησιµοποι-

ούµενη τέτοια συνάρτηση είναι η 

(4.1)
  
o

e S
=

+ -

1

1
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Η σιγµοειδής καµπύλη

Η συνάρτηση αυτή φαίνεται στο Σχήµα 4.2 και έχει τα εξής χαρακτηριστικά. Η τιµή

του o περιορίζεται πάντοτε στο διάστηµα 0 < o < 1, για οποιαδήποτε τιµή της εισό-

δου S. Αυτό είναι σηµαντικό, διότι έτσι είµαστε βέβαιοι ότι δεν θα υπάρχουν περι-

πτώσεις που η έξοδος παίρνει µεγάλες τιµές ή απειρίζεται. Η καµπύλη αυτή ονοµά-

ζεται σιγµοειδής, λόγω του σχήµατος που έχει και µοιάζει µε ένα τελικό σίγµα. Είναι

ιδανική συνάρτηση, γιατί συµπεριφέρεται καλά για όλα τα µεγέθη τιµών. Για µικρές

τιµές του S η κλίση είναι µεγάλη και έτσι η έξοδος δεν είναι σχεδόν 0. Ανάλογα, για

µεγάλες τιµές του S η κλίση είναι κανονική, ούτως ώστε να µην µπορεί το δίκτυο να

δόσει πολύ µεγάλες τιµές ή άπειρο στην έξοδο του. Μία άλλη ονοµασία της συνάρ-

τησης ο είναι «συµπιέζουσα συνάρτηση», διότι συµπιέζει οποιαδήποτε τιµή του S,

όσο µεγάλη και αν είναι, στο διάστηµα µεταξύ 0 και 1. Παρατηρούµε επίσης ότι η

συνάρτηση αυτή είναι µη γραµµική, µία απαραίτητη προϋπόθεση για να µπορεί το

δίκτυο να δηµιουργήσει αναπαράσταση των σηµάτων.
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Κάτι άλλο για την σιγµοειδή συνάρτηση που επίσης είναι απαραίτητο στην διαδι-

κασία εκπαίδευσης είναι ότι πρέπει και η παράγωγός της να συµπεριφέρεται επίσης

καλά, δηλ. να έχει τις ίδιες ιδιότητες που είδαµε παραπάνω. Εύκολα δείχνουµε ότι η

παράγωγος αυτή είναι:

(4.2)

Ο υπολογισµός της παραγώγου της σιγµοειδούς συνάρτησης απευθείας από την ίδια

την συνάρτηση, έχει σηµαντικά υπολογιστικά πλεονεκτήµατα και διευκολύνει την

υλοποίηση σε hardware.

  

∂
∂

o

S
o o= -( )1

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.3

Για την Άσκηση Αυτοαξιολόγησης 3.2, µε τα ίδια δεδοµένα, υπολογίστε την έξοδο

του δικτύου χρησιµοποιώντας τώρα για συνάρτηση ενεργοποίησης την σιγµοειδή

συνάρτηση, εξίσωση 4.1, και συγκρίνετε τις δύο περιπτώσεις.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.4

Αποδείξτε την εξίσωση (4.2) χρησιµοποιώντας την εξίσωση (4.1)

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.1

Eκτός από την συχνά χρησιµοποιούµενη συνάρτηση της εξίσωσης 4.1, όπως ανα-

φέραµε παραπάνω υπάρχουν και µερικές άλλες παρόµοιες συναρτήσεις, όπως είναι

οι εξής:

Βρείτε τα όρια των δύο αυτών συναρτήσεων. ∆είξτε ότι οι παράγωγοι τoυς είναι

οι εξής:

  

d

dv

a
v

j
j= -[ ]

2
1 2 ( )

  
j( )v

v

v
=

+1 2

  
j( )

exp( )

exp( )
tanh( )v

av

av

av= - -
+ -

=1

1 2



Η συνολική διαδικασία εκπαίδευσης συνοψίζεται στα εξής 6 βήµατα:

• Παίρνουµε ένα πρότυπο από τα πολλά που έχει το πρόβληµα µας. Το εισάγουµε

στο επίπεδο εισόδου.

• Υπολογίζουµε την έξοδο χρησιµοποιώντας την σιγµοειδή συνάρτηση.

• Προωθούµε την έξοδο του πρώτου επιπέδου στο επόµενο επίπεδο (το κρυµµένο)

και ακολούθως µε τον ίδιο τρόπο σε όλα τα επίπεδα µέχρι το τελικό επίπεδο εξό-

δου.

• Στην έξοδο υπολογίζουµε το σφάλµα.

• Ανάλογα µε το σφάλµα που προκύπτει µεταβάλλουµε τα βάρη, ένα–ένα, και επί-

πεδο–προς–επίπεδο, επιστρέφοντας από την έξοδο µέχρι την είσοδο

• Προχωρούµε στο επόµενο πρότυπο και ακολούθουµε την ίδια διαδικασία για όλα

τα πρότυπα.

Τα έξι αυτά βήµατα αποτελούν ένα κύκλο, δηλ. ένα πέρασµα από την είσοδο µέχρι

την έξοδο, µέσω των κρυµµένων επιπέδων, και από την έξοδο πίσω στην είσοδο.

Μετά το τέλος ενός κύκλου διόρθωσης των w επαναλαµβάνουµε την διαδικασία για

πολλούς κύκλους, όσους χρειάζεται, έως ότου διαδοχικά το σφάλµα φθάσει να είναι

αρκετά µικρό. Η ανοχή για το σφάλµα δίδεται εκ των προτέρων και τυπικές τιµές

είναι µερικές % µονάδες, όπως λ.χ. 2 ή 5 %. Αυτό που ακόµη δεν αναφέραµε είναι

το πως διορθώνουµε τα βάρη, αλλά η διαδικασία αυτή θα παρουσιασθεί λεπτοµε-

ρώς στις επόµενες ενότητες του κεφαλαίου.

Ένα παράδειγµα ζεύγους προτύπου–στόχου δίδεται στο Σχήµα 4.3, όπου το γράµµα

Α έχει σχεδιασθεί σε ένα πλέγµα. Αν οποιαδήποτε γραµµή ή τµήµα του γράµµατος

περνάει µέσα σε ένα τετραγωνάκι, τότε η είσοδος στον αντίστοιχo νευρώνα είναι 1.

∆ιαφορετικά η είσοδος είναι 0. Ως έξοδος µπορεί να είναι ένας αριθµός που παρι-

στάνει το Α, ή ένα άλλο σύνολο από 0 και 1. Για ολόκληρο το αλφάβητο θα χρεια-

ζόµασταν 24 ζεύγη εκπαίδευσης του δικτύου, ένα ζεύγος για κάθε γράµµα.

Η µέθοδος εκπαίδευσης της οπισθοδιάδοσης του σφάλµατος χρησιµοποιεί τις ίδιες

γενικές αρχές όπως και ο κανόνας ∆έλτα. Το σύστηµα πρώτα παίρνει τις εισόδους

8 5√ π  ¶ ƒ ø ∆ ∂ ™  π ¢ ∂ ∂ ™

Ποια τιµή παίρνουν οι παράγωγοι αυτοί στην αρχή των αξόνων;

  

d

dv

v

v

j j=
3

3

( )
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του πρώτου προτύπου και µε την διαδικασία που περιγράφτηκε προηγουµένως παρά-

γει την έξοδο. Την τιµή εξόδου την συγκρίνει µε την τιµή του στόχου. Εάν δεν υπάρ-

χει διαφορά µεταξύ των δύο, δεν συµβαίνει τίποτα και προχωράµε στο επόµενο πρό-

τυπο. Εάν υπάρχει διαφορά (που είναι το πιο συνηθισµένο), τότε αλλάζουµε τις τιµές

των w µε τέτοιο τρόπο ώστε η διαφορά αυτή να ελαττωθεί.

H καλύτερη πηγή για την µαθηµατική ανάπτυξη των εξισώσεων που οδηγούν στην

εκπαίδευση του δικτύου είναι στο Κεφάλαιο 8 του βιβλίου των

Rumelhart–McClelland [7]. Αλλες πηγές είναι [8,9].

™¯‹Ì· 4.3

Αναγνώριση προτύπου

0

1

0

1

1

1

1

0

0

4.2 H Ì¤ıÔ‰Ô˜ ÂÎ·›‰Â˘ÛË˜ ÁÈ· ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡˜ ÓÂ˘ÚÒÓÂ˜

Με την µέθοδο αυτή µπρούµε να πετύχουµε αυτό που δεν κατορθώνουµε να κάνου-

µε µε ένα απλό αισθητήρα, δηλ. να λύσουµε περίπλοκα προβλήµατα όπως είναι τα

γραµµικώς µη–διαχωρίσιµα. Οπως αναφέραµε παραπάνω το κλειδί στο σηµείο αυτό

είναι ότι πρέπει να υπάρχει ένα (τουλάχιστον) κρυµµένο επίπεδο. Με τον τρόπο αυτό

δηµιουργείται µία εσωτερική αναπαράσταση των προτύπων που παρουσιάζονται

στην είσοδο προς τους νευρώνες του κρυµµένου επιπέδου και µε τους οποίους η

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.5

Σωστό ή Λάθος. Η σιγµοειδής συνάρτηση χρησιµοποιείται συχνά στην εκπαίδευ-

ση των νευρωνικών δικτύων γιατί έχει την ιδιότητα ότι δεν απειρίζεται ποτέ.



οµοιότητα των προτύπων στους νευρώνες του κρυµµένου επιπέδου θα µπορεί να

υποστηρίξει την απαιτούµενη αναπαράσταση (ή απεικόνηση) από την είσοδο στην

έξοδο. Εάν λοιπόν έχουµε τις σωστές συνδέσεις και αρκετά µεγάλο αριθµό κρυµµέ-

νων µονάδων, θα µπορούµε πάντοτε να βρίσκουµε την αναπαράσταση αυτή.

8 7∏  ª ∂ £ √ ¢ √ ™  ∂ ∫ ¶ ∞ π ¢ ∂ À ™ ∏ ™  ° π ∞  ª ∏ – ° ƒ∞ ª ª π ∫ √ À ™  ¡ ∂ À ƒ ø ¡ ∂ ™

™¯‹Ì· 4.4

Ένα δίκτυο, 

στο οποίο εφαρµόζεται η εκπαίδευση 

µε τη µέθοδο της οπισθοδιάδοσης

Έξοδος

Eίσοδος

Kρυµµένο�

επίπεδο

W3 = 1
W4 = –2

W6 = 1.5

W1 = 1 W2 = 1

W5 = 1

W7 = .5

Στο Σχήµα 4.4 παρουσιάζουµε ένα τέτοιο δίκτυο, µε ένα κρυµµένο επίπεδο που

περιέχει ένα νευρώνα µόνον. Οι αριθµοί στις συνάψεις είναι οι τιµές των βαρών. Οι

αριθµοί που είναι µέσα στους κύκλους είναι οι τιµές του εσωτερικού βάρους (κατω-

φλίου) του αντίστοιχου νευρώνα. ∆ηλαδή, εσωτερικά βάρη έχουµε µόνο τα w6 και

w7, τα οποία για να παράγουν το ζητούµενο γινόµενο (s◊w) πολλαπλασιάζονται επί

1. Η τιµή w4 = –2 από τον κρυµµένο νευρώνα στον νευρώνα εξόδου καθιστά τον νευ-

ρώνα εξόδου µη–ενεργό όταν και οι δύο είσοδοι ταυτόχρονα είναι ενεργοί. Στον νευ-

ρώνα του κρυµµένου επίπεδου έχουµε θ = 1,5 διότι έτσι ο νευρώνας αυτός θα πυρο-

δοτεί µόνον όταν και οι δύο νευρώνες του πρώτου επιπέδου είναι ενεργοί. Η τιµή θ

= 0,5 στον νευρώνα εξόδου καθιστά τον νευρώνα αυτόν ενεργό µόνον όταν λαµβά-

νει θετικό σήµα µεγαλύτερο από 0,5. Από την πλευρά του νευρώνα εξόδου ο νευ-

ρώνας του κρυµµένου επιπέδου φαίνεται ως µια ακόµα µονάδα εισόδου. Τον βλέπει

δηλαδή σαν να υπήρχαν τρεις τιµές εισόδου. Σε ένα τέτοιο δίκτυο θα αναπτύξουµε

την µέθοδο της οπισθοδιάδοσης αµέσως παρακάτω.
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¶›Ó·Î·˜ 4.1

Σύµβολα στις εξισώσεις της µεθόδου οπισθοδιάδοσης

wij Το βάρος που συνδέει τους νευρώνες i και j

∆pwji η αλλαγή στο βάρος w τo οποίο συνδέει τους νευρώνες i και j, µετά από 

παρουσίαση του προτύπου p

Ep Ep είναι το σφάλµα (διαφορά εισόδου–εξόδου) στο πρότυπο p

tpj ο στόχος του νευρώνα j για το πρότυπο p

opj η έξοδος του νευρώνα j για το πρότυπο p

xpi το σήµα εισόδου στον νευρώνα i για το πρότυπο p

δpj η διαφορά (tpj – opj)

Η µέθοδος αυτή βασίζεται στην µαθηµατική µέθοδο της ελαχιστοποίησης του σφάλ-

µατος µε την τεχνική της πλέον απότοµης καθόδου (steepest descent technique) στην

επιφάνεια του σφάλµατος, ένα πρόβληµα που ανήκει στη γενικότερη κατηγορία προ-

βληµάτων επικλινούς καθόδου (gradient descent), που έχουν αναπτυχθεί για προ-

βλήµατα Μαθηµατικής Φυσικής. Αυτό που επιτελεί είναι να ελαχιστοποιεί το τετρά-

γωνο της διαφοράς µεταξύ του σήµατος που λαµβάνεται στην έξοδο και της επιθυ-

µητής τιµής (στόχος), για όλους τους νευρώνες εξόδου και για όλα τα πρότυπα. Αυτό

σηµαίνει ότι η παράγωγος του σφάλµατος ως προς κάθε βάρος w είναι ανάλογος

προς την µεταβολή της τιµής του βάρους, όπως δίνεται από τον κανόνα ∆έλτα, µε

αρνητική σταθερά αναλογίας. Αυτό είναι ανάλογο µε την διαδικασία της πιο από-

τοµης καθόδου (steepest descent) πάνω στην επιφάνεια που βρίσκεται µέσα στον

χώρο των βαρών και στον οποίο χώρο το ύψος είναι ίσο µε την τιµή του σφάλµατος.

Τα παραπάνω ισχύουν για γραµµικές µονάδες νευρώνων. Έτσι έχουµε:

(4.3)

όπου Ep είναι το σφάλµα (διαφορά εισόδου–εξόδου) στο πρότυπο p, tpj και opj είναι

ο στόχος και η έξοδος του νευρώνα j για το πρότυπο p. Το συνολικό σφάλµα Ε είναι

το άθροισµα των σφαλµάτων όλων των προτύπων:

(4.4)

Παρατηρούµε ότι παίρνουµε το τετράγωνο της διαφοράς και όχι την διαφορά, και

επίσης το ½ της ποσότητας αυτής. Ο λόγος είναι ότι χρειαζόµαστε την απόλυτη τιµή

του σφάλµατος και όχι αν το σφάλµα είναι θετικό ή αρνητικό. Ο παράγων ½ είναι

 

E Ep

p

= Â

  

E t op pj pj

j

= -Â1

2

2( ) .



µία αυθαίρετη σταθερά που δεν επηρεάζει την ανάπτυξη. Για γραµµικές µονάδες

εφαρµόζουµε τον κανόνα ∆έλτα και ουσιαστικά έχουµε µία επικλινή κάθοδο

(gradient descent) στο Ε. Θα δείξουµε ότι:

(4.5)

που είναι ποσότητα ανάλογη του ∆pwji (∆pwji είναι η αλλαγή που θα γίνει στο βάρος

w τo οποίο συνδέει τους νευρώνες i και j, µετά από παρουσίαση του προτύπου p).

Όταν δεν υπάρχουν κρυµµένες µονάδες, τότε η παράγωγος υπολογίζεται αµέσως.

Χρησιµοποιούµε τον κανόνα αλυσίδας και γράφουµε την παράγωγο ως γινόµενο δύο

άλλων παραγώγων: µία παράγωγο του σφάλµατος ως προς την έξοδο του νευρώνα

επί µία παράγωγο της εξόδου ως προς το βάρος.

(4.6)

Η πρώτη παράγωγος µας λέει πως αλλάζει το σφάλµα ως προς την έξοδο του j νευ-

ρώνα, ενώ το δεύτερο τµήµα µας λέει πόσο η µεταβολή του wji αλλάζει αυτήν την

έξοδο. Έτσι υπολογίζουµε κατευθείαν τις παραγώγους:

(4.7) 

Η συνεισφορά του νευρώνα j στο σφάλµα είναι ανάλογη του δpj. Αφού έχουµε

γραµµικές µονάδες:

(4.8)

καταλήγουµε ότι:

(4.9)

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (4.6) βλέπουµε ότι:

(4.10)

όπως ακριβώς θέλουµε. Συνδυάζοντας την τελευταία αυτή εξίσωση µε την παρατή-

ρηση ότι
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(4.11)

οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η µεταβολή στο wji µετά από ένα πλήρη κύκλο,

όπου παρουσιάζουµε όλα τα πρότυπα, είναι ανάλογη προς στην παράγωγο αυτή και

ως εκ τούτου ο κανόνας ∆έλτα εφαρµόζει µία επικλινή κάθοδο στο Ε. Κανονικά τα

βάρη w δεν πρέπει να αλλάζουν κατά την διάρκεια του κύκλου που παρουσιάζουµε

τα διάφορα πρότυπα, ένα–ένα, αλλά µόνο στο τέλος του κύκλου. Αν όµως ο ρυθµός

εκπαίδευσης είναι µικρός, δεν δηµιουργείται µεγάλο σφάλµα και ο κανόνας ∆έλτα

δουλεύει σωστά. Τελικά µε τον τρόπο αυτό θα βρούµε τις τιµές των w που ελαχι-

στοποιούν την συνάρτηση σφάλµατος.

4.3 ∏ Ì¤ıÔ‰Ô˜ ÂÎ·›‰Â˘ÛË˜ ÁÈ· ÌË–ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡˜ ÓÂ˘ÚÒÓÂ˜

∆είξαµε πως ο κανόνας ∆έλτα επιφέρει επικλινή κάθοδο στο τετράγωνο του αθροί-

σµατος του σφάλµατος για γραµµικές συναρτήσεις ενεργοποίησης. Στην περίπτω-

ση που δεν έχουµε κρυµµένα επίπεδα, η επιφάνεια σφάλµατος είναι σαν µιά κοιλά-

δα µε ένα µόνο ελάχιστο και έτσι η επικλινής κάθοδος πάντοτε θα βρίσκει τις καλύ-

τερες τιµές για τα βάρη w. Στην περίπτωση όµως µε τα κρυµµένα επίπεδα δεν είναι

προφανές πως υπολογίζονται οι παράγωγοι. Η επιφάνεια σφάλµατος δεν είναι κοίλη

προς τα πάνω και έτσι υπάρχει η πιθανότητα να βρεθούµε σε ένα τοπικό ελάχιστο.

Θα δείξουµε παρακάτω ότι υπάρχει ένας αποτελεσµατικός τρόπος για τον υπολογι-

σµό των παραγώγων, καθώς επίσης και ότι το πρόβληµα των τοπικών ελαχίστων

συνήθως δεν είναι καταστροφικό, αφού πάντα έχουµε τρόπους να το ξεπεράσουµε

και τελικά να πετύχουµε την εκπαίδευση του δικτύου.

Χρησιµοποιούµε εδώ δίκτυα µε δοµές πολλαπλών επιπέδων και στα οποία το σήµα

διαδίδεται πάντοτε στην ίδια κατεύθυνση, από το επίπεδο εισόδου προς το επίπεδο

εξόδου (feedforward). Το σήµα έρχεται στο επίπεδο εισόδου, στο πιο χαµηλό επίπε-

δο, επεξεργάζεται από το δίκτυο και προωθείται στα κρυµµένα επίπεδα. Τα κρυµ-

µένα επίπεδα το επεξεργάζονται και το προωθούν στο επίπεδο εξόδου. Η επεξεργα-

σία γίνεται πάντοτε επίπεδο προς επίπεδο, σε κάθε νευρώνα χωριστά. Υπολογίζεται

σε κάθε νευρώνα η συνάρτηση ενεργοποίησης, χρησιµοποιώντας την µη–γραµµική

σιγµοειδή συνάρτηση, παίρνοντας ως είσοδο την έξοδο του προηγούµενου επιπέδου

και δίνοντας ως έξοδο προς το παραπάνω επίπεδο την υπολογιζόµενη τιµή. Για µια

τέτοια, µη γραµµική συνάρτηση η έξοδος είναι:

(4.12)
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όπου opi είναι το σήµα εισόδου του νευρώνα i. Έτσι θα πρέπει:

(4.13)

όπου η f είναι διαφορίσιµη και αύξουσα συνάρτηση. Γραµµικές συναρτήσεις εδώ

δεν επαρκούν, διότι η παράγωγός τους είναι άπειρη στο κατώφλι και µηδέν στα άλλα

σηµεία. Θεωρούµε λοιπόν ότι:

(4.14)

όπου ∆pwji είναι η αλλαγή που θα γίνει στο βάρος w τo οποίο συνδέει τους νευρώ-

νες i και j, µετά από παρουσίαση του προτύπου p. Eπίσης, Ε είναι η συνάρτηση

σφάλµατος (άθροισµα τετραγώνων). Θέτουµε και εδώ την παράγωγο αυτή ως γινό-

µενο δύο παραγώγων: µία που δίνει την µεταβολή του σφάλµατος ως προς την µετα-

βολή στην τιµή εισόδου και µία που δίνει την µεταβολή στην τιµή εισόδου ως προς

την µεταβολή του βάρους. Έτσι:

(4.15)

Με την εξίσωση (4.12) βλέπουµε ότι:

(4.16)

Ορίζουµε ότι:

(4.17)

Ο ορισµός αυτός θα µπορούσε να θεωρηθεί αυστηρά ως αυθαίρετος, αλλά αν προ-

σέξουµε λίγο βλέπουµε ότι είναι ανάλογος µε τον ορισµό της εξίσωσης (4.7), όπου

δpj = (opj–tpj), καθ’ όσον opj = Spj όταν οι νευρώνες είναι γραµµικοί. Η εξίσωση λοι-

πόν (4.15) γίνεται τώρα:

(4.18)

Αυτό δηλώνει ότι για να εφαρµόσουµε την επικλινή κάθοδο ως προς Ε θα πρέπει να

κάνουµε τις αλλαγές στα w ως εξής:

(4.19) D p ji pj piw o= hd
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όπως ακριβώς και στον συνήθη κανόνα ∆έλτα. Η µορφή της εξίσωσης (4.19) δίνει

τον γενικευµένο «κανόνα ∆έλτα», όπου ∆p είναι το ∆ του προτύπου p. Τώρα πρέπει

να υπολογίσουµε τα σωστά δpj για κάθε νευρώνα του δικτύου. Θα αποδείξουµε τώρα

µία αναδροµική σχέση για αυτά τα δ, µε την οποία µπορούµε να προωθήσουµε το

σφάλµα προς τα πίσω, δηλ. από την έξοδο προς την είσοδο. Θέτουµε και εδώ την

παράγωγο αυτή ως γινόµενο δύο παραγώγων: µία που δίνει την µεταβολή του σφάλ-

µατος ως συνάρτηση της εξόδου και µία που δίνει την µεταβολή της εξόδου ως

συνάρτηση της µεταβολής της εισόδου. Έτσι έχουµε:

(4.20)

Αλλά από την εξίσωση (4.13) έχουµε ότι:

(4.21)

που είναι η παράγωγος της συνάρτησης ενεργοποίησης για τον νευρώνα j, υπολογι-

ζόµενη στο σήµα εισόδου Spj στο νευρώνα αυτό. Τώρα υπολογίζουµε την πρώτη

παράγωγο στην εξίσωση του δpj. Eδώ χρειάζεται προσοχή, είναι το πιο λεπτό σηµείο

όλης της µεθόδου. Τον παράγοντα αυτόν τον υπολογίζουµε διαφορετικά αν ο νευ-

ρώνας είναι στο επίπεδο εξόδου ή εσωτερικός. Στην περίπτωση που είναι στο επί-

πεδο εξόδου τότε:

(4.22)

που είναι το ίδιο αποτέλεσµα όπως µε τον συνήθη κανόνα ∆έλτα. Αντικαθιστώντας

τους δύο παράγοντες στην εξίσωση (4.20) παίρνουµε:

(4.23)

για νευρώνες που είναι στο επίπεδο εξόδου. Για νευρώνες που είναι εσωτερικοί υπάρ-

χει το πρόβληµα ότι δεν έχουµε κανένα tpj, δηλ. δεν έχουµε τιµές των στόχων. Στην

περίπτωση αυτή χρησιµοποιούµε και πάλι τον κανόνα αλυσίδας και έχουµε:

(4.24)
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Αντικαθιστώντας παροµοίως στην εξίσωση (4.20) παίρνουµε:

(4.25)

η οποία εξίσωση αφορά τώρα νευρώνες που δεν είναι στην έξοδο αλλά σε εσωτερι-

κό επίπεδο. Οι εξισώσεις (4.23) και (4.25) δίνουν τον τρόπο µε τον οποίο υπολογίζο-

νται όλα τα δ, για όλους τους νευρώνες στο δίκτυο, και τα οποία χρησιµοποιούνται

για να υπολογίσουµε την µεταβολή στα w σε όλο το δίκτυο. Η διαδικασία αυτή θεω-

ρείται ότι είναι ένας γενικευµένος κανόνας ∆έλτα, για µη–γραµµικούς νευρώνες.

Ως περίληψη, η παραπάνω διαδικασία µπορεί να συνοψισθεί σε τρεις εξισώσεις.

Πρώτα, εφαρµόζουµε τον γενικευµένο κανόνα ∆έλτα µε τον ίδιο τρόπο όπως και τον

γενικό κανόνα. Το w σε κάθε επίπεδο αλλάζει κατά µία ποσότητα που είναι ανάλο-

γη του σήµατος σφάλµατος δ, και ανάλογος επίσης της εξόδου o. ∆ηλαδή,

(4.26)

Οι άλλες δύο εξισώσεις δίδουν το σήµα του σφάλµατος. Η διαδικασία του υπολογι-

σµού του σήµατος αυτού είναι µία κυκλική διαδικασία που ξεκινάει από το επίπεδο

εξόδου. Για ένα νευρώνα στο επίπεδο εξόδου το σφάλµα είναι:

(4.27)

όπου f’j(Spj) είναι η παράγωγος της συνάρτησης ενεργοποίησης. Για νευρώνες στα

κρυµµένα επίπεδα δίδεται από:

(4.28)

Οι τρεις αυτές εξισώσεις αποτελούν έναν κύκλο για την εκπαίδευση του δικτύου και

επιφέρουν µία αλλαγή µόνο σε κάθε w. Το σύστηµα ακολούθως επαναλαµβάνει

τόσους κύκλους όσοι του χρειάζονται για να εκπαιδευτεί.

4.4 ¶ÚÔÛÔÌÔ›ˆÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ Ã–√R

Θα παρουσιάσουµε τώρα ως παράδειγµα την λεπτοµερή λύση για το γνωστό πρό-

βληµα του Χ–ΟR, το οποίο συζητήσαµε και στο κεφαλαιο 3, και είδαµε ότι δεν µπο-

ρούµε να λύσουµε µε ένα απλό δίκτυο ενός ή δύο επιπέδων. Θα χρειασθεί να προ-

τείνουµε µία δοµή που περιέχει ένα κρυµµένο επίπεδο, όπως περιγράφηκε παραπά-

νω. Mία τέτοια δοµή φαίνεται στο Σχήµα 4.4. Η δοµή του δικτύου περιλαµβάνει δύο

νευρώνες στο επίπεδο εισόδου, ένα νευρώνα στο κρυµµένο επίπεδο και ένα στο επί-
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πεδο εξόδου. Οι συνδέσεις είναι όπως στο Σχήµα. Είναι απαραίτητο οι είσοδοι να

πηγαίνουν και στο κρυµµένο επίπεδο και στην έξοδο κατευθείαν. Το πρόβληµα αυτό

έχει διδακτική σηµασία, καθόσον η λύση του περιλαµβάνει όλες τις λεπτοµέρειες

της τεχνικής της οπισθοδιάδοσης και γι’ αυτό θα σκιαγραφήσουµε την λύση του µε

µέθοδο προσοµοίωσης, ακολουθώντας ένα–ένα τα βήµατα και τις εξισώσεις.

Χρησιµοποιούµε την εξίσωση (4.1) για τον υπολογισµό των εξόδων από κάθε νευ-

ρώνα, την σιγµοειδή συνάρτηση, ως εξής:

(4.29)

όπου θj είναι η παράµετρος προδιάθεσης (ή προδιάθεση) και που παίζει κατά κάποιο

τρόπο τον ρόλο του κατωφλίου, ή του εσωτερικού βάρους του νευρώνα. Οι τιµές της

προδιάθεσης, θj, θα διδαχθούν στο δίκτυο, όπως και οι τιµές των άλλων βαρών w.

Παρατηρούµε δηλ. ότι εκτός από τα πέντε βάρη που συνδέουν νευρώνες µεταξύ τους

(w1 ως w5), έχουµε και άλλα δύο βάρη, τα w6 και w7, τα οποία θεωρούµε ότι είναι τα

«εσωτερικά w» των δύο νευρώνων, του κρυµµένου επιπέδου και της εξόδου, και

στην εξίσωση (4.29) έχουν τον ρόλο του θ. Εδώ το θ αυτό στην εξίσωση δεν πολ-

λαπλασιάζεται επί την τιµή σήµατος s, όπως γίνεται συνήθως, ή µπορούµε να πούµε

ότι πολλαπλασιάζεται επί το s µε τιµή s = 1. Με άλλα λόγια µπορούµε να πούµε ότι

το σήµα S για τα εσωτερικά w είναι πάντα S = 1. Οι δύο νερώνες της εισόδου δεν

έχουν εσωτερικά βάρη, και έτσι δεν υπάρχει ο όρος αυτός στην εξίσωση (4.29).

Η εξίσωση της παραγώγου είναι ίδια µε την εξίσωση (4.2). Προκύπτει λοιπόν ότι:

(4.30)

Επίσης οι εξισώσεις των δ είναι οι ίδιες. Kαι πάλι χωρίζουµε τις δύο διαφορετικές

περιπτώσεις και για µονάδες εξόδου έχουµε:

dpj = (tpj–opj)opj(1–opj) (4.31)

ενώ για εσωτερικές µονάδες έχουµε ότι:

(4.32)

Η παράγωγος opj(1–opj) έχει µέγιστο για opj = 0,5 και πλησιάζει το ελάχιστό της όταν

το opj πλησιάζει το 0 ή 1, καθ’ ότι 0£opj£1. Aυτό συµβαίνει διότι η παράγωγος είναι

η κλίση της συνάρτησης και όπως βλέπουµε στην γραφική παράσταση της συνάρ-

τησης στο Σχήµα 4.2 την µεγαλύτερη κλίση η καµπύλη του σχήµατος την έχει εκεί
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όπου η έξοδος είναι 0,5. Ανάλογα, την µικρότερη κλίση (σχεδόν 0) την έχει στα δύο

άκρα της καµπύλης, δεξιά και αριστερά. Η µεταβολή σε ένα w είναι ανάλογη µε την

παράγωγο αυτή και έτσι τα w θα µεταβάλλονται περισσότερο για την περίπτωση που

έχουµε µια µεσαία τιµή, δηλ. κοντά στο 0,5 (και όχι κοντά στο 0 ή στο 1) ενώ ακόµη

δεν έχει αποφασισθεί αν ο νευρώνας θα είναι ενεργός ή µη–ενεργός. Αυτό το χαρα-

κτηριστικό δίνει την σταθερότητα της λύσης του συστήµατος.

Πρέπει επίσης να σηµειώσουµε ότι όταν ελέγχουµε για τιµές εξόδου 0 ή 1, είναι αδύ-

νατο στην προσοµοίωση να πάρουµε ακριβώς τις τιµές αυτές, παρά µόνο αν θεω-

ρήσουµε άπειρο αριθµό κύκλων ή αν έχουµε w που τείνουν στο άπειρο. Συνήθως

είναι αρκετό όταν παίρνουµε κάποια συµφωνία της τάξης του 10% µε τις τιµές αυτές,

δηλ. όταν παίρνουµε 0,1 και 0,9 αντί για 0 και 1, αντίστοιχα, η ακρίβεια αυτή είναι

ικανοποιητική.

Είδαµε ότι οι µεταβολές που επιφέρονται στα βάρη είναι ανάλογες της ποσότητας

∂Εp/∂w. Στην σωστή µέθοδο µε επικλινή κάθοδο (gradient descent) τα βήµατα πρέ-

πει να είναι πολύ µικρά και έτσι στην εξίσωση της µεταβολής των w εισέρχεται µία

σταθερά, το η, που αντιπροσωπεύει τον ρυθµό εκπαίδευσης του δικτύου. Όσο µεγα-

λύτερο είναι το η, τόσο µεγαλύτερες είναι οι µεταβολές στα w και τόσο γρηγορότε-

ρα το δίκτυο εκπαιδεύεται. Αν όµως το η γίνει πολύ µεγάλο, τότε αυτό οδηγεί σε

ταλαντώσεις και έτσι αναγκαζόµαστε να µην µπορούµε να το αυξήσουµε πολύ. Ένας

τρόπος να αυξήσουµε τον ρυθµό εκπαίδευσης και να αποφύγουµε τις ταλαντώσεις

είναι να περιλάβουµε και έναν όρο ακόµα που δηλώνει την ορµή του συστήµατος.

Έτσι η νέα εξίσωση της µεταβολής των βαρών τώρα γίνεται:

∆wji(n + 1) = η δpjopi + α∆wji(n) (4.33)

όπου το n δηλώνει τον κύκλο, η τον ρυθµό εκπαίδευσης και α είναι η σταθερά που

λαµβάνει υπόψη τις προηγούµενες µεταβολές των w όταν υπολογίζει την νέα µετα-

βολή. Αυτή είναι µία µορφή ορµής του συστήµατος που ουσιαστικά φιλτράρει µετα-

βολές υψηλής συχνότητας στην επιφάνεια σφάλµατος. Συνήθως παίρνουµε µία τιµή

του α που είναι α = 0,9.

9 5¶ ƒ √ ™ √ ª √ π ø ™ ∏  ∆ √ À  ¶ ƒ √ µ § ∏ ª ∞∆ √ ™  Ã – √ R

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.6

΄Oπως αναφέρθηκε πολλές φορές η δοµή του δικτύου οπισθοδιάδοσης που παρου-

σιάσθηκε µε ένα νευρώνα στο κρυµµένο επίπεδο (Σχήµα 4.4) δεν είναι η µοναδι-

κή. Σχεδιάστε ένα δίκτυο µε µία άλλη δοµή που να έχει δύο νευρώνες στην είσο-

δο, δύο στο κρυµµένο επίπεδο και ένα στην έξοδο (2–2–1). Υπάρχει πλήρης συν-
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Για τις αρχικές τιµές των w µπορούµε να ακολουθήσουµε διαφορετικούς δρόµους.

∆εν υπάρχει κάποιος κανόνας που να µας υποδείξει τις αρχικές αυτές τιµές. Μία

πρώτη περίπτωση είναι να θεωρούµε αρχικά τις τιµές όπως είδαµε στο Σχήµα 4.4,

όπου τα βάρη w1 = w2 = w3 = w5 = 1 κτλ.

Πίνακας 4.2

Η α Αριθµός κύκλων

0,1 0 82000 ± 24000

0,9 0 8000 ± 2200

0,1 0,1 8100 ± 2200

0,9 0,9 870 ± 230

Μία άλλη περίπτωση είναι να ξεκινήσουµε µε τυχαίες τιµές των w, ας πούµε ότι δια-

λέγουµε τιµές που κυµαίνονται στο διάστηµα –0,3 < x < 0,3. Τις τιµές αυτές τις παίρ-

νουµε από µία γεννήτρια τυχαίων αριθµών που υπάρχει σε κάθε υπολογιστή. Χρη-

σιµοποιούµε οµαλή κατανοµή των αριθµών, δηλ. κάθε αριθµός στο διάστηµα αυτό

έχει την ίδια πιθανότητα. Αφού το δίκτυο εκπαιδευθεί, σηµειώνουµε τον αριθµό

κύκλων που χρειάσθηκε για να γίνει αυτό. Ακολούθως επαναλαµβάνουµε την ίδια

δεσµολογία, αλλά µόνο από επίπεδο σε επίπεδο. ∆ίδονται είσοδοι 0,1 και 0,9 και

ο στόχος στην έξοδο είναι 0,9. Τα βάρη αρχικά είναι όλα 0,3 από την είσοδο στο

κρυµµένο επίπεδο και 0,2 από το κρυµµένο επίπεδο στην έξοδο. Επίσης οι τιµές

της προδιάθεσης (δηλ. τα εσωτερικά βάρη) είναι όλες 0,4 και η = 0,25. Θα χρησι-

µοποιήσουµε ένα δίκτυο οπισθοδιάδοσης, παρόµοιο µε αυτό της ενότητας 4.4, και

ως συνάρτηση µεταφοράς την γνωστή µας σιγµοειδή συνάρτηση. Βρείτε τις τιµές

των βαρών µετά από ένα πέρασµα οπισθοδιάδοσης.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.2

Για ένα δίκτυο παρόµοιο µε αυτό της Άσκησης Αυτοαξιολόγησης 4.6 δώστε ως

σήµα στην είσοδο το πρότυπο (0,1 , 0,9), µε στόχο στην έξοδο το 0,9, και τιµές στα

αρχικά βάρη τα (0,1 , –0,2 , 0,1) (0,1 , –0,1 , 0,3) για το πρώτο επίπεδο, και τα (0,2

, 0,2 , 0,3) για το δεύτερο επίπεδο. Πραγµατοποιήστε έναν ολόκληρο κύκλο του

σήµατος, δηλ. την µετάδοση από την είσοδο στην έξοδο και την επιστροφή–διόρ-

θωση από την έξοδο στην είσοδο.



διαδικασία µε άλλες αρχικές τυχαίες τιµές. Επειδή τα αρχικά w τώρα είναι διαφορε-

τικά, παίρνουµε διαφορετικό αριθµό κύκλων που απαιτούνται για την ίδια εκπαί-

δευση του δικτύου. Πραγµατοποιούµε έτσι ένα αριθµό από επαναλήψεις και τέλος

παίρνουµε τον µέσο όρο από όλες αυτές τις πραγµατοποιήσεις. Τα αποτελέσµατα

του Πίνακα 4.2 είναι ο µέσος όρος από 10 τέτοιες πραγµατοποιήσεις. Παρατηρού-

µε ότι η τυπική απόκλιση έχει µεγάλη τιµή, πράγµα που δείχνει ότι η λύση είναι

άµεσα εξαρτώµενη από τα αρχικά w. Eπίσης παρατηρούµε ότι, όταν το η έχει µεγά-

λη τιµή (η = 0,9), το δίκτυο εκπαιδεύεται 10 φορές γρηγορότερα από όταν έχει µικρή

τιµή (η = 0,1), πράγµα αναµενόµενο όπως είδαµε παραπάνω. Υπάρχουν επίσης πιο

εξελιγµένοι αλγόριθµοι στους οποίους το βήµα αυτό είναι αυτοπροσαρµοζόµενο,

αλλά δεν θα τους εξετάσουµε εδώ.

Tέλος, υπάρχει µία σειρά από ερωτήµατα κατά την διαδικασία παρουσίασης των

προτύπων που καλό είναι να αναφέρουµε. Πρώτα είναι η σειρά παρουσίασης των

προτύπων. Πρέπει να παρουσιάζονται τα πρότυπα στην είσοδο µε µία δεδοµένη

σειρά, ή µπορούµε να τα εναλλάσσουµε µε τυχαίο τρόπο; Και οι δύο τρόποι χρησι-

µοποιούνται σήµερα και εποµένως η απάντηση εδώ είναι ότι εξαρτάται από το

συγκεκριµένο πρόβληµα. Υπάρχουν, επίσης, δύο τρόποι σχετικά µε το πότε γίνεται

η διόρθωση των βαρών κατά την διαδικασία εκαπίδευσης. Ο πρώτος τρόπος είναι

να γίνεται µετά από κάθε πέρασµα για κάθε πρότυπο (sequential mode of training)

και εποµένως µόλις παρουσιάσουµε το δεύτερο πρότυπο θα χρησιµοποιήσουµε τα

ήδη αλλαγµένα w από το πρώτο πρότυπο κοκ. Ο δεύτερος τρόπος είναι να κάνουµε

τις αλλαγές στα w µετά την παρουσίαση όλων των προτύπων (batch mode of

training). Στο παράδειγµα του X–OR θα πρέπει να παρουσιάσουµε και τα 4 πρότυ-

πα στην είσοδο, και µετά να κάνουµε τις αλλαγές στα w. Από τους δύο αυτούς τρό-

πους ο πρώτος συνήθως είναι προτιµότερος, γιατί συγκλίνει γρηγορότερα και χρει-

άζεται µικρότερη µνήµη για αποθήκευση. Επιπλέον είναι περισσότερο στοχαστικός

και εποµένως λιγότερο πιθανό το δίκτυο να πέσει σε τοπικό ελάχιστο. Ο δεύτερος

όµως τρόπος είναι ευκολότερο να γίνει µε παράλληλη επεξεργασία και επίσης µπο-

ρούµε να κάνουµε θεωρητική πρόβλεψη για το πότε το δίκτυο θα συγκλίνει. Παρό-

λα αυτά ο πρώτος τρόπος χρησιµοποιείται πιο συχνά.

Συνοψίζοντας λοιπόν την λύση του προβλήµατος αυτού δίνουµε το διάγραµµα ροής,

καθώς και τις εξισώσεις στα Σχήµατα 4.5 και 4.6, παρακάτω.
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Υπολογισµός των δ

δ[4] = der(o[4])◊(t–o[4])

δ[3] = der(o[3])◊(δ[4]◊w[4])

δ[2] = der(o[2])◊(δ[4]◊w[5] + δ[3]◊w[2])

δ[1] = der(o[1])◊(δ[4]◊w[3] + δ[3]◊w[1])

όπου: der(o[i]) η παράγωγος της αντίστοιχης εξόδου

Υπολογισµός των ∆w Aλλαγή των w

∆w[1] = η◊δ[3]◊o[1] wi[n + 1] = wi[n] + ∆wi[n] + p.∆wi[n–1]

∆w[2] = η◊δ[3]◊o[2] όπου i = 1,..,7

∆w[3] = η◊δ[4]◊o[1]

∆w[4] = η◊δ[4]◊o[3]

∆w[5] = η◊δ[4]◊o[2]

∆w[6] = δ[3]

∆w[7] = δ[4]

™¯‹Ì· 4.5

Περίληψη εξισώσεων εκπαίδευσης δικτύου
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∆ιάγραµµα ροής του αλγορίθµου επίλυσης του XOR
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APXH

Πρότυπο=1

Πρότυπο<4

Yπολογίζεται η έξοδος�

Yπολογίζεται το σφάλµα

Πρότυπο=Πρότυπο+1

Πρότυπο=Πρότυπο+1

Σφάλµα<x

Eπίπεδο=3

Eπίπεδο=1

OXI

OXI

OXI

OXI OXI

NAI

NAI

NAI

NAI

NAI

δ=f(o) (δw) δ=f(o) (t–ο)

Eπίπεδο=Eπίπεδο–1

Yπολογίζονται τα Λw�

∆ιορθώνονται τα w

Oλικό�

σφάλµα<x

TEΛOΣ
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¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.3

Προσοµοίωση προβλήµατος X–OR

Η δραστηριότητα αυτή είναι ίσως το πιο σηµαντικό τµήµα αυτού του κεφαλαίου,

γιατί περιλαµβάνει την εκτέλεση ολόκληρης της διαδικασίας οπισθοδιάδοσης του

σφάλµατος. Αν καταφέρετε να την εκτελέσετε ολόκληρη, σε όλα τα βήµατα, και

να εκπαιδεύσετε ένα δίκτυο στο πρόβληµα X–OR, τότε θα έχετε καταλάβει πλή-

ρως το πως λειτουργεί η πιο δηµοφιλής µέθοδος στα νευρωνικά δίκτυα σήµερα.

Συνίσταται λοιπόν να δώσετε προσοχή στα επόµενα βήµατα.

1) Σχεδιάστε ένα δίκτυο το οποίο θα χρησιµοποιήσετε για να κάνετε µία πλήρη

προσοµοίωση του προβλήµατος αυτού. Το δίκτυό σας θα µπορούσε να είναι

παρόµοιο µε αυτό στο Σχήµα 4.4, αλλά όχι απαραίτητα, θα µπορούσε λ.χ. να

έχει δύο νευρώνες στο κρυµµένο επίπεδο αντί για ένα που έχει το Σχήµα 4.4.

Συνθέστε τον κώδικα, σε όποια γλώσσα προτιµάτε, κωδικός που θα πραγµατο-

ποιεί όλα τα στάδια της εκπαίδευσης, όπως δίνονται στο διάγραµµα ροής στα

Σχήµατα 4.5 και 4.6. Το ζητούµενο είναι να εκπαιδεύσετε το δίκτυο στα πρό-

τυπα του Πίνακα 3.1, δηλ. να βρείτε τις κατάλληλες τιµές των βαρών w που

λύνουν το πρόβληµα X–OR.

2) Χρησιµοποιήστε και τους 4 συνδυασµούς για τις τιµές των α και η στον Πίνα-

κα 4.2, και κατασκευάστε και εσείς τον αντίστοιχο πίνακα. Ξεκινήστε από τυχαί-

ες τιµές των βαρών, οι οποίες θα πρέπει να κυµαίνονται στο διάστηµα –0,3 < w

< 0,3. Πραγµατοποιήστε τουλάχιστον 10 φορές τον ίδιο υπολογισµό, αλλά µε

άλλες αρχικές τιµές των βαρών, και στο τέλος θα πάρετε τον µέσο όρο του αριθ-

µού των κύκλων µέχρι το δίκτυο να εκπαιδευθεί. ∆ώστε 4 τέτοιους αριθµούς

κύκλων για την εκπαίδευση του δικτύου σας, όπως και στον Πίνακα 4.2, καθώς

και τις αντίστοιχες τιµές της τυπικής απόκλισης.

3) Oι στόχοι, όπως φυσικά ξέρουµε, έχουν δύο τιµές, το 0 και το 1. ∆εν είναι απα-

ραίτητο να τρέχει το πρόγραµµα µέχρι να βρείτε 0,0000 και 1,000, αλλά αρκεί

στις τιµές αυτές µία ακρίβεια της τάξης του 10%, δηλ. αντί για 1,0 θα σταµα-

τήσετε στο 0,9 και αντί για 0,0 θα σταµατήσετε στο 0,1. Η ακρίβεια αυτή αρκεί.

4) Ως συνάρτηση µεταφοράς χρησιµοποιήστε την εξίσωση 4.1

5) Προαιρετικά, µετατρέψτε το πρόγραµµά σας σε µία γενική µορφή, ώστε να λύνει

το ίδιο πρόβληµα αλλά για οποιοδήποτε αριθµό κρυµµένων επιπέδων, αριθµό νευ-

ρώνων, κτλ. ∆ηλαδή, οι αριθµοί αυτοί θα πρέπει να δίνονται ως παράµετροι έξω

από το πρόγραµµα και να µπορεί ο χρήστης να τις αλλάζει οποιαδήποτε στιγµή.
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∆ηµιουργήστε ένα δίκτυο οπισθοδιάδοσης για να ερευνήσετε πόσο καλά µπορεί να

µάθει να υπολογίζει τιµές συναρτήσεων. Ουσιαστικά το δίκτυο θα µάθει να κάνει

αντιστοιχήσεις τιµών µία–προς–µία. Χρησιµοποιήστε τις παρακάτω τέσσερεις

συναρτήσεις στα αντίστοιχα διαστήµατα:

1)  f(x) = 1/x 1 ≤ x ≤ 100

2)  f(x) = log10x 1 ≤ x ≤ 10

3)  f(x) = exp(–x) 1 ≤ x ≤ 10

4)  f(x) = sinx 0 ≤ x ≤ π/2

Xρησιµοποιήστε ένα κρυµµένο επίπεδο. Υπολογίστε τις συναρτήσεις για ένα αριθ-

µό σηµείων και ακολούθως εκπαιδεύστε το δίκτυο στην αντιστοίχηση των τιµών

αυτών. Μεταβάλετε τον αριθµό των νευρώνων στο κρυµµένο επίπεδο και δείτε έτσι

πως µεταβάλλεται η ικανότητα του δικτύου να εκπαιδευθεί. Τέλος, δώστε τα κατάλ-

ληλα βάρη στα οποία καταλήγει το δίκτυο µετά την εκπαίδευση του.

4.5 ªÂÈÔÓÂÎÙ‹Ì·Ù· Î·È ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·

Παρά την µεγάλη επιτυχία της µεθόδου της οποσθοδιάδοσης, εν τούτοις υπάρχουν

και περιπτώσεις που η µέθοδος αποτυγχάνει ή δεν δουλεύει άµεσα µε επιτυχία. Σε

τέτοιες περιπτώσεις συνήθως χρειάζεται να αλλάξουµε τιµές παραµέτρων, αρχικές

συνθήκες κτλ., µέχρις ότου διορθωθεί το πρόβληµα.

Μερικές φορές ο χρόνος εκπαίδευσης είναι υπερβολικά µεγάλος. Χρειάζονται λ.χ.

πολλά εκατοµµύρια κύκλοι διόρθωσης µέχρις ότου το σύστηµα συγκλίνει ή µπορεί

και να µην συγκλίνει ποτέ. Σε τέτοιες περιπτώσεις πρέπει να αλλάξουµε το µέγεθος

του βήµατος. Αυτό συµβαίνει διότι τα βάρη µπορεί να πάρουν µεγάλες τιµές. Αυτό

σηµαίνει ότι πολλοί νευρώνες δίδουν µεγάλη τιµή εξόδου σε περιοχές όπου η παρά-

γωγος της συνάρτησης εξόδου είναι πολύ µικρή. Καθόσον το σφάλµα που επιστρέ-

φει από την έξοδο προς το κρυµµένο επίπεδο µέσα στο δίκτυο είναι ανάλογο της

παραγώγου αυτής, µπορεί τότε η διαδικασία εκπαίδευσης να «κωλύσει». Τότε µικραί-

νουµε το µέγεθος του βήµατος, αλλά αυτό έχει ως αποτέλεσµα να µεγαλώσει ο χρό-

νος εκπαίδευσης.

Ένα άλλο συχνό πρόβληµα είναι αυτό των τοπικών ελαχίστων. Η µέθοδος αυτή,

όπως είδαµε παραπάνω, χρησιµοποιεί την µαθηµατική τεχνική της επικλινούς καθό-

δου. Μία εικονική αναπαράσταση της καθόδου αυτής δίδεται στο Σχήµα 4.7, όπου
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βλέπουµε ότι το σφάλµα στην αρχή είναι µεγάλο αλλά σιγά–σιγά βρίσκει το ελάχι-

στο µέσα στον κύβο. Ακολουθείται η κλίση της επιφάνειας σφάλµατος προς τα κάτω,

µεταβάλλοντας συνεχώς τα βάρη µέχρι το σύστηµα να φθάσει στο ελάχιστο. Το ελά-

χιστο αυτό όµως πρέπει να είναι το ολικό ελάχιστο. Η επιφάνεια µπορεί να έχει

πολλά βουνά, λόφους, κοιλάδες, φαράγγια, χαράδρες κτλ. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρ-

χουν πολλά τοπικά ελάχιστα, που είναι ψηλότερα από το ολικό ελάχιστο και στα

οποία µπορεί εύκολα να παγιδευθεί το δίκτυο στην προσπάθειά του να βρει το ολικό

ελάχιστο. Επειδή το σύστηµα θέλει να πάει πάντα προς τα κάτω, αν πέσει σε ένα

τοπικό ελάχιστο δεν έχει τρόπο να αποπαγιδευθεί µόνο του και να συνεχίσει τον

δρόµο του, εκτός αν εκπαιδευτεί από την αρχή µε νέα αρχικοποίηση. Συνήθως χρη-

σιµοποιούµε στατιστικές µεθόδους εκπαίδευσης, για να αποφεύγεται το πρόβληµα

αυτό (τις οποίες θα εξετάσουµε στο κεφάλαιο 5).

Το µέγεθος του βήµατος επίσης παίζει σηµαντικό ρόλο στην ταχύτητα εκµάθησης.

Εάν είναι πολύ µικρό, τότε η εκπαίδευση αργεί υπερβολικά και πρέπει να το αυξή-

σουµε. Και εδώ η πιο σωστή και ιδανική λύση βρίσκεται µε trial–and–error, δηλ. µε

πολλαπλές δοκιµές µέχρις ότου βρούµε την ιδανική τιµή.

Τέλος, θα πρέπει να θυµίσουµε ότι κατά την διαδροµή της εκπαίδευσης θα πρέπει

να παρουσιάσουµε όλα τα πρότυπα, µε ένα από τους δύο τρόπους που αναφέρθηκε

παραπάνω, και τα πρότυπα πρέπει να παραµείνουν σταθερά. Οι αλλαγές των βαρών

θα πρέπει επίσης να γίνονται στο δίκτυο µετά την παρουσίαση όλων των προτύπων.

Αν όµως το δίκτυο βρίσκεται σε ένα περιβάλλον το οποίο συνεχώς αλλάζει πρότυ-

™¯‹Ì· 4.7

Σχηµατικό διάγραµµα 

της διαδροµής που ακολουθεί

το σφάλµα κατά την εκπαίδευ-

ση του δικτύου, 

όπου αρχικά στο επάνω µέρος

του κύβου το σφάλµα είναι

µεγάλο, αλλά κατά τη διαδικα-

σία της εκπαίδευσης σταδιακά

ελαττώνεται φθάνοντας στο

κάτω µέρος του κύβου.



πα, τότε η εκπαίδευση του δικτύου δεν θα συγκλίνει ποτέ και το δίκτυο θα εκπαι-

δεύεται άσκοπα. Βλέπουµε λοιπόν στο σηµείο αυτό ότι η µέθοδος αυτή δεν µιµείται

τα βιολογικά συστήµατα, τα οποία έχουν την ικανότητα να µαθαίνουν ακόµα και

όταν αλλάζουν τα πρότυπα που παρουσιάζονται, µε την ικανότητα που έχουν να τα

ταξινοµούν επιλεκτικά και να δίνουν διαφορετικό βάρος στα πρότυπα που τους

παρουσιάζονται.
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Η µέθοδος της οπισθοδιάδοσης έχει µειονεκτήµατα γιατί:

(α) ο χρόνος εκπαίδευσης µπορεί να είναι υπερβολικά µεγάλος

(β) το δίκτυο µπορεί να πέσει σε τοπικά ελάχιστα και να µην µπορεί να απεγκλω-

βισθεί

(γ) το µέγεθος του βήµατος πρέπει να επιλεγεί προσεκτικά

(δ) αν τα πρότυπα που παρουσιάζονται αλλάζουν, το δίκτυο δεν εκπαιδεύεται

(ε) όλα τα παραπάνω

4.6 ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω η µέθοδος της οπισθοδιάδοσης είναι η πιο κοινή και

ευρέως χρησιµοποιούµενη µέθοδος σήµερα για εκπαίδευση νευρωνικών δικτύων.

Υπάρχουν πολλές εφαρµογές της όπως αυτές της οπτικής αναγνώρισης χαρακτήρων,

της λήψης αποφάσεων κτλ.

Ένα άλλο παρόµοιο πακέτο, το NetTalk [10], αναπτύχθηκε από τους Sejnowski και

Rosenberg (1987) που µετατρέπει µε µεγάλη επιτυχία κείµενα Αγγλικών κατευθεί-

αν σε οµιλία.

Υπάρχουν επίσης προσπάθειες και προγράµµατα για την πιο δύσκολη διαδικασία,

την αναγνώριση χειρογράφων κειµένων. Οι χαρακτήρες κανονικοποιούνται πρώτα

ώστε να έχουν όλοι το ίδιο µέγεθος, µετά τοποθετούνται σε ένα πλέγµα και γίνονται

οι προβολές των γραµµών στα τετράγωνα του πλέγµατος. Οι προβολές αυτές είναι

οι τιµές εισόδου για το δίκτυο. Η µέθοδος αυτή [11] αναπτύχθηκε από τον Burr

(1987) και έχει > 99% επιτυχία.

Παρόµοιο πρόγραµµα έχει αναπτύξει και η εταιρία υπολογιστών NEC µε ακρίβεια

> 99%, αλλά η αναγνώριση γίνεται µε άλλες µεθόδους. Το νευρωνικό δίκτυο οπι-
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σθοδιάδοσης χρησιµοποιείται για να δώσει επιβεβαίωση των άλλων µεθόδων, αλλά

διαπιστώθηκε ότι ο συνδυασµός αυτός έχει µεγαλύτερο ποσοστό επιτυχίας.



™‡ÓÔ„Ë

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάσαµε την µέθοδο εκπαίδευσης δικτύων µε οπισθοδιάδοση.

Η µέθοδος αυτή είναι εποπτευόµενη, καθότι πάντοτε δίδεται ο στόχος που πρέπει το

δίκτυο να έχει ως έξοδο. Τα πρότυπα που παρουσιάζονται στο δίκτυο πρέπει να ανή-

κουν στην ίδια µορφή ή κατηγορία και πρέπει να είναι αρκετά τον αριθµό ώστε να

λαµβάνουν υπόψη τους όλες τις πλευρές του προβλήµατος. Η δοµή του δικτύου πρέ-

πει να περιέχει πάντοτε κρυµµένα επίπεδα. Έστω και ένα κρυµµένο επίπεδο θεωρη-

τικά είναι αρκετό για πολλά προβλήµατα, αλλά συνήθως χρειάζονται περισσότερα

του ενός. Η συνάρτηση µεταφοράς πρέπει να έχει οπωσδήποτε µορφή σιγµοειδούς

συνάρτησης για να παραµένει το δίκτυο σε πεπερασµένες τιµές. Χρησιµοποιήσαµε

την πιο κοινή τέτοια συνάρτηση µε την µορφή 1 + exp(–S) στον παρανοµαστή κλά-

σµατος. Αρχικά οι τιµές των βαρών είναι επιλεγµένες τυχαία και το δίκτυο εκπαι-

δεύεται µε το να αναπροσαρµόζει τις τιµές αυτές. Η αναπροσαρµογή γίνεται µε τον

γενικευµένο κανόνα ∆έλτα, ο οποίος ελαχιστοποιεί το τετράγωνο του σφάλµατος που

προκύπτει από τη διαφορά του στόχου από την εκάστοτε έξοδο του δικτύου. Η µέθο-

δος αυτή είναι µία µορφή της µαθηµατικής µεθόδου της πλέον απότοµης καθόδου.

Κατά την εκπαίδευση το δίκτυο περνά από πολλές τέτοιες αναπροσαρµογές ή κύκλους

µέχρις ότου το σφάλµα γίνει πολύ χαµηλό, όσο είναι ανεκτό στο πρόβληµα µας. Μετά

την εκπαίδευση οι τελικές τιµές των βαρών παραµένουν σταθερές και το δίκτυο µπο-

ρεί να χρησιµοποιηθεί για να αναγνωρίσει νέα πρότυπα. Αρκετές φορές χρειάζεται

µεγάλος υπολογιστικός χρόνος για την εκπαίδευση του δικτύου, πολλές χιλιάδες ή

εκατοµµύρια κύκλοι. Τέλος, πρέπει να τονισθεί ότι η οπισθοδιάδοση εφαρµόζεται σε

δίκτυα των οποίων η δοµή είναι καθορισµένη.

1 0 5™ Y N O æ H
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