
������� 1. ����� n 2 N µ� n � 2. �� ����� ATn(K) (����������� KTn(K)) �� ������ ��� ��� (�����������
����) ���������� n⇥ n ������� µ� �������� ��� �� ��µ� K.

�� ������� ��� � ��µ� ATn(K) \ KTn(K)) ��� ��� ����� ������� ������� µ� �� ������ ��� ���������
�������.

����. ��µ�������µ� µ� �n(K) �� ������ ��� ��������� �������. ���� ������ �������� ��� ������� �����
����� ��� µ����� : 0

BBB@

k1 0 · · · 0
0 k2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · kn

1

CCCA

���� ki 2 K, 1  i  n.
����� ���� ������� A 2 ATn(K) \ KTn(K), ������ A 2 ATn(K) ��� A 2 KTn(K). ���� � �������

A ����� ��� ��� ���� ���������� ������ ��� ���� ��� ���� ��� ��� ����� �������� ���� µ����. �������, �
������� A 2 �n(K) ��� ��� �����µ� ��� ATn(K)\KTn(K) ✓ �n(K). ������ ����� ������ ��� �� ����µ� ����
�������� ������ ���� ����� ����� ��� ��� ���� ����������, ������ �n(K) ✓ ATn(K) \ KTn(K). ���µ����
ATn(K) \ KTn(K) = �n(K). 2

������� 2. ��� ���� n � 1, �� ������ ��� n-���� ����µ� ��� ������

A =

0

@
1 1 1
0 1 1
0 0 1

1

A

����. ��� �� ���������µ� �� ��������� ��� An, ������µ� ����� �������� ���� �������� �����������-
�µ��� ������� :

A2 = AA =

0

@
1 2 3
0 1 2
0 0 1

1

A =

0

@
1 2 1 + 2
0 1 2
0 0 1

1

A

A3 = A2A =

0

@
1 3 6
0 1 3
0 0 1

1

A =

0

@
1 3 1 + 2 + 3
0 1 3
0 0 1

1

A

A4 = A2A2 =

0

@
1 4 10
0 1 4
0 0 1

1

A =

0

@
1 4 1 + 2 + 3 + 4
0 1 4
0 0 1

1

A

��������µ� ��� :

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
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�� ���� ���� �������� ��������µ��� �� ������µ� µ� ����µ����� ������� ��� :

An =

0

@
1 n n(n+1)

2
0 1 n
0 0 1

1

A , n � 1 (⇤)

1. ��� n = 1, ��� ��µ�������� ��’���� ��� A1 = A ��� �� µ���� ��� ������ A, � �����µ��� ����� (⇤)
�������� ������.

2. ������� ��������: ����� ��� ������ ��� n = k, ������ ����µ���� ��� :

Ak =

0

@
1 k k(k+1)

2
0 1 k
0 0 1

1

A

3. �� ������µ� ��� � �����µ��� ����� (⇤) ������ ��� n = k + 1. �����µ�

Ak+1 = AkA =

0

@
1 k k(k+1)

2
0 1 k
0 0 1

1

A

0

@
1 1 1
0 1 1
0 0 1

1

A =

0

@
1 k + 1 (k+1)(k+2)

2
0 1 k + 1
0 0 1

1

A

���µ����, � n-���� ����µ� ��� ������ A ����� � ������� An =

0

@
1 n n(n+1)

2
0 1 n
0 0 1

1

A, 8n � 1. 2

������� 3. ����� A ��� B n⇥ n ������� ������� ���� � ������� In � (AB)2 �� ����� ����������µ��. ������
��� � ������� (In � (BA)2 ����� ����������µ�� ���

(In � (BA)2)�1 = In +B(In � (AB)2)�1ABA

����. ����� �� ������µ� ���

(In � (BA)2) · [In +B(In � (AB)2)�1ABA] = In = [In +B(In � (AB)2)�1ABA] · (In � (BA)2)

1. �� ����µ� :

(In � (BA)2) · [In +B(In � (AB)2)�1ABA] = In +B(In � (AB)2)�1ABA

�(BA)2 � (BA)2B(In � (AB)2)�1ABA

= In +B(In � (AB)2)�1ABA

�(BA)2 �BABAB(In � (AB)2)�1ABA

= In � (BA)2 +

+B(In � (AB)2)�1ABA�B(AB)2(In � (AB)2)�1ABA

= In � (BA)2 +

+B
⇥
(In � (AB)2)�1 � (AB)2(In � (AB)2)�1

⇤
ABA

= In � (BA)2 +B
�
In � (AB)2

��
In � (AB)2

��1
ABA

= In � (BA)2 +BInABA

= In � (BA)2 + (BA)2

= In

2. �� ����µ� :
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[In +B(In � (AB)2)�1ABA] · (In � (BA)2) = In +B(In � (AB)2)�1ABA

�(BA)2 �B(In � (AB)2)�1ABA(BA)2

= In � (BA)2 +

+B(In � (AB)2)�1ABA�B(In � (AB)2)�1ABABABA

= In � (BA)2 +

+B(In � (AB)2)�1
⇥
ABA� (AB)2ABA

⇤

= In � (BA)2 +

+B(In � (AB)2)�1(In � (AB)2)ABA

= In � (BA)2 +BInABA

= In � (BA)2 +BABA

= In � (BA)2 + (BA)2

= In

��� �� 1. ��� 2. ����µ� �� �����µ���. 2

���������� 1. ����� A,B ��� n⇥ n ������� µ� �������� ��� �� ��µ� K. ���� ���� �� ���µ� �����µ� µ�
����� ��� ������� ���������, ������ ��� :

A ·B = In =) B ·A = In

��� ��� � A ����� ����������µ�� ��� A�1 = B. ���µ���� ���� ������� 3 (��� �� �������� ��������, �����
��� ������� 5 ��������), ����� �� ������� µ��� � µ�� �� ��� ��� �������µ���� ��������.

������� 4. �� ��� ���� n⇥ n ������� A ������ A4 �A3 +A2 �A+ In = 0 ���� A�1 = �A4.

����. ��� �� ����� A4 �A3 +A2 �A+ In = 0 ����µ� �A4 +A3 �A2 +A = In ��� ���

A(�A3 +A2 �A+ In) = In ��� (�A3 +A2 �A+ In)A = In

������� � ������� A ����� ����������µ�� ��� A�1 = �A3 +A2 �A+ In = �A4. 2

������� 5. ������µ� ���� n⇥ n ������� A ��� B ��� ��������µ� ��� � ������� B ����� ����������µ�� ���
������ :

A+B = AB (†)
�� ������� ��� � A ����� ����������µ�� ��� ������ : A�1 +B�1 = In.

����. ������ � ������� B ����� ����������µ��, ������� � ����������� ��� B�1. ����������������� ��
����� (†) ��� ����� µ� ��� ������ B�1 �� ����µ� :

A+B = AB =) (A+B)B�1 = ABB�1 =) AB�1 + In = A =) A�AB�1 = In =) A(In �B�1) = In

��µ���� µ� ��� ���������� 1, � ������� A ����� ����������µ�� ��� A�1 = In �B�1. ����� ����µ� ���

A�1 +B�1 = In �B�1 +B�1 = In 2

������� 6. �� �������� ���� �� ������� ��� µ����������� µ� ���� ������� ��� µ����� :



4

(1) A =

✓
1 0

�1 0

◆
,

(2) B =

0

@
0 1 0
0 0 1
0 0 0

1

A.

����. �� ����� C =

✓
a b
c d

◆
���� ������� µ� AC = CA, ������

✓
a b

�a �b

◆
=

✓
a� b 0
c� d 0

◆
. ���� b = 0 ���

c = a+ d.

�� ����� C =

0

@
a b c
d e f
g h k

1

A ���� ������� µ� BC = CB, ������

0

@
d e f
g h k
0 0 0

1

A =

0

@
0 a b
0 d e
0 g h

1

A. ����

d = 0, g = 0, h = 0, e = a, k = a, f = b. 2

����� ������� A 2 Mn⇥n(K) ���µ������ ���������µ��, �� A2 = A.

������� 7. �� �������������� ���� �� 2⇥ 2 ���������µ�� �������.

����. �� ����� A =

✓
a b
c d

◆
���� 2⇥ 2 ������� µ� A2 = A, ������

✓
a2 + bc ab+ bd
ac+ cd bc+ d2

◆
=

✓
a b
c d

◆
()

8
>>><

>>>:

a2 + bc = a (1)

ab+ bd = b (2)

ac+ cd = c (3)

bc+ d2 = d (4)

����� ��� b 6= 0, ���� � (2) ����� �� ���� d = 1� a, � ����� ���������� ��� ��� (3). ��� ��� (1) ����µ� c = a�a2

b .
����� �� ��µ�� ��� c, d ����������� ��� (4).

����� ��� b = 0, ���� �� �������� �����µ� ��������� �������
8
><

>:

a2 = a

ac+ cd = c

d2 = d

���������� ��� ���� ��� a = 0 � 1 ��� d = 0 � 1 ����µ� ��� ������ : (a = 0, b = 0, d = 1, c 2 K), (a = 1, b =
0, d = 0, c 2 K), (a = 0, b = 0, c = 0, d = 0), (a = 0, b = 0, c = 0, d = 1), (a = 1, b = 0, c = 0, d = 0),
(a = 1, b = 0, c = 0, d = 1). 2

������� 8. �� �������������� ���� �� 2 ⇥ 2 ������� ��� ����µ���� ��� ��������� �������� ��� µ�������
2⇥ 2 ������.

����. �� ����� A =

✓
a b
c d

◆
���� 2⇥ 2 ������� µ� A2 = O2, ������

✓
a2 + bc ab+ bd
ac+ cd bc+ d2

◆
=

✓
0 0
0 0

◆
()

8
>>><

>>>:

a2 + bc = 0 (1)

ab+ bd = 0 (2)

ac+ cd = 0 (3)

bc+ d2 = 0 (4)

����� ��� b 6= 0, ���� � (1) ����� c = �a2

b , � (2) ����� d = �a. �� (3) ��� (4) �������������� ��� ��� �������µ����
������.

����� ��� b = 0, ���� ������ ������ a = 0 ��� d = 0, ����µ� �� ���� a = 0, b = 0, c 2 K, d = 0.



������� 1. �� ����������� ��� ��������

������

1 + ↵1�1 1 + ↵1�2 1 + ↵1�3
1 + ↵2�1 1 + ↵2�2 1 + ↵2�3
1 + ↵3�1 1 + ↵3�2 1 + ↵3�3

������
.

����. �����µ�
������

1 + ↵1�1 1 + ↵1�2 1 + ↵1�3
1 + ↵2�1 1 + ↵2�2 1 + ↵2�3
1 + ↵3�1 1 + ↵3�2 1 + ↵3�3

������
�2!�2��1

������

1 + ↵1�1 1 + ↵1�2 1 + ↵1�3
(↵2 � ↵1)�1 (↵2 � ↵1)�2 (↵2 � ↵1)�3
(↵3 � ↵1)�1 (↵3 � ↵1)�2 (↵3 � ↵1)�3

������

= (↵2 � ↵1)(↵3 � ↵1)

������

1 + ↵1�1 1 + ↵1�2 1 + ↵1�3
�1 �2 �3
�1 �2 �3

������
= 0 2

������� 2. �� ����� � �������

������

2� x 1 i
1 2� x i
�i �i 2� x

������
= 0, ���� i2 = �1.

����. �����µ�
������

2� x 1 i
1 2� x i
�i �i 2� x

������
�1!�1��2

������

1� x �1 + x 0
1 2� x i
�i �i 2� x

������
= (1� x)

������

1 �1 0
1 2� x i
�i �i 2� x

������

⌃2!⌃2+⌃1
(1� x)

������

1 0 0
1 3� x i
�i �2i 2� x

������
= (1� x)

����
3� x i
�2i 2� x

���� = (1� x)(x2 � 5x+ 4)

����, ������ ���

(1� x)(x2 � 5x+ 4) = 0 ) (1� x)(x� 1)(x� 4) = 0 )
⇢

x = 1, ������������� 2.
x = 4, ����.

2

������� 3. �� ����������� � n⇥ n �������� |An| =

�������������

↵+ � ↵� 0 · · · 0 0
1 ↵+ � ↵� · · · 0 0
0 1 ↵+ � · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · ↵+ � ↵�
0 0 0 · · · 1 ↵+ �

�������������

.
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����. �� ���������µ� ��� �������� |An| �� ���� ��� ����� ���µµ�, ���� ����µ� :

|An| = (↵+ �)

�����������

↵+ � ↵� · · · 0 0
1 ↵+ � · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · ↵+ � ↵�
0 0 · · · 1 ↵+ �

�����������

� ↵�

�����������

1 ↵� · · · 0 0
0 ↵+ � · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · ↵+ � ↵�
0 0 · · · 1 ↵+ �

�����������

�� ��µ������µ� ��� �� �������� ��������� ����� (n� 1)⇥ (n� 1). ���������µ� ��� � ����� �������� ����� �
������ ��� ��������µ� ���� ��������� (n� 1)⇥ (n� 1) ��� �� ���������µ� ��� ������� �������� �� ����
��� ����� �����, ���� ���������µ�

|An| = (↵+ �)|An�1|� ↵�|An�2| (1)

��� �� ���������µ� ���� ����� � ��µ� ��� ��������� |An|, ������µ� ����� ������������� ��� �������� ������-
��� :

|A1| = ↵+ �

|A2| =
����
↵+ � ↵�
1 ↵+ �

���� = ↵2 + ↵� + �2

|A3| =

������

↵+ � ↵� 0
1 ↵+ � ↵�
0 1 ↵+ �

������
= ↵3 + ↵2� + ↵�2 + �3

�� ���� ���� �������� ��������µ��� �� ������µ� µ� ����µ����� ������� ��� :

|Ak| = ↵k + ↵k�1� + ↵k�2�2 + · · ·+ ↵2�k�2 + ↵�k�1 + �k , k � 1. (⇤)

1. ��� k = 1, � �����µ��� ����� (⇤) ������ ���� |A1| = ↵+ �.
2. ������� ��������: ����� ��� ������ ��� k  n, ������ ����µ���� ��� :

|Ak| = ↵k + ↵k�1� + ↵k�2�2 + · · ·+ ↵2�k�2 + ↵�k�1 + �k

3. �� ������µ� ��� � �����µ��� ����� (⇤) ������ ��� k = n+ 1. �����µ�

|An+1|
(1)
= (↵+ �)|An|� ↵�|An�1| = (↵+ �)(↵n + ↵n�1� + · · ·+ ↵�n�1 + �n)

�↵�(↵n�1 + ↵n�2� + · · ·+ ↵�n�2 + �n�1)

= ↵n+1 + ↵n� + · · ·+ ↵�n + �n+1

���µ����, ����µ� |An| = ↵n + ↵n�1� + ↵n�2�2 + · · ·+ ↵2�n�2 + ↵�n�1 + �n , 8n � 1. 2

������� 4. �� ����������� � 2n⇥ 2n �������� |A2n| =

�����������

↵ 0 · · · 0 �
0 ↵ · · · � 0
...

...
. . .

...
...

0 � · · · ↵ 0
� 0 · · · 0 ↵

�����������

.



3

����. �� ���������µ� ��� �������� |A2n| �� ���� ��� ����� �����, ���� ����µ� :

|A2n| = ↵

�����������

↵ 0 · · · � 0
0 ↵ · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

� 0 · · · ↵ 0
0 0 · · · 0 ↵

�����������

� �

�����������

0 0 · · · 0 �
↵ 0 · · · � 0
...

...
. . .

...
...

0 � · · · 0 0
� 0 · · · ↵ 0

�����������

�� ��µ������µ� ��� �� �������� ��������� ����� (2n� 1)⇥ (2n� 1). �� ���������µ� ��� ����� �������� ��
���� �� ��������� ���µµ� ��� �� ������� �������� �� ���� �� ����� ���µµ�, ���� ���������µ�

|A2n| = ↵2|A2n�2|� �2|A2n�2| = (↵2 � �2)|A2n�2| (1)

��� �� ���������µ� ���� ����� � ��µ� ��� ��������� |A2n|, ������µ� ����� ������������� ��� ��������
��������� :

|A2| =
����
↵ �
� ↵

���� = ↵2 � �2

|A4| =

��������

↵ 0 0 �
0 ↵ � 0
0 � ↵ 0
� 0 0 ↵

��������
= (↵2 � �2)2

|A6| =

������������

↵ 0 0 0 0 �
0 ↵ 0 0 � 0
0 0 ↵ � 0 0
0 0 � ↵ 0 0
0 � 0 0 ↵ 0
� 0 0 0 0 ↵

������������

= (↵2 � �2)3

�� ���� ���� �������� ��������µ��� �� ������µ� µ� ����µ����� ������� ��� :

|A2k| = (↵2 � �2)k , k � 1. (⇤)

1. ��� k = 1, � �����µ��� ����� (⇤) ������ ���� |A2| = ↵2 � �2.
2. ������� ��������: ����� ��� ������ ��� k < n, ������ ����µ���� ��� :

|A2k| = (↵2 � �2)k

3. �� ������µ� ��� � �����µ��� ����� (⇤) ������ ��� k = n. �����µ�

|A2n|
(1)
= (↵2 � �2)|A2n�2| = (↵2 � �2)(↵2 � �2)n�1 = (↵2 � �2)n

����, ����µ� |A2n| = (↵2 � �2)n , 8n � 1. 2
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������� 5. �� ����������� � �������� ��� ��������� n⇥ n ������ A, ���� x 2 R:

|An| =

���������������

1 + x2 x 0 0 · · · 0 0
x 1 + x2 x 0 · · · 0 0
0 x 1 + x2 x · · · 0 0
...

...
...

. . . . . .
...

...
0 0 0 · · · 1 + x2 x 0
0 0 0 · · · x 1 + x2 x
0 0 0 · · · 0 x 1 + x2

���������������

.

����. �� ���������µ� ��� �������� |An| �� ���� ��� ����� ���µµ�, ���� ����µ� :

|An| = (1 + x2)

�����������

1 + x2 x · · · 0 0
x 1 + x2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 + x2 x
0 0 · · · x 1 + x2

�����������

� x

�����������

x x · · · 0 0
0 1 + x2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 + x2 x
0 0 · · · x 1 + x2

�����������

�� ��µ������µ� ��� �� �������� ��������� ����� (n� 1)⇥ (n� 1). ���������µ� ��� � ����� �������� ����� �
������ ��� ��������µ� ���� ��������� (n� 1)⇥ (n� 1) ��� �� ���������µ� ��� ������� �������� �� ����
��� ����� �����, ���� ����µ�

|An| = (1 + x2)|An�1|� x2|An�2| (1)

��� �� ���������µ� ���� ����� � ��µ� ��� ��������� |An|, ������µ� ����� ������������� ��� �������� ������-
��� :

|A1| = 1 + x2

|A2| =
����
1 + x2 x

x 1 + x2

���� = 1 + x2 + x4

|A3| =

������

1 + x2 x 0
x 1 + x2 x
0 x 1 + x2

������
= 1 + x2 + x4 + x6

�� ���� ���� �������� ��������µ��� �� ������µ� µ� ����µ����� ������� ��� :

|Ak| = 1 + x2 + x4 · · ·+ x2k , k � 1. (⇤)
1. ��� k = 1, � �����µ��� ����� (⇤) ������ ���� |A1| = 1 + x2.
2. ������� ��������: ����� ��� ������ ��� k  n, ������ ����µ���� ��� :

|Ak| = 1 + x2 + · · ·+ x2k

3. �� ������µ� ��� � �����µ��� ����� (⇤) ������ ��� k = n+ 1. �����µ�

|An+1|
(1)
= (1 + x2)|An|� x2|An�1| = (1 + x2)(1 + x2 + · · ·+ x2n)� x2(1 + x2 + · · ·+ x2(n�1))

= 1 + x2 + · · ·+ x2n+2

���µ����, ����µ� |An| = 1 + x2 + x4 + · · ·+ x2n , 8n � 1. 2



������� 1. ����� � ������� A =

0

@
1 2 1
1 3 2
1 0 1

1

A. �� ������� ��� � A ����� ����������µ�� ��� ��� �������� ��

����������� � A�1:
(1) µ� ����� ��� ��µ�����µ������ adjA ��� A,
(2) µ� �� µ����� ����������� µ������µ����µ�� ��� ��� ���µµ�� ��� ������ (A|I3).

����. ��������, ����

|A| =

������

1 2 1
1 3 2
1 0 1

������
=

����
2 1
3 2

����+
����
1 2
1 3

���� = 2 6= 0

������ ��� � ������� A ����� ����������µ��. �������, ������� ������� A�1 ���� ���� A�1A = In = AA�1,
��� ����� �������µ� �������� µ� ��� �������.

(1) ����������µ� ���� ��� ��������� ��������� ��� ������ A:

A11 =

����
3 2
0 1

���� = 3, A21 = �
����
2 1
0 1

���� = �2, A31 =

����
2 1
3 2

���� = 1

A12 = �
����
1 2
1 1

���� = 1, A22 =

����
1 1
1 1

���� = 0, A32 = �
����
1 1
1 2

���� = �1

A13 =

����
1 3
1 0

���� = �3, A23 = �
����
1 2
1 0

���� = 2, A33 =

����
1 2
1 3

���� = 1

����, ����µ�

A�1 =
1

|A| adjA =
1

|A|

0

@
A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

1

A =
1

2

0

@
3 �2 1
1 0 �1

�3 2 1

1

A =

0

@
3
2 �1 1

2
1
2 0 �1

2
�3

2 1 1
2

1

A

(2) �����µ�

0

@
1 2 1 | 1 0 0
1 3 2 | 0 1 0
1 0 1 | 0 0 1

1

A �2!�2��1

�3!�3��1

//

0

@
1 2 1 | 1 0 0
0 1 1 | �1 1 0
0 �2 0 | �1 0 1

1

A �3!�3+2�2 //

0

@
1 2 1 | 1 0 0
0 1 1 | �1 1 0
0 0 2 | �3 2 1

1

A �1!�1�2�2 //

0

@
1 0 �1 | 3 �2 0
0 1 1 | �1 1 0
0 0 2 | �3 2 1

1

A �3! 1
2�3

//

 
Ενότητα 3



2

0

@
1 0 �1 | 3 �2 0
0 1 1 | �1 1 0
0 0 1 | �3

2 1 1
2

1

A �1!�1+�3

�2!�2��3

//

0

@
1 0 0 | 3

2 �1 1
2

0 1 0 | 1
2 0 �1

2
0 0 1 | �3

2 1 1
2

1

A

��� ��� ������ ��� A�1 =

0

@
3
2 �1 1

2
1
2 0 �1

2
�3

2 1 1
2

1

A . 2

������� 2. �� ���� ��� ���� ������� A,B 2 Mn⇥n(R) ����� ����������µ��, ���� �� ������� ��� :

|A ·B + In| = |B ·A+ In|

����. ����� ��� � ������� A ����� ����������µ��. ���� ����µ�

|AB + In| = |AB +AA�1|
= |A(B +A�1)|
= |A||B +A�1|
= |B +A�1||A|
= |(B +A�1)A|
= |BA+A�1A|
= |BA+ In|

��µ��� �������µ� �� �����µ��� �� � ������� B ����� ����������µ��. 2

������� 3. �� ����������� � �������� ��� ��������� n⇥ n ������ ����µ������ ����µ�� :

An =

0

BBBBB@

1 ⇢1 ⇢21 · · · ⇢n�1
1

1 ⇢2 ⇢22 · · · ⇢n�1
2

1 ⇢3 ⇢23 · · · ⇢n�1
3

...
...

...
. . .

...
1 ⇢n ⇢2n · · · ⇢n�1

n

1

CCCCCA
(�������� Vandermonde n �����)

����. ��� n = 2 ����µ� ��� ��������

|A2| =
����
1 ⇢1
1 ⇢2

���� = ⇢2 � ⇢1

���� ������ 4 ��� ��������� 2 ����µ� ��������� ��� �������� Vandermonde ��� n = 3, ������

|A3| =

������

1 ⇢1 ⇢21
1 ⇢2 ⇢22
1 ⇢3 ⇢23

������
= (⇢2 � ⇢1)(⇢3 � ⇢1)(⇢3 � ⇢2)

�� ���������µ� µ� ����µ����� ������� ���

|An| =
1,nY

i>j

(⇢i � ⇢j) (⇤)

������� ��������: ����� ��� ������ ��� k = n� 1, ������ ����µ���� ��� :

|An�1| =
1,n�1Y

i>j

(⇢i � ⇢j)
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�� ������µ� ��� � �����µ��� ����� (⇤) ������ ��� k = n. �����µ�

|An| =

���������

1 ⇢1 ⇢21 · · · ⇢n�1
1

1 ⇢2 ⇢22 · · · ⇢n�1
2

...
...

...
. . .

...
1 ⇢n ⇢2n · · · ⇢n�1

n

���������

⌃n!⌃n�⇢1⌃n�1

���������

1 ⇢1 ⇢21 · · · 0
1 ⇢2 ⇢22 · · · ⇢n�2

2 (⇢2 � ⇢1)
...

...
...

. . .
...

1 ⇢n ⇢2n · · · ⇢n�2
n (⇢n � ⇢1)

���������

= · · ·
⌃3!⌃3�⇢1⌃2

���������

1 ⇢1 0 · · · 0
1 ⇢2 ⇢2(⇢2 � ⇢1) · · · ⇢n�2

2 (⇢2 � ⇢1)
...

...
...

. . .
...

1 ⇢n ⇢n(⇢n � ⇢1) · · · ⇢n�2
n (⇢n � ⇢1)

���������

⌃2!⌃2�⇢1⌃1

���������

1 0 0 · · · 0
1 ⇢2 � ⇢1 ⇢2(⇢2 � ⇢1) · · · ⇢n�2

2 (⇢2 � ⇢1)
...

...
...

. . .
...

1 ⇢n � ⇢1 ⇢n(⇢n � ⇢1) · · · ⇢n�2
n (⇢n � ⇢1)

���������

=

�������

⇢2 � ⇢1 ⇢2(⇢2 � ⇢1) · · · ⇢n�2
2 (⇢2 � ⇢1)

...
...

. . .
...

⇢n � ⇢1 ⇢n(⇢n � ⇢1) · · · ⇢n�2
n (⇢n � ⇢1)

�������
= (⇢2 � ⇢1) · · · (⇢n � ⇢1)

���������

1 ⇢2 ⇢22 · · · ⇢n�2
2

1 ⇢3 ⇢23 · · · ⇢n�2
3

...
...

...
. . .

...
1 ⇢n ⇢2n · · · ⇢n�2

n

���������

�������

��������
(⇢2 � ⇢1) · · · (⇢n � ⇢1)

2,n�1Y

i>j

(⇢i � ⇢j) =
1,nY

i>j

(⇢i � ⇢j)

���µ����, ����µ� |An| =
Q1,n

i>j(⇢i � ⇢j) , 8n � 1. 2

������� 4. �� ����������� � �������� ��� ������

A =

0

BBBBBBBBB@

1 2 3 4 · · · n� 2 n� 1 n
a 1 2 3 · · · n� 3 n� 2 n� 1
a a 1 2 · · · n� 4 n� 3 n� 2
...

...
...

...
. . .

...
...

...
a a a a · · · 1 2 3
a a a a · · · a 1 2
a a a a · · · a a 1

1

CCCCCCCCCA

����. �����µ�

|A| =

�����������

1 2 3 4 · · · n� 2 n� 1 n
a 1 2 3 · · · n� 3 n� 2 n� 1
...

...
...

...
. . .

...
...

...
a a a a · · · a 1 2
a a a a · · · a a a

�����������

�1!�1��2

�����������

1� a 1 1 1 · · · 1 1 1
a 1 2 3 · · · n� 3 n� 2 n� 1
...

...
...

...
. . .

...
...

...
a a a a · · · a 1 2
a a a a · · · a a a

�����������
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�2!�2��3

�����������

1� a 1 1 1 · · · 1 1 1
0 1� a 1 1 · · · 1 1 1
...

...
...

...
. . .

...
...

...
a a a a · · · a 1 2
a a a a · · · a a a

�����������

= · · ·

�n�1!�n�1��n

�����������

1� a 1 1 1 · · · 1 1 1
0 1� a 1 1 · · · 1 1 1
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · 0 1� a 1
a a a a · · · a a 1

�����������

⌃n!⌃n�⌃n�1

�����������

1� a 1 1 1 · · · 1 1 0
0 1� a 1 1 · · · 1 1 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · 0 1� a a
a a a a · · · a a 1� a

�����������

⌃n�1!⌃n�1�⌃n�2

�����������

1� a 1 1 1 · · · 1 0 0
0 1� a 1 1 · · · 1 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · 0 1� a a
a a a a · · · a 0 1� a

�����������

= · · ·

⌃2!⌃2�⌃1

�����������

1� a a 0 0 · · · 0 0 0
0 1� a a 0 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · 0 1� a a
a 0 0 0 · · · 0 0 1� a

�����������

= (1� a)

���������

1� a a 0 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 0 1� a a
0 0 0 · · · 0 0 1� a

���������

+ (�1)n+1a

���������

a 0 0 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 1� a a 0
0 0 0 · · · 0 1� a a

���������

= (1� a)(1� a)n�1 + (�1)n+1aan�1 = (1� a)n + (�1)n+1an . 2
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������� 5. �� ������� ��� ��� ��� n⇥ n ������ :

A =

0

BBBBBBB@

0 1 2 · · · n� 1
1 0 1 · · · n� 2
2 1 0 · · · n� 3
...

...
...

. . .
...

n� 2 n� 3 n� 4 · · · 1
n� 1 n� 2 n� 3 · · · 0

1

CCCCCCCA

������ :
|A| = (�1)n�1(n� 1)2n�2

����. �����µ�

|A| =

�����������

0 1 2 · · · n� 2 n� 1
1 0 1 · · · n� 3 n� 2
...

...
...

. . .
...

...
n� 2 n� 3 n� 4 · · · 0 1
n� 1 n� 2 n� 3 · · · 1 0

�����������

�n!�n��n�1

�����������

0 1 2 · · · n� 2 n� 1
1 0 1 · · · n� 3 n� 2
...

...
...

. . .
...

...
n� 2 n� 3 n� 4 · · · 0 1
1 1 1 · · · 1 �1

�����������

�n�1!�n�1��n�2

�����������

0 1 2 · · · n� 2 n� 1
1 0 1 · · · n� 3 n� 2
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 · · · �1 �1
1 1 1 · · · 1 �1

�����������

= · · · �2!�2��1

�����������

0 1 2 · · · n� 2 n� 1
1 �1 �1 · · · �1 �1
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 · · · �1 �1
1 1 1 · · · 1 �1

�����������

⌃1 ! ⌃1 + ⌃n

⌃2 ! ⌃2 + ⌃n

...
⌃n�1 ! ⌃n�1 + ⌃n

�����������

n� 1 n n+ 1 · · · 2n� 3 n� 1
0 �2 �2 · · · �2 �1
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · �2 �1
0 0 0 · · · 0 �1

�����������

= (�1)n�12n�2(n� 1) 2

������� 6. ������µ� ��� n⇥ n ������ A � ������ ����� ��� µ����� :

A =

✓
B C
O D

◆

���� : B 2 Mr⇥r(K), C 2 Mr⇥(n�r)(K), O 2 M(n�r)⇥r(K), ��� D 2 M(n�r)⇥(n�r)(K).
�� ������� ��� :

|A| = |B| · |D|

����. • � ������ ���� ��� ��������� ����� � �������� :
������ ���������� �� ���� ������ ⌦, ����µ���� ��������� ���µµ�� �/��� ������������ ���-

�������� ���µµ�� �� ����� µ�����µ� �� ���µ������µ� ���� ��� ��������� ������ ⌦0 µ� det⌦ =
(�1)✏ det⌦0, ���� �� ✏ = 1, ���� �� ������ ��� ��� ��������� ��� ���µµ�� ����� ����� ��� ✏ = �1,
���� �� ������ ��� ��� ��������� ����� �������.
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���� ������� µ� ����µ��� ����� ���� ���� �� µ�������� ���� ������ �� �-���µ����� µ����, �����
�µ�� ��� �������� �� ����� �������� ���� µ� µ�������� ���µµ�� �� ������� µ� 1. ����� ��� ����������
�� ��������������µ� ������ ���µµ� µ� ��� µ� µ������� ��������, ���� ���� �� ��� �� ���� ������ ��
������������µ� ��� ������� ���� ��µ� ��� ���������. �� ����� µ� ��� ���������� ���� ��������� ���
���� �-���µ������ n⇥ n ������� ����� ���� ������� ����� ��� ���������� ������� ��� ���������� ���� ���
���������� ������� µ����� �� µ��������� ������ �� ���� �-���µ�����.

�� ����������µ� ���� ���� �������� ��� ��������µ���� �������.

��� ��� ������ r ���µ�� ��� ������ A �������µ� ��������� ���µµ�� �/��� ���������µ� �����������
���µµ�� �� �����, ���� ������� ����� ���� ��� ���� ��� B �� �������� ���� ��� ���������� ������� B0.
����� ��� ��� A ���� �������� �

A0 =

✓
B0 C 0

O D

◆
.

���� ��� ��������� ���� r ���µµ�� ��� A ����µ� : detA0 = (�1)✏1 detA ����� ������ ��� detB0 =
(�1)✏1 detB, ✏1 = ±1.

��� ��� ���������� n� r ���µ�� ��� ������ A0 �������µ� ��������� ���µµ�� �/��� ���������µ� �����-
������ ���µµ�� �� �����, ���� ������� ����� ���� ��� ���� ��� D �� �������� ���� ��� ���������� �������
D0. ����� ��� ��� A0 ���� �������� �

A00 =

✓
B0 C 0

O D0

◆
.

���� ��� ��������� ���� n � r ���µµ�� ��� A0 ����µ� : detA00 = (�1)✏2 detA0 ����� ������ ��� detD0 =
(�1)✏2 detD, ✏2 = ±1.

�����µ� detA = (�1)✏1(�1)✏2 detA00, detB = (�1)✏1 detB0, detD = (�1)✏2 detD0.
���� � A00 ����� ��� ����������, ���� �� B0 ��� D0 ����� ��� ����������. ���µ����, detA00 = detB0 detC 0

(�� ����µ��� ��� ��������� ��� ������ ���������). �������,

detA = (�1)✏1(�1)✏2 detA00 = (�1)✏1(�1)✏2 detB0 detC 0 = detB detC. 2

������� 7. ����� ����� � µ������� ����µ�� ��� µ�������� ���������� ��� µ����� �� ���� ���� 4⇥ 4 �������,
����� �µ�� � �������� ��� �� ����� ��� µ� µ����;

����. � ��������� ����µ�� ��� µ� µ�������� ���������� ���, ���� � �������� �� µ�� ������� µ� µ����, �����
������� ��� ����������� ��� ���� �������� ������ ���� ��� �� ������� �������� ��� ������ ��������� �����
6= 0. ���� ���� µ� µ������� �������� ���������� µ�� ��� ��� ��������� ���µµ�� ��� ������ �� �����������
������� µ��� ��� µ������� µ� �������� � �������� �� ����� ��� µ� µ����.

������� � µ������� ����µ�� ��� µ�������� ���������� ��� ����� 16� 4 = 12. 2

������� 8. ����� ������������ ��µ�� µ����� �� ���� � �������� ���� ������ ��� µ�����

A =

0

BBBB@

? ? 0 0 0
? ? 0 0 0
? ? 0 0 0
? ? ? ? ?
? ? ? ? ?

1

CCCCA
2 M5⇥5(K),

���� �� «?» �������� ��� ��µ�� ���� ��� �� K;

����. ������µ� �� ��µ��� �������� ��� �������� ���µµ��.
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����� ��������� : �� �� ��µ��� �������� ��� �������� ���µµ�� ����� µ����, ���� � ������� ���� ��� µ����

A =

0

BBBB@

? ? 0 0 0
? ? 0 0 0
? ? 0 0 0
? ? ? ? 0
? ? ? ? ?

1

CCCCA
.

������������� ��� �������� ���� �� �������� ��� ������ ���µµ�� ������µ� ��� �������µ� �� ����������µ�
��� ��������� 4⇥ 4 ������� ��� ��� �� ��� ���� ����� �� µ����

0

BB@

? 0 0 0
? 0 0 0
? ? ? 0
? ? ? ?

1

CCA .

�� ���������� ������� ����� ���� ���������� µ� µ������� �������� ���� ����� �������� ���� ��� ������� �
�������� ���� ������� µ� µ����. �����, det(A) = 0.

������� ��������� : �� �� ��µ��� �������� ��� �������� ���µµ�� ��� ����� µ����, ���� ���������� ���
��������� ����������� ��� �������� ���µµ�� ��� ��� ��µ���, µ�����µ� �� µ��������µ� �� ��µ��� ��������
��� ��µ���� ���µµ��.

����� ��������� � �������

B =

0

BBBB@

? ? 0 0 0
? ? 0 0 0
? ? 0 0 0
? ? ? ? ?
? ? ? ? 0

1

CCCCA

µ� det(B) = det(A).
���� B ����������µ� ��� ��µ��� µ� ��� ������� ���µµ�. ����� ��������� ���� ������� ��� µ�����

C =

0

BBBB@

? ? 0 0 0
? ? 0 0 0
? ? 0 0 0
? ? ? ? 0
? ? ? ? ?

1

CCCCA
.

� det(C) = 0, ���� � µ���� ��� C ����� ���� µ� �� µ���� ��� A ��� ������ ����������. ��������
det(C) = � detB. ���� 0 = det(B) = det(A). 2

������� 9. �� ����� A = (aij) ���� n ⇥ n ������� ��� Aij �� ��������� ��µ�����µ� ��� ��������� aij . ��
������� ���, �� i 6= r, ����

ai1Ar1 + ai2Ar2 + · · ·+ ainArn = 0

���, �� j 6= s, ����
a1jA1s + a2jA2s + · · ·+ anjAns = 0.

����. �� ���µ����µ� A0 ��� ������ ��� ��������� ��� ��� A ��������������� ��� r-���� ���µµ� ��� A ���
��� i-���� (i 6= r) ���µµ� ���. � detA0 ������� µ� 0, ���� � A0 ���� ��� ���� ���µµ�� (��� i-���� ��� ���
r-����). ������������� ��� detA0 ���� �� �������� ��� r-����� ���µµ��, �� ����� ����� �� ai1, ai2, . . . , ain
�������µ� :

ai1Ar1 + ai2Ar2 + · · ·+ ainArn = detA0 = 0.

� �������� ��� ����� ����� ����� ������� ��� ���������� µ� ��������������� ��� s-���� ����� ��� A µ� ���
j-����. 2
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������� 10. �� ������� ��� � detAn, ���� An ����� � n⇥ n Fibonacci �������:

An =

0

BBBBBB@

1 1 0 · · · 0

�1 1 1
. . .

...

0 �1
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 1

0 · · · 0 �1 1

1

CCCCCCA

������� µ� ��� n-���� ��� an ��� ���������� Fibonacci

1, 2, 3, 5, 8, 13, · · · = {an}1n=1,

� ������ �������� µ��� ��� ���������� ����� : an = an�1 + an�2, 8n � 3.

����. � 1⇥ 1 ������� Fibonacci ����� � (1) ��� � �������� ��� ����� � d1 = 1.

� 2⇥ 2 ������� Fibonacci ����� �

✓
1 1

�1 1

◆
��� � �������� ��� ����� � d2 = 1 + 1 = 2.

�� ����� dn � �������� ��� n⇥ n ������ Fibonacci. �� ������µ� ��� ��� n � 3, ����� dn = dn�1 + dn�2.

� 3⇥ 3 ������� Fibonacci ����� �

0

@
1 1 0

�1 1 1
0 �1 1

1

A ��� � �������� ��� (������������� �� ���� �� �������� ���

������ ������) ����� � :

d3 =

����
1 1

�1 1

����� (�1)

����
1 0

�1 1

���� = 2� (�1) = 3 = d1 + d2.

������µ� ���� ��� n ⇥ n Fibonacci ������ A ��� ����������µ� ��� �������� ��� ������������� ���� ��
�������� ��� ������ ������: ��������, detA = a11A11 + a21A21, ���� �� �������� �������� ��� ������
������ ����� ��� µ� µ����. �� a11 = 1 ��� �� ��µ�����µ� ��� A11 ������� µ� (�1)1+1dn�1 (������������ ���
����� ���µµ� ��� ��� ����� ����� ��� A ��������� ��� ���� ������� Fibonacci µ� µ������ (n�1)⇥ (n�1)).
�� a21 = �1 ��� �� ��µ�����µ� ��� A21 ������� µ� (�1)2+1D, ���� D ����� � �������� ��� (n� 1)⇥ (n� 1)
������ A0 ��� ��������� ������������ ��� ����� ����� ��� ������� ���µµ� ��� A, ������ ��� ������

A0 =

0

BBBBBBBB@

1 0 0 0 · · · 0
�1 1 1 0 · · · 0

0 �1 1 1
. . .

...

0 0 �1
. . . . . . 0

0
...

. . . . . . . . . 1
0 0 · · · 0 �1 1

1

CCCCCCCCA

���� ������������� ��� �������� D ��� A0 ������������� ���� ���� �� �������� ��� ������ ���µµ��
������µ� ��� ���� � D ��µ������ µ� ��� �������� ��� (n � 2) ⇥ (n � 2) Fibonacci ������, ������ µ� ���
�������� dn�2. ����� ������ ����µ� :

detA = a11A11 + a21A21 = (�1)1+1dn�1 + (�1)(�1)2+1dn�2 = dn�1 + dn�2.

���� :
|An| = an, 8n � 1 2



������� 1. ������µ� ��� ������µ����� ���� M2⇥2(R) ���� ��� �� R ��� �� �������� �����-
���� ��� :

V =
�✓ 0 a

a b

◆
2 M2⇥2(R) | a, b 2 R

 

���

W = {
✓

0 c
d c+ d

◆
2 M2⇥2(R) | c, d 2 R}

(1) �� ������� ��� �� V ��� W ����� �������� ��� M2⇥2(R).
(2) �� ������ � µ���� ��� ��������� ��� �������� V \W.

����. (1) �����µ�

V =
�✓ 0 a

a b

◆
2 M2⇥2(R) | a, b 2 R

 

=
�✓ 0 a

a 0

◆
+

✓
0 0
0 b

◆
2 M2⇥2(R) | a, b 2 R

 

=
�
a

✓
0 1
1 0

◆
+ b

✓
0 0
0 1

◆
2 M2⇥2(R) | a, b 2 R

 

=
⌦✓ 0 1

1 0

◆
,

✓
0 0
0 1

◆↵

������ � V ��������� ��� ���� �������
✓
0 1
1 0

◆
���

✓
0 0
0 1

◆

����µ��� :

W =
�✓ 0 c

d c+ d

◆
2 M2⇥2(R) | c, d 2 R

 

=
�✓ 0 c

0 c

◆
+

✓
0 0
d d

◆
2 M2⇥2(R) | c, d 2 R

 

=
�
c

✓
0 1
0 1

◆
+ d

✓
0 0
1 1

◆
2 M2⇥2(R) | c, d 2 R

 

=
⌦✓ 0 1

0 1

◆
,

✓
0 0
1 1

◆↵

������ � W ��������� ��� ���� �������
✓
0 1
0 1

◆
���

✓
0 0
1 1

◆

������� �� V ��� W ����� �������� ��� M2⇥2(R).

 Ενότητα 4
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(2) ����� A =

✓
a b
c d

◆
2 V \W, ������ A 2 V ��� A 2 W. ���� ����µ�

⇢
A 2 V ) a = 0 ��� b = c
A 2 W ) a = 0 ��� d = c+ b ) d = 2b

��� ��� A =

✓
0 b
b 2b

◆
. ���µ���� � ��������� ��� �������� V\W ����� � �������� :

V\W =
�✓ 0 b

b 2b

◆
2 M2⇥2(R) | b 2 R

 
=
�
b

✓
0 1
1 2

◆
2 M2⇥2(R) | b 2 R

 
=
⌦✓0 1

1 2

◆↵
2

���������� 1. � ������� 1. �� µ������� �� ����� ��� µ� ����� ��� ����µ��. � ������-
�� ���� ������� ����������� ��� �� ������ V ��� W ����� �������� �� ������ ���������� ���
��������µ��� ������µ����.

������� 2. ��� ������ ��� ������� ����µ������ ����µ�� R
+ = {x 2 R | x > 0} ������µ� ���

������� :
� : R+ ⇥ R

+ ! R
+, (x, y) 7! x� y = xy

���
� : R⇥ R

+ ! R
+, (r, x) 7! r � x = xr

(1) �� ������� ��� � ������ (R+,�,�) �������� ������µ����� ���� ������� ��� R.
(2) �� ������� ���� �� �������� ��� ������µ������ ����� (R+,�,�).

����. (1) ����� x, y, z 2 R
+ ��� r, s 2 R. ���� :

(��) (x� y)� z = (xy)� z = (xy)z = x(yz) = x(y � z) = x� (y � z).

(��) x� y = xy = yx = y � x.

(��) �����µ� �� ��������µ� �� ������� ��� �������� o 2 R
+ ���� ���� x� o = x = o� x

��� ���� x 2 R
+. ����

x� o = x () xo = x () o = 1

����� �� x 6= 0. �������, �� µ������� ������µ� ����� �� �������� o = 1.

(��) ������µ� �������� x 2 R
+. �����µ� �� ��������µ� �� ������� ��� �������� y 2 R

+

���� ���� : x� y = o = y� x. ������ ��� �� �������µ��� ����µ�, o = 1, �� ����µ� :
x� y = 1 , xy = 1 ��� ���� x 2 R

+ ������ ��� y = 1
x 2 R

+. ����µ���, ����µ�

x� 1

x
= x

1

x
= 1 =

1

x
x =

1

x
� x

��� ���� x 2 R
+. ����, �� �������� ��� ������µ���� x 2 R

+ �� ���� ��� �������� �
����� �� ������µ� 1

x 2 R
+.

(��) r � (x� y) = r � (xy) = (xy)r = xryr = xr � yr = (r � x)� (r � y).

(��) (r + s)� x = xr+s = xrxs = xr � xs = (r � x)� (s� x).
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(��) r � (s� x) = r � (xs) = (xs)r = xsr = (sr)� x.

(��) 1� x = x1 = x.

���µ����, � ������ (R+,�,�) �������� ������µ����� ���� ������� ��� R.

(2) ��������µ� ��� �� ������ {1} ��� ���� � ����� R+ ����� �������� ��� R
+. ����� V ✓ R

+

���� �������� ��� R
+ ���� ���� V 6= {1}, ������ � V ��� ����� � µ�������� ��������

��� R
+. ���� ������� ��� x 2 V µ� x 6= 1. ����� k 2 R

+. ���� ����µ�

k = xlogx k = logx k � x 2 V

���� logx k 2 R ��� x 2 V. ������� ����µ� ��� R+ ✓ V ��� ��� V = R
+. ���µ���� ��

µ���� �������� ��� ������µ������ ����� (R+,�,�) ����� �� {1} ��� ���� � ����� R
+.

2

���������� 2. �� ������µ������ ����� (R+,�,�) ��� (R,+, ·) ����� ��� �������� ��� �� µ����
�������� ���� ����� � µ�������� �������� ��� � ������ ����. ���� ��� ����� ������. ����� ��
������µ� ��������, �� R-������µ������ ����� (R+,�,�) ��� (R,+, ·) ����� ‘‘���µ�����’’ (���� ����
��� �������� ��� ����� ��� ����� ��µ���� ���������, ��� µ�� ������ ��µ��� �������� ����� ��������µ�
� ��µ� ��� �������� ����). ������ ������� µ�� 1-1 ��� ��� ���������� f : R+ �! R, � �����
‘‘�������� ��� �������’’, µ� ��� ������ ��� :

f(x� y) = f(x) + f(y), ��� f(r � x) = r · f(x), 8x, y 2 R
+, 8r 2 R

�������� �� ������ µ�� ������ ���������� ;

������� 3. �� ������ �� �����µ� :

(⌃)

8
>><

>>:

x1 � x2 + x3 � x5 = 0
�x1 + x2 � x3 + x4 = 0
x1 � x2 + x3 + x4 = �

�4x1 + 4x2 � 4x3 � x4 + x5 = ��

����. �����µ�

0

BB@

1 �1 1 0 �1 | 0
�1 1 �1 1 0 | 0
1 �1 1 1 0 | �

�4 4 �4 �1 1 | ��

1

CCA
�2!�2+�1

�3!�3��1

//

0

BB@

1 �1 1 0 �1 | 0
0 0 0 1 �1 | 0
0 0 0 1 1 | �

�4 4 �4 �1 1 | ��

1

CCA
�4!�4+4�1 //

0

BB@

1 �1 1 0 �1 | 0
0 0 0 1 �1 | 0
0 0 0 1 1 | �
0 0 0 �1 �3 | ��

1

CCA
�3!�3��2

�4!�4+�2

//

0

BB@

1 �1 1 0 �1 | 0
0 0 0 1 �1 | 0
0 0 0 0 2 | �
0 0 0 0 �4 | ��

1

CCA
�4!�4+2�3 //

0

BB@

1 �1 1 0 �1 | 0
0 0 0 1 �1 | 0
0 0 0 0 2 | �
0 0 0 0 0 | �

1

CCA
�3! 1

2�3
//

0

BB@

1 �1 1 0 �1 | 0
0 0 0 1 �1 | 0
0 0 0 0 1 | �

2
0 0 0 0 0 | �

1

CCA
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��� ��� ���������µ� ��� �������� �����µ� :
8
>><

>>:

x1 � x2 + x3 � x5 = 0
x4 � x5 = 0

x5 = �
2

0 = �

���������µ� ��� ����������� :
(1) �� � 6= 0 ���� ������ ��� �� �����µ� (⌃) ����� �������.
(2) �� � = 0 ���� ����µ� x5 = 0 ��� ��� x4 = 0. ���µ�, ��� ��� ����� ������� ����µ�

x1 = x2 � x3. �����µ� x2 =  ��� x3 = ⌫ µ� , ⌫ 2 R. ���� ����µ� �� ������ ���� :
8
>>>><

>>>>:

x1 = � ⌫
x2 = 
x3 = ⌫ , ⌫ 2 R.
x4 = 0
x5 = 0

2

������� 4. �� ������ �� �����µ� :

(⌃)

8
>><

>>:

x1 + x2 + 2x3 + x4 � 2x5 = 1� 2�
x2 + x3 = �2�

x4 � x5 = 1� �
x2 + x3 + x4 � x5 = 2� 2�

����. �����µ�

0

BB@

1 1 2 1 �2 | 1� 2�
0 1 1 0 0 | �2�
0 0 0 1 �1 | 1� �
0 1 1 1 �1 | 2� 2�

1

CCA
�4!�4��2 //

0

BB@

1 1 2 1 �2 | 1� 2�
0 1 1 0 0 | �2�
0 0 0 1 �1 | 1� �
0 0 0 1 �1 | 2

1

CCA
�4!�4��3 //

0

BB@

1 1 2 1 �2 | 1� 2�
0 1 1 0 0 | �2�
0 0 0 1 �1 | 1� �
0 0 0 0 0 | 1 + �

1

CCA

��� ��� ���������µ� ��� �������� �����µ� :
8
>><

>>:

x1 + x2 + 2x3 + x4 � 2x5 = 1� 2�
x2 + x3 = �2�

x4 � x5 = 1� �
0 = 1 + �

���������µ� ��� ����������� :
(1) �� � 6= �1 ���� �� �����µ� (⌃) ����� �������.
(2) ��� � = �1 ����µ� �� �����µ� :

8
<

:

x1 + x2 + 2x3 + x4 � 2x5 = 3
x2 + x3 = 2

x4 � x5 = 2
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������� ����µ� ��� x2 = 2 � x3, x4 = 2 + x5 ��� ��������������� ���� ����� �������
�������µ� x1 = �1 � x3 + x5. �����µ� x3 = ⌫ ��� x5 =  µ� , ⌫ 2 R. ���� ����µ� ��
������ ���� : 8

>>>><

>>>>:

x1 = �1� ⌫ + 
x2 = 2� ⌫
x3 = ⌫ , ⌫ 2 R.
x4 = 2 + 
x5 = ⌫

2

������� 5. ����� E ���� K-������µ������ ����� ������� ��� ��µ���� K ��� V, W ��� ��������
���. �� ������� ��� �� �������� ����� �������µ� :

(1) � ����� V [W ��� ������� V ��� W ����� �������� ��� E.
(2) ���� V ✓ W � W ✓ V.

����. (2) =) (1) �� V ✓ W, ���� �������� V[W = W, ��� ��� � ����� V[W ����� ��������
����� � W ����� ��������. ����µ��� �� W ✓ V, ���� �������� V [ W = V, ��� ��� � �����
V [W ����� �������� ����� � V ����� ��������.

(1) =) (2) ����� ��� � ����� V [W ��� ������� V ��� W ����� �������� ��� E.

(I) ��������µ� ��� V * W. ���� ������� ��� ������µ� ~x 2 V �� ����� ��� ������ ���� W:
~x /2 W. �� ������µ� ��� W ✓ V.

• ������µ� ����� ������µ� ~y 2 W. �� ������µ� ��� ~y 2 V.

����µ����� ���� �� ������µ��� ~x, ~y ������� �������� ���� ����� V [W. ������ �� ������
V \W ����� �������� ��� E, ������ ��� �� ������µ� ~x+ ~y ������ ���� ����� V \W. ���µ����

���� (a) ~x+ ~y 2 W � (b) ~x+ ~y 2 V

(a) �� ~x+ ~y 2 W, ���� ������ ~y 2 W ��� �� W ����� ��������, �� ������µ� (~x+ ~y)� ~y = ~x
�� ������ ���� W. ���� �µ�� ����� ����� ����� ~x /2 W.

(b) ���� ~x+ ~y 2 V. ���� ������ ~x 2 V ��� �� V ����� ��������, �� ������µ� (~x+ ~y)� ~x = ~y
�� ������ ���� V. ���� �����µ� ��� �� ������µ� ~y ��� W ����� ��� ������µ� ��� V.

���µ���� �����µ� ��� �� V * W, ���� ����������� �� ����µ� W ✓ V.

(II) �� W * V, ���� ������µ���� ����µ��� �������µ� ��� ���� ����������� �� ����µ� V ✓ W.
���� �����µ� ��� ���� V ✓ W � W ✓ V. 2

������� 6. �� ��������� ���� ��� �� �������� ��������� ��� R–������µ������ ����� R
4 �����

R–������µ������ �������� ��� :

(1) W1 = {(x, y, z, t) 2 R
4 | x = y, z = t},

(2) W2 = {(x, y, z, t) 2 R
4 | x+ y + z + t = 0},

(3) W3 = {(x, y, z, t) 2 R
4 | x = 1},

(4) W4 = {(x, y, z, t) 2 R
4 | xt = yz}.

����. ������µ����µ� ��� ��� �� �������� �� ��������� W ���� K–������µ������ ����� V , ����
������� ��� V ������ �� ������ �� �������� :

(1) W 6= ;,
(2) 8~w1, ~w2 2 W ) ~w1 + ~w2 2 W ,
(3) 8� 2 K, 8~w 2 W ) � · ~w 2 W .
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(��) �� W1 ����������� ��� �� �������� ��� R
4 ��� µ����� (a, a, b, b), a, b 2 R ��� ������ ��

(0, 0, 0, 0) ������ ��� W1, ���� ����� ����� ��� µ�����, ������ ��� W1 6= ;.
�� ~w1 2 W1 ��� ~w2 2 W1, ���� �� ~w1 = (a, a, b, b) ��� �� ~w2 = (c, c, d, d), ����

a, b, c, d 2 R. �����µ� :

~w1 + ~w2 = (a, a, b, b) + (c, c, d, d) = (a+ c, a+ c, b+ d, b+ d),

�� ����� ���� ��� ��������� µ���� ���� �� ������ ��� W1.
�������, �� � 2 K ��� ~w 2 W1, ���� �� ~w = (a, a, b, b), a, b 2 R ��� ����µ� :

� · ~w = � · (a, a, b, b) = (�a,�a,�b,�b),

�� ����� ���� ��� ��������� µ���� ���� �� ������ ��� W1.
(��) �� W2 ����� 6= ;, ���� �� ���������� ��� ~0 = (0, 0, 0, 0) ����������� ��� x+ y+ z+ t = 0,

��� ���� �� �������� �� ������ �� ~0 ��� W2.
�� ~w1 = (a1, b1, c1, d1) 2 W2 ��� ~w2 = (a2, b2, c2, d2) 2 W2, ���� a1 + b1 + c1 + d1 = 0

��� a2 + b2 + c2 + d2 = 0. �������, (a1 + a2) + (b1 + b2) + (c1 + c2) + (d1 + d2) = 0 ���
��� ���� �� ~w1 + ~w2 = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2, d1 + d2) ������ ������ ��� W2.

�� � 2 K ��� ~w = (a, b, c, d) 2 W2, ���� a+b+c+d = 0. �������, �a+�b+�c+�d =
�0 = 0 ��� ��� ���� �� �~w = (�a,�b,�c,�d) ������ ������ ��� W2.

(��) �� W3 ��� ����� ������µ������ �������� ��� R
4, µ������� W3 6= ;, ���� �� (1, 1, 1, 1)

����� �������� ���. ����µ���, �� ���� ������µ������ �����, ���� �� µ������� �������� ���
R
4, ������ �� ~0 = (0, 0, 0, 0) �� ����� ��� W3. �� ��������� ��� µ����� �� ��µ������,

���� ��� �� ������ �� ~0 ��� W3, �� ������, ��µ���� µ� ��� ����µ� ��� W3, � �����
��������� ���, �� 0, �� ������� µ� 1.

(��) �� W4 ��� ����� ������µ������ �������� ��� R
4, µ������� W4 6= ;, ���� �� ����������

��� ~0 = (0, 0, 0, 0) ����������� ��� xt = yz ��� ������� ~0 2 W4. ���������µ� ��� ��
~w1 = (0, 0, 2, 4) ������ ��� W4, ���� 0 ·4 = 0 ·2 ��� �� ~w2 = (4, 1, 8, 2), ���� 4 ·2 = 1 ·8.
������, �� ~w1 + ~w2 = (4, 1, 10, 6) ��� ������ ��� W4, ���� 4 · 6 6= 1 · 10. 2

������� 7. ����� Seq(R) �� ������ ��� ����µ������ ����������. ��� Seq(R) ������µ� ���-
�����

+ : Seq(R)⇥Seq(R) �! Seq(R),

((an)n2N, (bn)n2N) 7�! (an)n2N + (bn)n2N := (an + bn)n2N

��� ���µ��� ������������µ�

· : R⇥Seq(R) �! Seq(R), (�, (an)n2N) 7�! � · (an)n2N := (�an)n2N.

(1) �� ������� ��� � ������ (Seq(R),+, ·) �������� R–������µ����� ����.
(2) �� ����� FinSeq(R) �� ��������� ��� Seq(R) ��� ����������� ��� ��� ���������� ���

���������� �� ������� ����µ����� ����µ�. ����� ������� ��������� ��� ������������
�����µ�� ������������ ��� �� FinSeq(R) ����� ���� ������µ������ �������� ��� Seq(R);

����. (��) �� ����� µ���� ��� ������� µ����� �� �������� �µ���� ��� ��� :

�������. ����� ��� S ����� ��� µ� ���� ������ ��� ��� (V,+, ·) ����� ���� K–������µ������
�����. �� ������ Map(S, V ) := {f : S ! V } ��� ������������ ��� �� S ��� V �������� ����
K–������µ����� ���� µ� ������� ��� �������� :

+ : Map(S, V )⇥Map(S, V ) ! Map(S, V ), (f, g) 7! f + g,

���� f + g ����� � ���������� ��� �������� ��

f + g : S ! V, s 7! (f + g)(s) := f(s) + g(s), 8s 2 S.
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��� ���µ��� ������������µ�

· : K⇥Map(S, V ) ! Map(S, V ), (�, f) 7! � · f,

���� � · f ����� � ���������� ��� �������� ��

� · f : S ! V, s 7! (� · f)(s) := �f(s), 8s 2 S. 2

����������� �� S �� ������ ��� ������� ����µ�� N ��� �� V ��� R-������µ����� ���� R,
�������µ� Map(N,R) = Seq(R).
(��) ��� �� ������µ� ��� FinSeq(R) ����� R–������µ������ �������� ������ �� �����������µ� :

(1) ���� �� FinSeq(R) ����� µ� ����. ����µ��� �� ���� ���� �������� ���������� ����µ�-
����� ����µ��, ������ ���� ���������� ��� µ����� (ai)i2N, ai = c 2 R, 8i 2 N, �����
� ����µ�� c. �������, �� �������� ���������� ������� ��� FinSeq(R) ��� ��� ���� ���
����� �� ���� ������.

(2) ����, �� (ai)i2N 2 FinSeq(R) ��� (bi)i2N 2 FinSeq(R), ���� ��� � ��������� (ai)i2N +
(bi)i2N 2 FinSeq(R), ������ ��� �� � ��������� (ai)i2N ��������� ���� r1 2 R ��� �
��������� (bi)i2N ��������� ���� r2 2 R, ���� �� ������µ� ���� (ai)i2N+(bi)i2N ���������
���� r1+r2 2 R. ������� �� FinSeq(R) ����� ������� �� ���� ��� �������� ��� (Seq(R).

(3) ����, �� (ai)i2N 2 FinSeq(R) ��� � 2 R, ���� ��� � ��������� � · (ai)i2N 2 FinSeq(R),
������ ��� �� � ��������� (ai)i2N ��������� ���� r 2 R ��� � ����� ���� ����µ������
����µ��, ���� �� ���µ��� ����µ��� � · (ai)i2N = (�ai)i2N ��������� ���� �r 2 R. ����-
��� �� FinSeq(R) ����� ������� �� ���� ��� ���µ��� ������������µ� ��� �������� ���
Seq(R). 2

������� 8. �� ��������� ���� ��� �� ���µ��� ��������� ��� R–������µ������ ����� Mn⇥n(R)
��� n⇥ n ������� µ� ���������� ��� �� R �������� R–������� ��� Mn⇥n(R):

(1) �� ������ ��� ��µµ������� ��� n⇥ n �������.
(2) �� ������ ��� ����������µ�� ��� n⇥ n �������.
(3) �� ������ ��� µ� ����������µ�� n⇥ n �������.

����. (��) ����� S �� ������ ��� ��µµ������� n⇥n �������, ������ ��� �������A 2 Mn⇥n(R)
µ� A = tA. ��� �� ����� �� S ���� R–�������� ��� Mn⇥n(R), �� ������ :

�� S �� µ�� ����� ����. ����µ���, � ���������� n⇥n ������� In ����� ��µµ������� ��� ��� ����
������ ��� S. ����, S 6= ;.

�� A,B 2 S, ���� ��� A + B 2 S. ����µ���, t(A + B) = tA + tB = A + B. �������,
A+B 2 S.

�� � 2 R ��� A 2 S, ���� ��� � ·A 2 S. ����µ���, t(� ·A) = � · tA = � ·A. ������� � ·A 2 S.
���µ���� �� S ����� ���� R–�������� ��� Mn⇥n(R).

(��) ����� T �� ������ ��� ����������µ�� n⇥ n �������. ��� �� ����� �� T ���� R–��������
��� Mn⇥n(R), �� ������ :

�� T �� µ�� ����� ����. ����µ���, � ���������� n ⇥ n ������� In ����� ����������µ�� ��� ���
���� ������ ��� T . ����, T 6= ;.

��A,B 2 T , ���� ���A+B 2 T . ���� �µ�� ������� �� ��µ������ ��� ����� ���� ����������µ���
������� A,B. ����������� �� A ��� In ��� �� B ��� �In, � ������ �������� ����� ����������µ��,
����µ� : In + (�In) = On. ���� � µ�������� n⇥ n ������� On ��� ������ ��� T , ���� ��� �����
����������µ��. ������� � T ��� ����� R–�������� ��� Mn⇥n(R).

(��) ����� Q �� ������ ��� µ� ����������µ�� n⇥n �������. ��� �� ����� �� Q ���� R ��������
��� Mn⇥n(R), �� ������ :
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�� Q �� µ�� ����� ����. ����µ���, � µ�������� n⇥ n ������� On ��� ����� ����������µ�� ���
��� ���� ������ ��� Q. ����, Q 6= ;.

���� �� ���������µ� �����������.
��� n = 1, � ����� M1⇥1(R) ������� µ� R ��� �� Q = {0} (���� µ� µ������� �������� ��� R

����� ����������µ�). �������� �� Q = {0} ����� R–�������� ��� R.
��� n � 2, �� A,B 2 Q, ���� �� ������ ��� A + B 2 Q. ���� �µ�� ������� �� ��µ������ ���

����� ���� µ� ����������µ��� ������� A,B. ����������� �� A = (aij) ��� ������ µ� a11 = 1 ���
��� �� �������� �������� ��� ��� µ� 0 ����µ� ��� A 2 Q. ����������� �� B = (bij) ��� ������
µ� b22 = · · · = bnn = 1 ��� ��� �� �������� �������� ��� ��� µ� 0 ����µ� ��� B 2 Q. (�� A,B ���
����� ����������µ�� ����� ����� µ�������� ���������.) �� ������µ� A+B ������� µ� ��� ���������
������ � ������ �������� ����� ����������µ�� ��� ������� A + B = In /2 Q. ������� � Q ���
����� R–�������� ��� Mn⇥n(R). 2

������� 9. �� �����

A =

0

BBBBBBB@

a11 a12 . . . a1j . . . a1n
a21 a22 . . . a2j . . . a2n
...

... · · ·
...

...
...

ai1 ai2 . . . aij . . . ain
...

... · · ·
...

...
...

an1 an2 . . . anj . . . ann

1

CCCCCCCA

���� n⇥ n ������� µ� ���������� ��� ��� ��µ� K ��� �� �����

~aj =

0

BBBBBBB@

a1j
a2j
...
aij
...

anj

1

CCCCCCCA

, 1  j  n

� j–���� ����� ��� ������ A.
�� ������� ��� �� K–���µµ��� �µ������ �����µ�

A ·X = On, ���� X =

0

BBBBBBB@

x1
x2
...
xi
...
xn

1

CCCCCCCA

��� On =

0

BBBBBBB@

0K
0K
...
0K
...
0K

1

CCCCCCCA

,

���� µ��� �� µ������� ����, �� ��� µ��� ��, �� ������ ~a1,~a2, . . . ,~an ��� A ����� K–���µµ����
���������� ������µ��� �� ����� ��� ������ Kn.
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����. ���������µ� ��� � n–��� (�1,�2, . . . ,�j , . . . ,�n),�i 2 K ����� ���� ��� �����µ���� :

a11x1 + a12x2 + · · · + a1jxj + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2jxj + · · · + a2nxn = 0

...
...

...
...

...
...

...
...

ai1x1 + ai2x2 + · · · + aijxj + · · · + ainxn = 0
...

...
...

...
...

...
...

...
an1x1 + an2x2 + · · · + anjxj + · · · + annxn = 0

�� ��� µ��� ��,
�1~a1 + �2~a2,+ · · ·+ �j~aj + · · ·+ �n~an = On.

���µ���� �� �����µ� ���� �� µ������� ���� �� µ������� ���� (0, 0, . . . , 0), �� ��� µ��� ��, ��
~a1,~a2, . . . ,~an ����� K–���µµ���� ���������� ������µ��� ��� Kn. 2

������� 10. �� ����� A ���� n ⇥ n ������� µ� ���������� ��� ��� ��µ� K. �� ������� ��� ��
�������� ����� �������µ� :

(1) � ������� A ����� ���� ����������µ�� �������.
(2) �� ������ ��� ������ A ����� K–���µµ���� ���������� ������µ��� ��� ����� Kn.
(3) �� ���µµ�� ��� ������ A ����� K–���µµ���� ���������� ������µ��� ��� ����� K

n.

����. ��� �� ������ ��������µ� ��� ���� n⇥ n ������� A ����� ����������µ��, �� ��� µ��� ��,
�� �µ������ �����µ� A · X = On ���� �� µ������� ���� �� µ�������. ��µ�������� ����� ���
�µ���� �������µ��� ������, �����������µ� ��� �������µ�� ��� (��) ��� (��).

�������� ����� ������ ���� ��� �������� ��� ���� n⇥n ������� A ����� ����������µ�� , �� ���
µ��� ��, � ���������� ��� tA ����� ����������µ��. ��µ���� µ� ��� �������µ�� ��� (��) ��� (��),
��� µ���� ��������µ�, � tA ����� ����������µ��, �� ��� µ��� ��, �� ������ ��� ����� K–���µµ����
���������� ������µ��� ��� ����� K

n. ���� �� ������ ��� tA ����� �� ���µµ�� ��� A ��� ��� ����
�� ������ ��� tA ����� K–���µµ���� ���������� ������µ��� ��� K

n, �� ��� µ��� ��, �� ���µµ��
��� A ����� K–���µµ���� ���������� ������µ��� ��� K

n. ���� ����������� ��� �������µ�� ���
(��) ��� (��). 2

������� 11. �� ��������� �� �� ������µ��� (3, 5,�4), (�3,�2, 4), (6, 1,�8) ��� R
3 ����� R–

���µµ���� ���������� � ���.

����. ��µ���� µ� ��� �������µ��� ������ ����� ������ �� ��������µ� ��, �� � 3⇥3 ������� A,
��� ���� �� ���µµ�� (� ������), �� ���� ���� ������µ��� ����� ����������µ�� � ���. ����� ������
���

A =

0

@
3 5 �4

�3 �2 4
6 1 �8

1

A .

������ � �������� detA = 0, � ������� A ��� ����� ����������µ�� ��� �� (3, 5,�4), (�3,�2, 4),
(6, 1,�8) ����� R–���µµ���� ������µ���. 2



������� 1. �� ������������� µ�� ���� ��� � �������� ��� R-��������

V = {(a, b, c, d) 2 R4 | c = a� b, d = a+ b} ✓ R4 .

����. �����µ�

V = {(a, b, c, d) 2 R4 | c = a� b, d = a+ b}
= {(a, b, a� b, a+ b) 2 R4 | a, b 2 R}
= {(a, 0, a, a) + (0, b,�b, b) 2 R4 | a, b 2 R}
= {a(1, 0, 1, 1) + b(0, 1,�1, 1) 2 R4 | a, b 2 R}
= h(1, 0, 1, 1), (0, 1,�1, 1)i

��� ��� �� ������µ��� �!"1 = (1, 0, 1, 1) ��� �!"2 = (0, 1,�1, 1) �������� ��� ������� V. �����

�1(1, 0, 1, 1) + �2(0, 1,�1, 1) = (0, 0, 0, 0) ) (�1,�2,�1 � �2,�1 + �2) = (0, 0, 0, 0)

) �1 = �2 = 0

���� �� ������µ��� {�!"1 ,�!"2} ����� ���µ��� ���������� ��� ���� �����µ� ��� �������� ��� ���� V ������ ���
��������� µ�� ���� ��� V. ������� ����µ� dimR V = 2. 2

������� 2. �� �������������� ���� �� ��µ�� ��� a 2 R, ��� ��� ������ �� ������ ��� ������µ����

{�!x = (a2, 0, 1),�!y = (0, a, 2),�!z = (1, 0, 1)}
�������� ���� ��� R3.

����. �����µ�

A =

0

@
a2 0 1
0 a 2
1 0 1

1

A

��� ������ ����������µ� ��� detA = a(a2 � 1). ���� ��� a 6= 0,�1, 1 � �������� detA 6= 0 ��� ��� ��
������µ��� �!x = (a2, 0, 1),�!y = (0, a, 2) ��� �!z = (1, 0, 1) ����� ���µµ��� ����������.

������µ���: ����� E ���� K-������µ������ ����� µ� dimK E = n. ���� ���� ��������� B ��� E �� �����
����� ���µµ��� ���������� µ� |B| = n �������� ���� ��� E.

���µ���� ��� a 6= 0,�1, 1 �� ������ ��� ������µ���� {�!x = (a2, 0, 1),�!y = (0, a, 2),�!z = (1, 0, 1)} ��������
���� ��� R3. 2
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������� 3. �����P ���� �������� ����������µ�� 3⇥3 ������� ����µ������ ����µ��. ������µ� �� ��������
������ :

V(P ) = {A 2 M3⇥3(R) | � ������� P�1AP ����� ���������}
�� ������� ��� �� ������ V(P ) ����� ���� �������� ��� R-������µ������ ����� M3⇥3(R) ��� ��������� ��
������ µ�� ���� ���.

����. ����� A 2 V(P ), ������

P�1AP =

0

@
↵ 0 0
0 � 0
0 0 �

1

A

µ� ↵,�, � 2 R. ���� ����µ�

A = P

0

@
↵ 0 0
0 � 0
0 0 �

1

AP�1

= P (↵

0

@
1 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A+ �

0

@
0 0 0
0 1 0
0 0 0

1

A+ �

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 1

1

A)P�1

= ↵(P

0

@
1 0 0
0 0 0
0 0 0

1

AP�1) + �(P

0

@
0 0 0
0 1 0
0 0 0

1

AP�1) + �(P

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 1

1

AP�1)

��� ��� ������ ���

V(P ) = hP

0

@
1 0 0
0 0 0
0 0 0

1

AP�1, P

0

@
0 0 0
0 1 0
0 0 0

1

AP�1, P

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 1

1

AP�1i

�������, �� ������ V(P ) ����� �������� ��� R-������µ������ ����� M3⇥3(R). ������, �� ������µ���

�!
� = P

0

@
1 0 0
0 0 0
0 0 0

1

AP�1,
�!
� = P

0

@
0 0 0
0 1 0
0 0 0

1

AP�1,
�!
⌃ = P

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 1

1

AP�1

�������� ��� ������� V(P ). ����� �1
�!
� + �2

�!
� + �3

�!
⌃ =

�!
0 ���� �1,�2,�3 2 R. ����

P (

0

@
�1 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A+

0

@
0 0 0
0 �2 0
0 0 0

1

A+

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 �3

1

A)P�1 =

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A

��� �� ��������������µ� ��� �������� ����� ��� �������� µ� P�1 ��� ����� µ� P ����µ�
0

@
�1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

1

A =

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A ) �1 = �2 = �3 = 0

����, �� ������µ���
�!
� ,

�!
� ,

�!
⌃ ����� ���µµ��� ���������� ��� ���� �������� ��� V(P ) ����������� ��� ��

������ {�!� ,
�!
� ,

�!
⌃} �������� ���� ��� �������� V(P ). 2

������� 4. ����� M ���� �������� 2⇥ 2 ������� ����µ������ ����µ��. �� ������� ��� �� ������

V(M) = {A 2 M2⇥2(R) | AM = MA}
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���� ��� 2⇥ 2 ������� �� ������ µ����������� µ� ��� M ����� ���� �������� ��� M2⇥2(R). ��

M =

✓
1 �2
3 1

◆

�� ������ µ�� ���� ��� V(M).

����. �� ������µ� µ� ��� ����µ� ��� �� ������

V(M) = {A 2 M2⇥2(R) | AM = MA}
= {A 2 M2⇥2(R) | AM �MA = 0}

����� ���� �������� ��� M2⇥2(R). �����µ� :

(1) �� ������ V(M) 6= ; ���� � µ�������� �������

✓
0 0
0 0

◆
2 V(M).

(2) ����� A1, A2 2 V(M). ����

(A1 +A2)M �M(A1 +A2) = A1M +A2M �MA1 �MA2

= (A1M �MA1) + (A2M �MA2)

= 0

��� ��� A1 +A2 2 V(M).
(3) ����� � 2 R ��� A 2 V(M). ����

(�A)M �M(�A) = �AM � �MA

= �(AM �MA)

= �0

= 0

��� ��� �A 2 V(M).
�������, �� ������ V(M) ����� R-�������� ��� M2⇥2(R). ���� �������� �� ����µ� µ�� ���� ��� V(M) ����

��������� ��� M =

✓
1 �2
3 1

◆
. �����

✓
a b
c d

◆
2 M2⇥2(R) ���� ����

✓
a b
c d

◆✓
1 �2
3 1

◆
�

✓
1 �2
3 1

◆✓
a b
c d

◆
=

✓
0 0
0 0

◆
)

✓
3b+ 2c �2a+ 2d
3d� 3a �2c� 3b

◆
=

✓
0 0
0 0

◆
)

⇢
a = d
b = �2

3c

���µ����, ����µ�

V(M) = {
✓
a b
c d

◆
2 M2⇥2(R) | a = d, b = �2

3
c }

= {
✓
a �2

3c
c a

◆
2 M2⇥2(R) | a, c 2 R }

= {a
✓
1 0
0 1

◆
+ c

✓
0 �2

3
1 0

◆
2 M2⇥2(R) | a, c 2 R }

= h
✓
1 0
0 1

◆
,

✓
0 �2

3
1 0

◆
i

��� ��� ����µ� ��� �� ������� � =

✓
1 0
0 1

◆
��� � =

✓
0 �2

3
1 0

◆
�������� ��� ������� V(M). ������

�����������µ� ��� �� ������ {�,�} ����� ���µµ��� ���������� ��� ��� �������� µ�� ���� ��� V(M). 2



������� 1. �� ������ µ�� ���� ��� �������� V = h~x, ~y, ~zi � ������ ��������� ��� �� ������µ���

~x = (1, 1, 1, a), ~y = (1, 0, 1, b), ~z = (�2, 2,�2, c) 2 R4

���� a, b, c 2 R.

����. ����� �1~x+ �2~y + �3~z = ~0 µ� �1,�2,�3 2 R. ����

�1(1, 1, 1, a) + �2(1, 0, 1, b) + �3(�2, 2,�2, c) = (0, 0, 0, 0)

) (�1 + �2 � 2�3,�1 + 2�3,�1 + �2 � 2�3,�1a+ �2b+ �3c) = (0, 0, 0, 0)

��� �������� �������µ� ��� �2 = �2�1 ��� �1 = �2�3. ����, �������� �3 = k µ� k 2 R ����µ� �� ������
���� (�1,�2,�3) = (�2k, 4k, k). ���� ����µ� �2ka+ 4kb+ kc = 0 ) k(�2a+ 4b+ c) = 0. ���������µ� ���
�������� ��� ����������� :

(1) ����� �2a + 4b + c 6= 0. ���� k = 0 ��� ��� �1 = �2 = �3 = 0. �������, �� ������ {~x, ~y, ~z} �����
���µµ��� ���������� ��� ��� �������� ���� ��� V. ���µ���� dimR V = 3

(2) ����� �2a+4b+ c = 0. ���� k 2 R ��� �� ������µ��� {~x, ~y, ~z} ����� ���µµ��� ������µ���. ��� k = 1
����µ� �� ����� ���µµ���� ��������� : �2~x+ 4~y + ~z = ~0 ) ~z = �2~x+ 4~y. ����

h~x, ~y, ~zi = h~x, ~yi ) V = h~x, ~yi
������ �������µ� ��� �� ������ {~x, ~y} ����� ���µµ��� ���������� ��� ��� �������� ���� ��� V.
�������, ���� ��������� ���� ����µ� dimR V = 2. 2

������� 2. �� ������ µ�� ���� ��� �������� V = h~u,~v, ~wi � ������ ��������� ��� �� ������µ���

~u = (0, 1, 2), ~v = (0,�1, 2), ~w = (0, 3, 4)

� ����� �� ��������� �� µ�� ���� ��� R3.

����. ����� �1~u+ �2~v + �3 ~w = ~0 µ� �1,�2,�3 2 R. ����

�1(0, 1, 2) + �2(0,�1, 2) + �3(0, 3, 4) = (0, 0, 0)

) (0,�1 � �2 + 3�3, 2�1 + 2�2 + 4�3) = (0, 0, 0)

��� ��� ���������µ� ��� �����µ� ⇢
�1 � �2 + 3�3 = 0
�1 + �2 + 2�3 = 0

���� �������µ� ��� �1 = �5
2�3 ��� �2 = 1

2�3. �������, �������� �3 = k µ� k 2 R ����µ� �� ������ ����
(�1,�2,�3) = (�5

2k,
1
2k, k) ��� ��� �� ������µ��� {�!u ,�!v ,�!w } ����� ���µµ��� ������µ���. ��� k = 2 ����µ�

�1 = �5,�2 = 1 ��� �3 = 2. ���� µ�� ����� ���µµ���� ��������� ����� �5~u+ ~v + 2~w = ~0 ) ~v = 5~u� 2~w.
����

h~u,~v, ~wi = h~u, ~wi ) V = h~u, ~wi

Ενότητα 6
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������ �������µ� ��� �� ������ {~u, ~w} ����� ���µµ��� ���������� ��� ���� ������� ��� V ������ ��� ��������
���� ��� V. ���µ���� dimR V = 2. ���� �������� �����µ� �� ����������µ� �� ���� ��� V ��� �����µ� ��
µ�� ���� ��� R3. ���� dimR V = 2 ������µ� ��� ������µ� ~x = (↵,�, �) 2 R3 ���� ���� �� ������ {~u, ~w, ~x}
�� ����� ���µµ��� ����������. �����µ� ~x = (1, 0, 0). ����

������

0 1 2
0 3 4
1 0 0

������
=

����
1 2
3 4

���� = �2 6= 0

��� ��� �� ������ {~u, ~w, ~x} �������� ���� ��� R3. 2

������� 3. ����� E ���� ������µ������ ����� ������� ���� ��µ���� K. ��������µ� ��� �� ������

B = {~e1, · · · ,~ei, · · · ,~en}

����� ���� ��� E.

(1) �� ������� ��� ���� �� ������

C = {~e1, · · · ,~ei + �~ej , · · · ,~en}

����� ���� ��� E, ��� ���� � 2 K ��� i 6= j.
(2) �� �������� ����� �������µ� :

(��) �� ������
D = {~e1 + ~e2,~e2 + ~e3, · · · ,~en�1 + ~en,~en + ~e1}

����� ���� ��� E.
(��) �� n ����� ��������.

����. (1) �� ������ C ����� ���� ��� E �� �� C ����� ���µµ��� ���������� ����� |B| = |C|. �����

�1~e1 + · · ·+ �i�1~ei�1 + �i(~ei + �~ej) + �i+1~ei+1 + · · ·+ �n~en = ~0

) �1~e1 + · · ·+ �i�1~ei�1 + �i~ei + �i+1~ei+1 + · · ·+ (�j + �i�)~ej + · · ·+ �n~en = ~0

��� ���� �� ������ B = {~e1, · · · ,~en} ����� ���µµ��� ���������� ����µ�

�1 = · · · = �i�1 = �i = �i+1 = · · · = �j + �i� = · · · = �n = 0

��� ��� ������ ��� �i = 0 ��� ���� i = 1, · · · , n. �������, �� ������ C ����� ���� ��� E.
(2) ��������µ� ���� �� ������ D ����� ���µµ��� ����������. �����

�1(~e1 + ~e2) + �2(~e2 + ~e3) + · · ·+ �n�1(~en�1 + ~en) + �n(~en + ~e1) = ~0

) (�1 + �n)~e1 + (�1 + �2)~e2 + · · ·+ (�n�2 + �n�1)~en�1 + (�n�1 + �n)~en = ~0

��� ��� ���������µ� ��� �������� �����µ� :

(⌃) :

8
>>>>><

>>>>>:

�1 + �n = 0
�1 + �2 = 0

...
�n�2 + �n�1 = 0
�n�1 + �n = 0

) �n = ��1 = (�1)2�2 = · · · = (�1)n�1�n�1 = (�1)n�n

���µ���� ����µ� �n = (�1)n�n.

(�0) ) (↵0): �� �� n ����� ��������, ���� �n = ��n ) �n = 0 ��� ��� �i = 0 ��� ���� i = 1, · · · , n.
�������, �� ������ D ����� ���µµ��� ���������� ��� ��� ���� ��� E.
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(↵0) ) (�0): ��������µ� ��� �� n ����� ������. ���� �n = �n ��� ��� ��� �1 = k 2 R ����µ� ��
������ ���� ��� (⌃):

�1 = k,�2 = �k,�3 = k, · · · ,�n�1 = k,�n = �k

��� ��� ��� k = 1 ����µ� ��� �������� ����� ���µµ���� ��������� :

1(~e1 + ~e2) + (�1)(~e2 + ~e3) + · · ·+ 1(~en�1 + ~en) + (�1)(~en + ~e1) = ~0

���µ����, ��������µ� ��� �� �� n ����� ������ ���� �� ������ D ����� ���µµ��� ������µ��� ��� ���
����µ� �� �����µ���. 2

������� 4. ����� �� �������� ������µ��� ��� Rn:

~x1 = (1, 1, 0, · · · , 0), ~x2 = (0, 1, 1, 0 · · · , 0), · · · , ~xn = (1, 0 · · · , 0, 1)
�� ������ � �������� dimRh~x1, · · · , ~xni ��� �������� � ������ ��������� ��� �� ������µ��� ~x1, ~x2, · · · , ~xn.

����. �����

�1(1, 1, 0, · · · , 0) + �2(0, 1, 1, 0, · · · , 0) + · · ·+ �n�1(0, 0, · · · , 1, 1) + �n(1, 0, · · · , 0, 1) = (0, · · · , 0)
) (�1 + �n,�2 + �3, · · · ,�n�2 + �n�1,�n�1 + �n) = (0, · · · , 0)

��� ��� ����µ� �� �����µ� :

(⌃) :

8
>>>>><

>>>>>:

�1 + �n = 0
�2 + �3 = 0

...
�n�2 + �n�1 = 0
�n�1 + �n = 0

��� ��� ������� 3 ����µ� ��� �� �����µ� (⌃) ���� µ��� �� µ������� ���� �� ��� µ��� �� �� n ����� ��������.
����, �� �� n ����� ��������, ���� �� ������ {~x1, · · · , ~xn} ����� ���µµ��� ���������� ��� ��� �������� ����
��� h~x1, · · · , ~xni. ������� ���� ��������� ��� �� n ����� �������� ����µ� dimRh~x1, · · · , ~xni = n ��� ���
h~x1, · · · , ~xni = Rn, ������ �� ������ {~x1, · · · , ~xn} �������� ���� ��� Rn.

�� �� n ����� ������, ���� � ������ ���� ��� (⌃) ����� :

�1 = k,�2 = �k, · · · ,�n�1 = k,�n = �k

��� ��� ��� k = 1 ����µ� �� �������� ����� ���µµ���� ��������� :

~x1 � ~x2 + ~x3 � · · ·+ ~xn�1 � ~xn = ~0 ) ~xn = ~x1 � ~x2 + ~x3 � · · ·+ ~xn�1

������� ����µ�
h~x1, · · · , ~xn�1, ~xni = h~x1, · · · , ~xn�1i

������ �����������µ� ��� �� ������µ��� ~x1, · · · , ~xn�1 ����� ���µµ��� ����������. ���µ����, �� ������
{~x1, · · · , ~xn�1} �������� ���� ��� h~x1, · · · , ~xni ��� ��� dimRh~x1, · · · , ~xni = n� 1. 2



������� 1. ����� ↵1,↵2, · · · ,↵n 2 R ���

V = {(x1, x2, · · · , xn) 2 Rn | ↵1x1 + ↵2x2 + · · ·+ ↵nxn = 0}
�� ������ � �������� dimR V.

����. ���������µ� ��� ����������� :
(1) �� �� ↵i = 0 ��� ���� i = 1, 2, · · · , n ���� �������� V = Rn ��� ��� dimR V = n.
(2) ����� ��� (↵1,↵2, · · · ,↵n) 6= (0, 0, · · · , 0). ����� ����� ��� ����������� ��������µ� ��� ↵1 6= 0 ���

���� x1 = �↵2
↵1
x2 � · · ·� ↵n

↵1
xn. �����µ� :

V =
�
(�↵2

↵1
x2 � · · ·� ↵n

↵1
xn, x2, · · · , xn) 2 Rn | ↵i 2 R

 

=
�
x2(�

↵2

↵1
, 1, 0, · · · , 0) + x3(�

↵3

↵1
, 0, 1, · · · , 0) + · · ·+ xn(�

↵n

↵1
, 0, · · · , 0, 1) 2 Rn | ↵i 2 R

 

=
⌦
(�↵2

↵1
, 1, 0, · · · , 0), (�↵3

↵1
, 0, 1, · · · , 0), · · · , (�↵n

↵1
, 0, · · · , 0, 1)

↵

�����µ� ~✏1 = (�↵2
↵1
, 1, 0, · · · , 0), ~✏2 = (�↵3

↵1
, 0, 1, · · · , 0),· · · , ~✏n�1 = (�↵n

↵1
, 0, · · · , 0, 1). ���� ���

��� �������� ��������� ��� V ����µ� ��� �� ������µ��� ~✏1,~✏2, · · · ,~✏n�1 �������� ��� V. �����
�1~✏1 + �2~✏2 + · · · + �n�1~✏n�1 = ~0 µ� �1, · · · ,�n�1 2 R. ���� ������ ������ ��� �1 = �2 = · · · =
�n�1 = 0 ��� ��� �� ������µ��� ~✏1,~✏2, · · · ,~✏n�1 ����� ���µµ��� ����������. ���µ����, �� ������
{~✏1,~✏2, · · · ,~✏n�1} �������� ���� ��� V ��� ��� dimR V = n� 1. 2

������� 2. ����� ~x = (2, 1, 4, 3), ~y = (2, 1, 2, 0) 2 R4. �� ������� ��� �� ������ ������µ���� {~x, ~y} �����
���µµ��� ���������� ��� �� ������� ��� ������µ��� ~z, ~w 2 R4 ���� ���� �� ������ {~x, ~y, ~z, ~w} �� ��������
���� ��� R4.

����. ����� �1~x+ �2~y = ~0 µ� �1,�2 2 R. ����

�1(2, 1, 4, 3) + �2(2, 1, 1, 0) = (0, 0, 0, 0)

) (2�1 + 2�2,�1 + �2, 4�1 + �2, 3�1) = (0, 0, 0, 0)

��� ��� �µ��� �� ����µ� ��� �1 = �2 = 0. ���µ����, �� ������ ������µ���� {~x, ~y} ����� ���µµ���
����������.

������ dimR R4 = 4, ������µ� ��� ������µ��� ~z, ~w 2 R4 ���� ���� �� ������ {~x, ~y, ~z, ~w} �� ����� ���µµ���
���������� ��� ��� ���� ��� R4. �� ~z = (z1, z2, z3, z4) ��� ~w = (w1, w2, w3, w4) ���� �� ������

��������

2 1 4 3
2 1 2 0
z1 z2 z3 z4
w1 w2 w3 w4

��������
6= 0
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2

�����µ� ~z = (1, 0, 0, 0) ��� ~w = (0, 1, 0, 0). ����
��������

2 1 4 3
2 1 2 0
1 0 0 0
0 1 0 0

��������
= �6 6= 0

������� �� ������ {~x, ~y, ~z, ~w} ����� ���µµ��� ���������� ��� ��� ���� ��� R4. 2

������� 3. �� ������ µ�� ���� ��� �������� hA,B,�,�i � ������ ��������� ��� �� ������µ���

A =

✓
1 2
3 4

◆
, B =

✓
0 1
2 3

◆
, � =

✓
1 �1

�1 1

◆
, � =

✓
1 3
3 1

◆

��� M2⇥2(R), ��� ��������� � ���� ���� �� ��µ�������� �� µ�� ���� ��� M2⇥2(R).

����. ����� �1A+ �2B + �3�+ �4� = 0 µ� �1,�2,�3 2 R. ����

�1

✓
1 2
3 4

◆
+ �2

✓
0 1
2 3

◆
+ �3

✓
1 �1

�1 1

◆
+ �4

✓
1 3
3 1

◆
=

✓
0 0
0 0

◆

)
✓

�1 + �3 + �4 2�1 + �2 � �3 + 3�4

3�1 + 2�2 � �3 + 3�4 4�1 + 3�2 + �3 + �4

◆
=

✓
0 0
0 0

◆

��� ��� ����µ� �� �����µ� :

(⌃) :

8
>><

>>:

�1 + �3 + �4 = 0
2�1 + �2 � �3 + 3�4 = 0
3�1 + 2�2 � �3 + 3�4 = 0
4�1 + 3�2 + �3 + �4 = 0

�����µ�
0

BB@

1 0 1 1
2 1 �1 3
3 2 �1 3
4 3 1 1

1

CCA
�2!�2�2�1

�3!�3�3�1

//

0

BB@

1 0 1 1
0 1 �3 1
0 2 �4 0
4 3 1 1

1

CCA
�4!�4�4�1 //

0

BB@

1 0 1 1
0 1 �3 1
0 2 �4 0
0 3 �3 �3

1

CCA

�3!�3�2�2

�4!�4�3�2

//

0

BB@

1 0 1 1
0 1 �3 1
0 0 2 �2
0 0 6 �6

1

CCA
�4!�4�3�3 //

0

BB@

1 0 1 1
0 1 �3 1
0 0 2 �2
0 0 0 0

1

CCA
�3! 1

2�3
//

0

BB@

1 0 1 1
0 1 �3 1
0 0 1 �1
0 0 0 0

1

CCA

��� ��� ���������µ� ��� �����µ� :
8
<

:

�1 + �3 + �4 = 0
�2 � 3�3 + �4 = 0
�3 � �4 = 0

=) �3 = �4, �2 = 2�3, �1 = �2�3.

�����µ� �3 = k 2 R. ���� � ������ ���� ��� (⌃) ����� (�1,�2,�3,�4) = (�2k, 2k, k, k). ���µ����, ��� k = 1
����µ� �� �������� ����� ���µµ���� ��������� :

�2A+ 2B + �+� = 0 ) A = B +
1

2
�+

1

2
�

��� ��� ������ �� A ����� ���µµ���� �������µ�� ��� B,�,�, ������ ��� �� B,�,� �������� ��� ���� �������
µ� �� A,B,�,�:

hA,B,�,�i = hB,�,�i



3

������ �����������µ� ��� �� ������µ��� B,�,� ����� ���µµ��� ���������� ��� ��� �� ������ {B,�,�}
�������� ���� ��� �������� hA,B,�,�i. ������� ����µ�

dimRhA,B,�,�i = dimRhB,�,�i = 3

��� �������� �����µ� �� ��µ��������µ� �� �������� ���� ��� �������� hB,�,�i �� µ�� ���� ���
M2⇥2(R). ���µ����, �������µ���� ����� ��� ������ X ���� ���� �� ������ {X,B,�,�} �� ����� ���µµ���

����������. ������µ� �� ������ X =

✓
1 0
0 0

◆
��� ���� �1X +�2B+�3�+�4� = 0 µ� �1,�2,�3 2 R. ����

�1

✓
1 0
0 0

◆
+ �2

✓
0 1
2 3

◆
+ �3

✓
1 �1

�1 1

◆
+ �4

✓
1 3
3 1

◆
=

✓
0 0
0 0

◆

��� ��� 8
>><

>>:

�1 + �3 + �4 = 0
�2 � �3 + 3�4 = 0
2�2 � �3 + 3�4 = 0
3�2 + �3 + �4 = 0

��� �� ������� ��� ����� ������� �������µ� ��� �2 = 0. ��������������� ���� ��������� ����µ� �3 + �4 = 0
��� ��� ��� ��� ����� ������ ��� �1 = 0. ������� ����µ� ��� �1 = �2 = �3 = �4 = 0 ��� ��� �� ������
{X,B,�,�} �������� ���� ��� M2⇥2(R). 2

������� 4. ����� B = {~e1,~e2,~e3,~e4,~e5} µ�� ���� ��� ������µ������ ����� E. �� ������ � ��������
dimKh ~A1, ~A2, ~A3, ~A4i ��� �������� � ������ ��������� ��� �� ������µ���

~A1 = ~e1 + 2~e2 � 4~e3 + 3~e4 + ~e5 ,

~A2 = 2~e1 + 5~e2 � 3~e3 + 4~e4 + 8~e5 ,
~A3 = 6~e1 + 17~e2 � 7~e3 + 10~e4 + 22~e5 ,

~A4 = ~e1 + 3~e2 � 3~e3 + 2~e4 .

����. �����µ�
0

BB@

1 2 �4 3 1
2 5 �3 4 8
6 17 �7 10 22
1 3 �3 2 0

1

CCA
�2!�2�2�1

�3!�3�6�1

//

0

BB@

1 2 �4 3 1
0 1 5 �2 6
0 5 17 �8 16
1 3 �3 2 0

1

CCA
�4!�4��1 //

0

BB@

1 2 �4 3 1
0 1 5 �2 6
0 5 17 �8 16
0 1 1 �1 �1

1

CCA

�3!�3�5�2

�4!�4��2

//

0

BB@

1 2 �4 3 1
0 1 5 �2 6
0 0 �8 2 �14
0 0 �4 1 �7

1

CCA
�4!�4� 1

2�3
//

0

BB@

1 2 �4 3 1
0 1 5 �2 6
0 0 �8 2 �14
0 0 0 0 0

1

CCA

� ���������� ������� ���������� ��� ���������� ��� ������µ���� ~A1, ~A0
2, ~A

00
3 �� ����� ��������� ��� ��

~A1, ~A2, ~A3, ~A4 µ� ����� ������� ��� ��� ���������� ���� ��� ���� B:
(1) �� ��� ������ ���µµ�������� µ�� ������� �� ������µ��� :

~A0
2 = ~A2 � 2 ~A1 = ~e2 + 5~e3 � 2~e4 + 6~e5 ��� ~A0

3 = ~A3 � 6 ~A1 = 5~e2 + 17~e3 � 8~e4 + 16~e5

(2) � ����� ���µµ������ µ�� ������ �� ������µ�

~A0
4 = ~A4 � ~A1 = ~e2 + 1~e3 � ~e4 � ~e5

(3) � ������� ��� � ��µ��� ���µµ������ µ�� ������� �� ������µ���

~A00
3 = ~A0

3 � 5 ~A0
2 = �8~e3 + 2~e4 � 14~e5 ��� ~A00

4 = ~A0
4 � ~A0

2 = �4~e3 + ~e4 � 7~e5



4

(4) � ���� ���µµ������ µ�� ������ �� ������µ�

~A000
4 = ~A00

4 �
1

2
~A00
3 = ~0

���µ���� ������ �� ������µ��� ~A1, ~A0
2, ~A

00
3 ��������� �� ���µµ���� �������µ�� ��� ������µ���� ~A1, ~A2, ~A3, ~A4,

������ �µ��� ��� �� �������� ��� ���� ������� :

h ~A1, ~A2, ~A3, ~A4i = h ~A1, ~A
0
2, ~A

00
3i

���� :
~A1 = ~e1 + 2~e2 � 4~e3 + 3~e4 + ~e5, ~A0

2 = ~e2 + 5~e3 � 2~e4 + 6~e5, ~A00
3 = �8~e3 + 2~e4 � 14~e5

����� �1
~A1 + �2

~A0
2 + �3

~A00
3 = ~0 µ� �1,�2,�3 2 R. ���� ����µ� :

�1(~e1 + 2~e2 � 4~e3 + 3~e4 + ~e5) + �2(~e2 + 5~e3 � 2~e4 + 6~e5) + �3(�8~e3 + 2~e4 � 14~e5) = ~0

) �1~e1 + (2�1 + �2)~e2 + (�4�1 + 5�2 � 8�3)~e3 + (3�1 � 2�2 + 2�3)~e4 + (�1 + 6�2 � 14�3)~e5 = ~0

��� ���� �� ������ B = {~e1,~e2,~e3,~e4,~e5} ����� ���� ��� E ������ ���

�1 = 0, 2�1 + �2 = 0, �4�1 + 5�2 � 8�3 = 0, 3�1 � 2�2 + 2�3 = 0, �1 + 6�2 � 14�3 = 0.

��� ��� �������� ������� ����µ� ��� �1 = �2 = �3 = 0 ��� ���µ���� �� ������µ��� ~A1, ~A0
2, ~A

00
3 ����� ���µµ���

����������. �������, �� ������ { ~A1, ~A0
2, ~A

00
3} ����� ���� ��� �������� h ~A1, ~A2, ~A3, ~A4i ��� ���

dimRh ~A1, ~A2, ~A3, ~A4i = dimRh ~A1, ~A
0
2, ~A

00
3i = 3 2



������� 1. ����� � ���µµ��� ���������� f : R3 ! R3 � ����� �������� ��� �� ����� :

f(x, y, z) = (x+ 2y, y � z, 2x+ 4y)

�� ����������� µ�� ���� ��� ������ Ker(f) ��� µ�� ���� ��� ������� Im(f) ��� f .

����. ����� (x, y, z) 2 R3. ���� : (x, y, z) 2 Ker f �� ��� µ���� �� :

f(x, y, z) = (0, 0, 0) () (x+ 2y, y � z, 2x+ 4y) = (0, 0, 0) () x = �2y ��� y = z

������� � ������� ��� f �����

Ker f = {(x, y, z) 2 R3 | f(x, y, z) = (0, 0, 0)}
= {(x, y, z) 2 R3 | x = �2y ��� y = z}
= {(�2y, y, y) 2 R3 | y 2 R}
= {y(�2, 1, 1) 2 R3 | y 2 R}
= h(�2, 1, 1)i

��� ���� (�2, 1, 1) 6= (0, 0, 0) ������ ��� �� ������µ� (�2, 1, 1) ����� ���µµ��� ����������. ���µ���� ��
������ {(�2, 1, 1)} �������� ���� ��� Ker f .

������ �� ������ B =
�
~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)

 
, �� ���� ��� R3, ������� ��� R3,

������ ��� �� ������ f(B) =
�
f(~e1), f(~e2), f(~e3)

 
������� ��� ������ Im f ��� f . ����� :

Im f = hf(1, 0, 0), f(0, 1, 0), f(0, 0, 1)i = h(1, 0, 2), (2, 1, 4), (0,�1, 0)i
��� 0

@
1 0 2
2 1 4
0 �1 0

1

A �2!�2�2�1 //

0

@
1 0 2
0 1 0
0 �1 0

1

A �3!�3+�2 //

0

@
1 0 2
0 1 0
0 0 0

1

A

�������
Im f = h(1, 0, 2), (2, 1, 4), (0,�1, 0)i = h(1, 0, 2), (0, 1, 0)i

�����������: ��������µ� �� �� �������� ������µ��� ����� ���µµ��� ����������. �����

(1, 0, 2) + �(2, 1, 4) + µ(0,�1, 0) = (0, 0, 0) ) + 2� = 0 ��� �� µ = 0

�� �����µ� ���� ���� �� ������ ���� : (�2�,�,�) ��� ���µ����, ��� � = 1, �� ����µ� µ�� ����� ���µµ����
��������� :

�2(1, 0, 2) + (2, 1, 4) + (0,�1, 0) = (0, 0, 0)

��� ��� ����� ������µ� ��� (2, 1, 4) 2 h(1, 0, 2), (0, 1, 0)i ��� ��� ���� ��� �������� ����µ� : Im f =
h(1, 0, 2), (2, 1, 4), (0,�1, 0)i = h(1, 0, 2), (0, 1, 0)i.

������ �����������µ� ��� �� ������µ��� (1, 0, 2), (0, 1, 0) ����� ���µµ��� ����������. ���� �� ������
{(1, 0, 2), (0, 1, 0)} �������� ���� ��� ������� Im f ��� f . 2

������� 2. �� ��������� �� � ���µµ��� ����������

f : Rn ! Rn, f(x1, · · · , xn) = (x1, x1 + x2, · · · , x1 + x2 + · · ·+ xn)

����� ���µ�����µ��.

Ενότητα 8
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����. ��� �� ����� � ���µµ��� ���������� f ���µ�����µ�� ������ �� ����� µ���µ�����µ�� ��� ���µ�����µ��.
������ ������ Ker f = {~0} ��� Im f = Rn. �����µ� :

Ker f = {(x1, · · · , xn) 2 Rn | f(x1, · · · , xn) = (0, · · · , 0)}
= {(x1, · · · , xn) 2 Rn | (x1, x1 + x2, · · · , x1 + x2 + · · ·+ xn) = (0, 0, · · · , 0)}
= {(x1, · · · , xn) 2 Rn | x1 = 0, x1 + x2 = 0, · · · , x1 + x2 + · · ·+ xn = 0}
= {(x1, · · · , xn) 2 Rn | x1 = x2 = · · · = xn = 0}
= {(0, · · · , 0)}

��� ��� � ���µµ��� ���������� f ����� µ���µ�����µ��. ����� (y1, y2, · · · , yn) 2 Rn. ���� ������� �� ������µ�
(y1, y2 � y1, y3 � y2, · · · , yn � yn�1) 2 Rn ���� ����

f(y1, y2 � y1, y3 � y2, · · · , yn � yn�1) = (y1, y1 + y2 � y1, · · · , y1 + y2 � y1 + y3 � y2 + · · · yn � yn�1)

= (y1, y2, · · · , yn)

��� ��� � f ����� ���µ�����µ��. �������, � ���µµ��� ���������� f ����� ���µ�����µ��. 2

���������� 1. ����� E ��� F ��� K-������µ������ ����� �������µ���� ��������� ��� ���� f : E �! F µ��
���µµ��� ����������. ���� ����µ� ��� ��µ������ ������� ��� ����������:

dimK E = dimKKer f + dimK Im f

�� ��������µ� ��� dimK E = dimK F. ���� ����µ� �� �������� :

(1) �� � f ����� µ���µ�����µ��, ���� � f ����� ���µ�����µ��.
���� � f ����� µ���µ�����µ�� ����µ� Ker f = {~0} ��� ��� dimKKer f = 0. ���µ���� ��� ���

������� ��� ���������� ����µ� ��� dimK E = dimK Im f . ���� ����µ�
⇢

dimK F = dimK Im f
Im f : �������� ��� F

=) Im f = F =) f : ���µ�����µ��

������� � ���µµ��� ���������� f ����� ���µ�����µ��.
(2) �� � f ����� ���µ�����µ��, ���� � f ����� ���µ�����µ��.

���� � f ����� ���µ�����µ�� ����µ� Im f = F ��� ��� dimK Im f = dimK F. ���� ��� ���
������� ��� ���������� ����µ� ��� dimK E = dimKKer f + dimK F ��� dimK E = dimK F. ���µ����
dimKKer f = 0, ������ Ker f = {~0}. ���� � f ����� µ���µ�����µ�� ��� ��� ���µ�����µ��.

���µ���� ���� �������µ��� ������ ����� �� ������µ� ��� � f ����� ���� µ���µ�����µ�� � ���µ�����µ��.
���� ������ ��� � f ����� ���µ�����µ��.

������� 3. ����� f : E �! E µ�� ���µµ��� ����������, ���� � K-������µ������ ����� E ���� �������µ���
��������.

(1) �� ������� ��� � f ����� µ���µ�����µ�� �� ��� µ���� �� � f ������� ���µµ��� ���������� ������
������µ���� �� ���µµ��� ���������� ������ ������µ���� :

C = {~e1, · · ·~ek} : ���µµ��� ���������� ������ =)

f(C) = {f(~e1), · · · f(~ek)} : ���µµ��� ���������� ������

(2) �� ������� ��� � f ����� ���µ�����µ�� �� ��� µ���� �� � f ������� ������� ���� ��� E �� ���� ��� E:

B = {~e1, · · ·~en} : ���� ��� E =) f(B) = {f(~e1), · · · f(~en)} : ���� ��� E
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����. (1) ()) ��������µ� ��� � ���µµ��� ���������� f ����� µ���µ�����µ�� ��� ���� C = {~e1, · · ·~ek}
��� ������ ���µµ��� ����������� ������µ����. �� ������µ� ��� �� ������ f(C) = {f(~e1), · · · f(~ek)}
����� ���µµ��� ����������. �����

�1f(~e1) + · · ·+ �kf(~ek) = ~0

) f(�1~e1 + · · ·+ �k~ek) = ~0 f : ���µµ���

) �1~e1 + · · ·+ �k~ek 2 Ker f = {~0} f : µ���µ�����µ��

) �1~e1 + · · ·+ �k~ek = 0 {~e1, · · · ,~ek} : ���µµ��� ����������

) �1 = · · · = �k = 0

���� �� ������ f(C) = {f(~e1), · · · f(~ek)} ����� ���µµ��� ����������.
(() ��������µ� ��� � f ������� ���µµ��� ���������� ������ ������µ���� �� ���µµ��� ����������

������ ������µ����, ������ �� C = {~e1, · · ·~ek} ����� ��� ������ ���µµ��� ����������� ������µ�-
��� ���� �� ������ f(C) = {f(~e1), · · · f(~ek)} ����� ���µµ��� ����������. �� ������µ� ��� � f �����
µ���µ�����µ��. ����� ~x 2 Ker f , ������ f(~x) = ~0. �� �� ������µ� ~x 6= ~0 ���� �� ������ {~x} �����
���µµ��� ���������� ��� ��� ��� ��� ������� ������ ��� �� ������ {f(~x)} ����� ���µµ��� ����������
��� ��� f(~x) 6= 0. ���� �µ�� ����� ����� ����� �� ������µ� ~x 2 Ker f . ���� �����µ� ��� �� ~x 2 Ker f
���� ~x = ~0. ������� Ker f = {~0}, ������ � f ����� µ���µ�����µ��.

(2) ()) ��������µ� ��� � ���µµ��� ���������� f ����� ���µ�����µ��, ������ � f ����� µ���µ�����µ��
��� ���µ�����µ��. ����� B = {~e1, · · · ,~en} µ�� ���� ��� E. �� ������µ� ��� �� ������ f(B) =
{f(~e1), · · · , f(~en)} ����� ���� ��� E. ���� � f ����� µ���µ�����µ��, ������ ��� �� (1) �������� ���
�� ������ f(B) ����� ���µµ��� ����������. ����� y 2 E. ���� ���� � f ����� ���µ�����µ�� �������
��� ~x 2 E ���� ���� f(~x) = ~y. �� ������ B = {~e1, · · · ,~en} ����� ���� ��� E, ��� �� ~x ��������
~x = �1~e1 + · · ·+ �n~en. ����

~y = f(�1~e1 + · · ·+ �k~ek) = �1f(~e1) + · · ·+ �nf(~en)

) ~y 2 hf(~e1), · · · , f(~en)i
) E = hf(~e1), · · · , f(~en)i = hf(B)i

��� ��� �����µ� ��� �� ������ f(B) ������� ��� E. ���µ���� �� ������ f(B) ����� ���� ��� E.
�����������: ������� ������ ��� �� ������ f(B) ����� ���µµ��� ����������, �� µ�������µ� ��

������µ� ��� �� ������ f(B) ����� ���� ��� E �� ���� : ������ f ����� ���µ�����µ��, ������ ��� :
n = dimK E = dimK F. ��� ��� ���� ������ |f(B)| = n (����� ����������� �������� 1  i 6= j  n
���� ���� : f(~ei) = f(~ej). ���� �µ�� ~ei = ~ej ������ � f ����� µ���µ�����µ��, ���� �� ����� ����� �����
����� �� B ����� ���� ��� E). ��� ������ �����µ� : f(B) ���µµ��� ���������� ��� |f(B)| = dimK F
) f(B) ����� ���� ��� F.

(() ��������µ� ��� ��B = {~e1, · · ·~en} ����� µ�� ���� ���E ���� �� ������ f(B) = {f(~e1), · · · f(~en)}
����� ���� ��� E. �� ������µ� ��� � f ����� ���µ�����µ��.
f µ���µ�����µ��: ����� ~x 2 Ker f ��� ~x = �1~e1 + · · ·+ �n~en. ���� :

f(~x) = ~0 ) f(�1~e1 + · · ·+ �n~en) = ~0

) �1f(~e1) + · · ·+ �nf(~en) = ~0 f : ���µµ���

) �1 = · · · = �n = 0 {f(~e1), · · · , f(~en)} : ���µµ��� ����������

) ~x = ~0

) Ker f = ~0

) f : µ���µ�����µ��

f ���µ�����µ��: ����� ~y 2 E. ���� �� ������ f(B) = {f(~e1), · · · f(~en)} ����� ���� ��� E, ����

~y = �1f(~e1) + · · ·+ �nf(~en) = f(�1~e1 + · · ·+ �n~en) = f(~x)

���� ~x = �1~e1 + · · ·+ �n~en 2 E. ������� � f ����� ���µ�����µ��.
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���µ���� ����µ� ��� � f ����� ���µ�����µ��.
�����������: ������� ������ ��� � f ����� µ���µ�����µ��, �� µ�������µ� �� ������µ� ��� � f �����

���µ�����µ�� �� ���� : ������ �� ������ f(B) ����� ���� ��� F ������ ��� : n = dimK E = dimK F.
��� ��� ���� ������ � ��µ������� ������� ���������� ����� ��� : n = dimK E = dimK Im f . ������
Im f ����� �������� ��� F ��� dimK Im f = dimK F, ��� ������ �����µ� ������ ��� Im f = F,
������ � f ����� ���µ�����µ��. 2

������� 4. �� ������� ������ ��� ��� ������ Ker f ��� ��� ������ Im f ��� ���µµ���� ����������� :

f : R3 ! R3, f(x, y, z) = (x+ 2y, y � x, x+ 2z)

����. ����� (x, y, z) 2 R3. ���� : (x, y, z) 2 Ker f �� ��� µ���� �� :

f(x, y, z) = (0, 0, 0) () (x+ 2y, y � x, x+ 2z) = (0, 0, 0) () x = y = z = 0

������� Ker f = {~0} ��� ��� � f ����� µ���µ�����µ�� ��� ��� �� ���� ������ {;} ����� ���� ��� ������
Ker f ��� f .

������ �� ������ B =
�
~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)

 
, �� ���� ��� R3, ������� ��� R3,

������ ��� �� ������ f(B) =
�
f(~e1), f(~e2), f(~e3)

 
������� ��� ������ Im f ��� f . ����� :

Im f = hf(1, 0, 0), f(0, 1, 0), f(0, 0, 1)i = h(1,�1, 1), (2, 1, 0), (0, 0, 2)i

��� ������

1 �1 1
2 1 0
0 0 2

������
= 6 6= 0

��� ��� �� ���µ��µ��� (1,�1, 1), (2, 1, 0), (0, 0, 2) ����� ���µµ��� ����������. ���µ����, �� ������ ���
������µ���� {(1,�1, 1), (2, 1, 0), (0, 0, 2)} �������� ���� ��� ������� Im f ��� f . �� ��µ������µ� ��� ��� ���
���������� 1 ������ ��� � f ����� ���µ�����µ��. 2

������� 5. ������µ� �� ���µµ��� ���������� :

f : R4 �! R3, f(x, y, z, w) = (x� z + 2w,�2x+ y + 2z, y + 4w)

(1) �� ������� ������ ��� ��� ������ Ker f ��� ��� ������ Im f ��� f .
(2) �� ������� ��� �� ������µ� (1, 3,) 2 Im f ,  = 5.
(3) ���� ������� ������ �� ����������� �� a, b 2 R ���� ���� (1, a, 1, b) 2 Ker f ;

����. (1) ����� (x, y, z, w) 2 R4. ���� : (x, y, z, w) 2 Ker f �� ��� µ���� �� :

f(x, y, z, w) = (0, 0, 0) () (x� z + 2w,�2x+ y + 2z, y + 4w) = (0, 0, 0) ()

8
<

:

x� z + 2w = 0
�2x+ y + 2z = 0
y + 4w = 0

���
0

@
1 0 �1 2

�2 1 2 0
0 1 0 4

1

A �2!�2+2�1 //

0

@
1 0 �1 2
0 1 0 4
0 1 0 4

1

A �3!�3��2 //

0

@
1 0 �1 2
0 1 0 4
0 0 0 0

1

A

��� ��� ���������µ� ��� �����µ� :
⇢

x� z + 2w = 0
y + 4w = 0

)
⇢

x = z � 2w
y = �4w
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������� � ������� ��� f �����

Ker f = {(x, y, z, w) 2 R4 | f(x, y, z, w) = (0, 0, 0)}
= {(x, y, z, w) 2 R4 | x = z � 2w ��� y = �4w}
= {(z � 2w,�4w, z, w) 2 R4 | z, w 2 R}
= {z(1, 0, 1, 0) + w(�2,�4, 0, 1) 2 R4 | z, w 2 R}
= h(1, 0, 1, 0), (�2,�4, 0, 1)i

����� �1(1, 0, 1, 0) + �2(�2,�4, 0, 1) = (0, 0, 0, 0). ����

(�1 � 2�2,�4�2,�1,�2) = (0, 0, 0, 0) ) �1 = �2 = 0

��� ��� �� ������µ��� (1, 0, 1, 0), (�2,�4, 0, 1) ����� ���µµ��� ����������. ���µ���� �� ������
{(1, 0, 1, 0), (�2,�4, 0, 1)} �������� ���� ��� Ker f .

������ �� ������ B =
�
~e1 = (1, 0, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0, 0), ~e3 = (0, 0, 1, 0), ~e4 = (0, 0, 0, 1)

 
, ��

���� ��� R4, ������� ��� R4, ������ ��� �� ������ f(B) =
�
f(~e1), f(~e2), f(~e3), f(~e4)

 
������� ���

������ Im f ��� f . ����� :

Im f = hf(1, 0, 0, 0), f(0, 1, 0, 0), f(0, 0, 1, 0), f(0, 0, 0, 1)i
= h(1,�2, 0), (0, 1, 1), (�1, 2, 0), (2, 0, 4)i
= h(1,�2, 0), (0, 1, 1), (2, 0, 4)i

����� (1,�2, 0) + �(0, 1, 1) + µ(2, 0, 4) = (0, 0, 0). ����

(+ 2µ,�2+ �,�+ 4µ) = (0, 0, 0) )

8
<

:

+ 2µ = 0
�2+ � = 0
�+ 4µ = 0

)  = �2µ ��� � = �4µ

�� �����µ� ���� ���� �� ������ ���� : (�2µ,�4µ, µ) ���� µ 2 R ��� ���µ����, ��� µ = 1, �� ����µ�
µ�� ����� ���µµ���� ��������� :

�2(1,�2, 0)� 4(0, 1, 1) + (2, 0, 4) = (0, 0, 0) ) (2, 0, 4) 2 h(1,�2, 0), (0, 1, 1)i

�������

Im f = h(1,�2, 0), (0, 1, 1)i
��� ������ �����������µ� ��� �� ������µ��� (1,�2, 0), (0, 1, 1) ����� ���µµ��� ����������. ���� ��
������ {(1,�2, 0), (0, 1, 1)} �������� ���� ��� ������� Im f ��� f .

(2) ��� �� �������µ��� �����µ� ��������µ� ��� �� ������ {(1,�2, 0), (0, 1, 1)} �������� ���� ��� �������
Im f ��� f . ������� �� ������µ� (1, 3,) 2 Im f �� ��� µ��� �� �������� �1,�2 2 R ���� ����

�1(1,�2, 0) + �2(0, 1, 1) = (1, 3,) ) (�1,�2�1 + �2,�2) = (1, 3,)

���� ����µ� �1 = 1, �2 =  ���

�2�1 + �2 = 3 ) �2 = 3 + 2�1 = 5 )  = 5

���µ���� �����µ� ��� (1, 3,) 2 Im f �� ��� µ��� ��  = 5.
(3) ��� �� �����µ� (1) ��������µ� ��� �� ������ {(1, 0, 1, 0), (�2,�4, 0, 1)} �������� ���� ��� Ker f .

���µ���� �� ������µ� (1, a, 1, b) 2 Ker f �� ��� µ��� �� �������� �1,�2 2 R ���� ����

�1(1, 0, 1, 0) + �2(�2,�4, 0, 1) = (1, a, 1, b) ) (�1 � 2�2,�4�2,�1,�2) = (1, a, 1, b)

) a = b = 0

���� ��� a = b = 0 �� ������µ� (1, a, 1, b) 2 Ker f . 2
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������� 6. ����� f : E �! E µ�� ���µµ��� ����������, ���� dimK E < 1. ����� ��� fn = ~0 ��� fn�1 6= 0.
�� ~x 2 E, �� ������� ��� fn�1(~x) 6= ~0 �� ��� µ��� �� �� ������

�
~x, f(~x), · · · , fn�1(~x)

 

����� ���µµ��� ����������.

����. �� �� ������
�
~x, f(~x), · · · , fn�1(~x)

 
����� ���µµ��� ���������� ���� ����µ� ��� fn�1(~x) 6= ~0.

����� ~x 2 E ���� ���� fn�1(~x) 6= ~0. �� ������µ� ��� �� ������
�
~x, f(~x), · · · , fn�1(~x)

 
����� ���µµ���

����������. ����� �0~x + �1f(~x) + · · · + �n�1fn�1(~x) = ~0. ����µ������� ��������� ��� f ���� ��������
����� ��� ��µ�������� ��� ���� ��� fn = 0 ��� fn�1(~x) 6= ~0, �� ����µ� :

�0~x+ �1f(~x) + · · ·+ �n�1f
n�1(~x) = ~0 (⇤)

) �0f(~x) + �1f
2(~x) + · · ·+ �n�2f

n�1(~x) + �n�1f
n(~x) = ~0

) �0f(~x) + �1f
2(~x) + · · ·+ �n�2f

n�1(~x) +~0 = ~0

) �0f
2(~x) + �1f

3(~x) + · · ·+ �n�3f
n�1(~x) + �n�2f

n(~x) = ~0

) �0f
2(~x) + �1f

3(~x) + · · ·+ �n�3f
n�1(~x) +~0 = ~0

) �0f
3(~x) + �1f

4(~x) + · · ·+ �n�4f
n�1(~x) + �n�3f

n(~x) = ~0

) �0f
3(~x) + �1f

4(~x) + · · ·+ �n�4f
n�1(~x) +~0 = ~0

...

) �0f
n�2(~x) + �1f

n�1(~x) + �2f
n(~x) = ~0

) �0f
n�2(~x) + �1f

n�1(~x) +~0 = ~0

) �0f
n�1(~x) + �1f

n(~x) = ~0

) �0f
n�1(~x) +~0 = ~0

) �0f
n�1(~x) = ~0

) �0 = 0 ���� fn�1(~x) 6= ~0

���� ��� �� ����� (⇤) ����µ�

�1f(~x) + · · ·+ �n�1f
n�1(~x) = ~0

��� �� ����������µ� ���� ��� �������� ���������� ����
⇢

�1fn�1(~x) = ~0
fn�1(~x) 6= ~0

) �1 = 0

������������ µ� ��� ���� ����� ������ ��� �1 = · · · = �n�1 = 0 ��� ��� �� ������
�
~x, f(~x), · · · , fn�1(~x)

 

����� ���µµ��� ����������. 2

������� 7. ������µ� ��� 2⇥ 2 ������ ����µ������ ����µ��

A =

✓
1 0

�1 1

◆

��� ���� � ���µµ��� ����������

f : M2⇥2(R) �! M2⇥2(R), f(M) = AM �MA

�� ������� ������ ��� ��� ������ Ker f ��� ��� ������ Im f ��� f .
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����. ����� M =

✓
a b
c d

◆
2 M2⇥2(R). ����

f(M) = AM �MA ) f(

✓
a b
c d

◆
) =

✓
1 0

�1 1

◆✓
a b
c d

◆
�
✓
a b
c d

◆✓
1 0

�1 1

◆

=

✓
a b

�a+ c �b+ d

◆
�
✓
a� b b
c� d d

◆

=

✓
b 0

�a+ d �b

◆

���� : M =

✓
a b
c d

◆
2 Ker f �� ��� µ���� �� :

f(M) = 0 ()
✓

b 0
�a+ d �b

◆
=

✓
0 0
0 0

◆
()

⇢
b = 0
a = d

��� ��� � ������� ��� f �����

Ker f =
n✓a b

c d

◆
2 M2⇥2(R) | f(

✓
a b
c d

◆
) =

✓
0 0
0 0

◆o

=
n✓a b

c d

◆
2 M2⇥2(R) | b = 0 ��� a = d

o

=
n✓a 0

c a

◆
2 M2⇥2(R) | a, c 2 R

o

=
n
a

✓
1 0
0 1

◆
+ c

✓
0 0
1 0

◆
2 M2⇥2(R) | a, c 2 R

o

=
D✓1 0

0 1

◆
,

✓
0 0
1 0

◆E

�����µ� A =

✓
1 0
0 1

◆
��� B =

✓
0 0
1 0

◆
. ������ �����������µ� ��� �� ������µ��� A,B ����� ���µµ���

���������� ��� ��� �� ������ {A,B} ����� ���� ��� ������ Ker f ��� f . ��� ��� ������ ��� f ����µ� :

f(

✓
1 0
0 0

◆
) =

✓
0 0

�1 0

◆
, f(

✓
0 1
0 0

◆
) =

✓
1 0
0 �1

◆
, f(

✓
0 0
1 0

◆
) =

✓
0 0
0 0

◆
, f(

✓
0 0
0 1

◆
) =

✓
0 0
1 0

◆

��� ���

Im f =
D✓ 0 0

�1 0

◆
,

✓
1 0
0 �1

◆
,

✓
0 0
1 0

◆E
=
D✓1 0

0 �1

◆
,

✓
0 0
1 0

◆E

�����µ� � =

✓
1 0
0 �1

◆
��� � =

✓
0 0
1 0

◆
. ���� ���� �� ������µ��� �,� ����� ���µµ��� ����������, ������

��� �� ������ {�,�} ����� ���� ��� ������� Im f ��� f . 2

������� 8. ������µ� �� ����

B := {~e1 = 1, ~e2 = t, ~e3 = t2}
��� R2[t] ��� �� ������µ���

~w1 = 1 + t, ~w2 = 3� t2, ~w3 = 4 + 2t� 3t2

��� R2[t]. �� ������������� � µ������� ���µµ��� ���������� f : R2[t] �! R2[t] ���� ���� : f(~ei) = ~wi,
1  i  3. ��������� �� ��������� �� � f ����� ���µ�����µ��. �� � f ��� ����� ���µ�����µ�� �� �������
������ ��� ��� ������ Ker f ��� ��� ������ Im f ��� f .
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����. ����� P (t) = a+ bt+ ct2 2 R2[t]. ���� ����µ�

f(a+ bt+ ct2) = af(1) + bf(t) + cf(t2)

= a(1 + t) + b(3� t2) + c(4 + 2t� 3t2)

= a+ at+ 3b� bt2 + 4c+ 2ct� 3ct2

= (a+ 3b+ 4c) + (a+ 2c)t+ (�b� 3c)t2

���µ���� � f �������� �� ��������� :

f : R2[t] �! R2[t], a+ bt+ ct2 7�! f(a+ bt+ ct2) = (a+ 3b+ 4c) + (a+ 2c)t+ (�b� 3c)t2

����� P (t) = a+ bt+ ct2 2 R2[t]. ���� : P (t) 2 Ker f �� ��� µ���� �� :

f(P (t)) = 0 () (a+ 3b+ 4c) + (a+ 2c)t+ (�b� 3c)t2 = 0 + 0t+ 0t2 ()

8
<

:

a+ 3b+ 4c = 0
a+ 2c = 0
�b� 3c = 0

���� b = �3c, a = �2c ��� ��� �2c+ 3(�3c) + 4c = 0 ) c = 0. ���µ���� ����µ� a = b = c = 0. �������
� ������� ��� f ����� Ker f = {~0} ��� ��� � ���µµ��� ���������� f ����� µ���µ�����µ��. ��� ��� �������
��� ���������� ����µ� :

dimR R2[t] = dimRKer f + dimR Im f ) 3 = 0 + dimR Im f )
⇢

dimR Im f = 3
Im f : �������� ��� R2[t]

) Im f = R2[t]

) f : ���µ�����µ��

���µ���� � ���µµ��� ���������� f ����� ���µ�����µ��. 2



������� 1. ����� A 2 Mn⇥n(K) ���� n⇥ n ������� ��� adj(A) � ��µ�����µ������ ��� A.
(1) adj(A) = O () r(A) < n� 1.
(2) r(A) = n =) r(adj(A)) = n.
(3) r(A) < n� 1 =) r(adj(A)) = 0.
(4) r(A) = n� 1 =) r(adj(A)) = 1.

����. (1) ��� ��� ����µ� ��� ��µ�����µ������ ������ adj(A) ��� A ����µ� ��� adj(A) = O �� ��� µ��� ��
���� �� ��������� ��������� ����� n � 1 ����� ���� µ� 0. ���µ���� ����µ� �������µ� ��� r(A) < n � 1
���� ��� ������ �����µ� ��������µ� ��� r(A) < k �� ��� µ��� �� ������� �������� �������� �����
k 6= 0 ��� ���� �� ��������� ��������� ����� µ���������� ��� k ����� ���� µ� 0.

(2) ����� r(A) = n. ���� |A| 6= 0, ������ � ������� A ����� ����������µ��. ��µ�� ��� ��� �������� ����� :

A · adj(A) = |A| · In = adj(A) ·A
������ ��� |adj(A)| 6= 0 ��� ��� � adj(A) ���� µ������ ���µ���, ������ : r(adj(A)) = n.

(3) �� r(A) < n� 1 ���� ��� �� (1) ����µ� ��� adj(A) = O ��� ��� r(adj(A)) = 0.
(4) ����� r(A) = n�1. ���� |A| = 0 ���� r(A) < n. ������� ��� �� ����� A ·adj(A) = |A| ·In = adj(A) ·A

����µ�
A · adj(A) = 0 = adj(A) ·A (⇤)

�����µ� B = adj(A) ��� ������µ� ��� �������� ������������ :

Kn
fA // Kn

fB // Kn , fA(X) = A ·X ��� fB(X) = B ·X
����

fB·A(X) = B ·A ·X = B · (A ·X) = B · (fA(X)) = fB(fA(X)) = (fB � fA)(X)

=) fB·A = fB � fA
��� ��� ��� �� ����� (⇤) ����µ�

fB � fA = 0

����� Y 2 Im fA. ���� Y = fA(X) ��� ��� ��� �������� ����� ����µ� fB(fA(X)) = 0. ����
Y = fA(X) 2 Ker fB ��� ���µ����

Im fA ✓ Ker fB
���� ��� ��� �������� ����� ����µ�

dimK Im fA  dimKKer fB = dimK Kn � dimK Im fB

=) r(A)  n� r(B)

=) r(A) + r(B)  n

=) n� 1 + r(B)  n

=) r(B)  1

����� ��� r(B) = 0. ���� B = adj(A) = O ��� ��� ��� �� (1) ����µ� r(A) < n � 1, ��� ����� �����.
���µ���� r(B) = r(adj(A)) = 1. 2

� ���� ���� �������� ��� (4) ���� ������� 1 ����� � ����� ��� ���� ����������� ��������µ���� ��� ���������
���� ���µ��� �������� :

Ενότητα 9



2

������� 2. ����� �� ���µµ���� ������������

E
g // F

f // G ,

µ����� K-������µ������ ����� �������µ���� ���������. �� f � g = 0, ���� :

(1) Im g ✓ Ker f .
(2) r(f) + r(g)  dimKF.
(3) r(f) + r(g) = dimKF �� ��� µ���� �� Im g = Ker f .

����. (1) ����� ~y 2 Im g. ���� ~y = g(~x) ��� ��� �����µ��������� ��� f �g = 0, �� ����µ� f(~y) = f(g(~x)) = ~0.
���� ~y 2 Ker f ��� ���µ����

Im g ✓ Ker f

(2) �����µ��������� ��� �������� ����� ����µ�

dimK Im g  dimKKer f = dimKF � dimK Im f

=) r(g)  dimKF � r(f)

=) r(f) + r(g)  dimKF

(3) ���������µ� ��� � ��������� ��� (2) ����� ������� �� ��� µ���� �� dimK Im g = dimKKer f . ������ ���
�� (1) ������ Im g ✓ Ker f , ���� ����� �������µ� µ� �� ��� : Im g = Ker f .

������� 3. ����� f, g : E �! F ��� h : F �! G ���µµ���� ������������ µ����� K-������µ������ �����
�������µ���� ���������, ��� 0 6= k 2 K. �� ������� ��� :

(1) r(f) = r(f).
(2) |r(f)� r(g)|  r(f + g)  r(f) + r(g).
(3) r(h � f)  min

�
r(f), r(h)

 
.

����. (1) ����� ~y 2 Im f . ���� ~y = f(~x) ��� ������ ~x 2 E. ���� k 6= 0 ��� f ���µµ��� ����µ� :

~y = f(~x) = f(1~x) = f(k
1

k
~x) = kf(

1

k
~x) =) ~y 2 Im (kf)

���� Im f ✓ Im (kf). ����������, �� ~y 2 Im kf ����

~y = (kf)(~x) = kf(~x) = f(k~x) =) ~y 2 Im f

���µ���� ����µ� Im (kf) ✓ Im (f) ��� ��� Im (kf) = Im f . ���� ����������� ���

r(f) = dimK Im (kf) = dimK Im f = r(f)

��� ��� ����µ� �� �����µ���.
(2) ����� ~y 2 Im (f + g). ���� ~y = (f + g)(~x) = f(~x) + g(~x) ��� ������ ~x 2 E ��� ��� ~y 2 Im f + Im g.

���� Im (f + g) ✓ Im f + Im g. ���� ����µ� :

r(f + g)  dimK(Im f + Im g) = dimK Im f + dimK Im g � dimK(Im f \ Im g)

) r(f + g)  r(f) + r(g)� dimK(Im f \ Im g)

) r(f + g)  r(f) + r(g) (⇤)

��� �� ����� (⇤) ����µ�
⇢

r(f) = r((f + g) + (�g))  r(f + g) + r(�g) = r(f + g) + r(g) =) r(f)� r(g)  r(f + g)
r(g) = r((f + g) + (�f))  r(f + g) + r(�f) = r(f + g) + r(f) =) r(g)� r(f)  r(f + g)

��� ���

|r(f)� r(g)|  r(f + g) (⇤⇤)
��� ��� ������� (⇤) ��� (⇤⇤) ������ ��� |r(f)� r(g)|  r(f + g)  r(f) + r(g).

(3) ������ ����µ� Im (h � f) ✓ Imh ��� ���

r(h � f)  r(h) (1)
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������ ������, ���� µ�����µ� �� ���µ� ������, ������ Ker f ✓ Ker (h � f), ������ ��� dimKKer f 
dimKKer (h � f). ���� ��� ��� ��������� ��� ���������� ��� ��� f : E �! F ��� ��� ������� h �
f : E �! G ����µ� :

⇢
dimKE = dimKKer f + r(f)
dimKE = dimKKer (h � f) + r(h � f) =) r(f)� r(h � f) = dimKKer (h � f)� dimKKer f � 0

=) r(f) � r(h � f) (2)

���µ���� ��� ��� ������� (1) ��� (2) ����µ� : r(h � f)  min
�
r(f), r(h)

 
. 2

������� 4. �� ������� �� ��µ�� ��� � 2 R, ��� ��� ������ �� ���µµ��� �����µ�
8
<

:

�x+ (3�+ 4)y + 2(�+ 1)z = 0
�x+ (4�+ 2)y + (�+ 4)z = 0
2x+ (3�+ 4)y + 3�z = 0

����� ��µ�������, ��� ��������� �� �����.

����. � ������� ��� �����µ���� �����

A =

0

@
� 3�+ 4 2(�+ 1)
� 4�+ 2 �+ 4
2 3�+ 4 3�

1

A

�����µ� :

|A| =

������

� 3�+ 4 2(�+ 1)
� 4�+ 2 �+ 4
2 3�+ 4 3�

������
⌃1!⌃1+⌃2+⌃3

������

6�+ 6 3�+ 4 2(�+ 1)
6�+ 6 4�+ 2 �+ 4
6�+ 6 3�+ 4 3�

������

= 6(�+ 1)

������

1 3�+ 4 2(�+ 1)
1 4�+ 2 �+ 4
1 3�+ 4 3�

������
�2!�2��1

�3!�3��1
6(�+ 1)

������

1 3�+ 4 2(�+ 1)
0 �� 2 ��+ 2
0 0 �� 2

������
= 6(�+ 1)(�� 2)2

(1) ��� � 6= 1, � 6= 2 ����µ� |A| 6= 0 ��� ��� �� �����µ� ����� Cramer. ������� ���� µ������� ���� ��
µ������� ���� ����� �µ������.

(2) ����� � = �1. ���� ����µ� �� �����µ� :

(⌃)

8
<

:

�x+ y = 0
�x� 2y + 3z = 0
2x+ y � 3z = 0

��� A =

0

@
�1 1 0
�1 �2 3
2 1 �3

1

A

� ���µ��� ��� ������ A ����� r(A) = 2 ����
����
�1 1
�1 �2

���� = 3 6= 0

������� �� (⌃) ����� �������µ� µ� �� �������� �����µ� :
⇢

�x+ y = 0
�x� 2y = �3z

=) x = y = z

�����µ� z = t 2 R. ���� ����µ� �� ������ ���� :
8
<

:

x = t
y = t
z = t

, t 2 R

(3) ����� � = 2. ���� ����µ� �� �����µ� :

(⌃)

8
<

:

2x+ 10y + 6z = 0
2x+ 10y + 6z = 0
2x+ 10y + 6z = 0

��� A =

0

@
2 10 6
2 10 6
2 10 6

1

A

�������� � ���µ��� ��� ������ A ����� r(A) = 1 ��� �������� ����µ� x = �5y � 3z. �����µ� y = 
��� z = �. ���� ����µ� �� ������ ���� : {(�5� 3�,,�) | ,� 2 R}. 2
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������� 5. �� � 2 R, �� ����� �� �������� �����µ� :

(⌃) :

8
>><

>>:

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 � x6 = 0
x2 + x5 � x6 = 1
x1 + 2x2 + x3 + x4 + 2x5 � 2x6 + x7 = 1
x1 + x3 + x4 = ��

����. � ������� ��� �����µ���� (⌃) �����

A =

0

BB@

1 1 1 1 1 �1 0
0 1 0 0 1 �1 0
1 2 1 1 2 �2 1
1 0 1 1 0 0 0

1

CCA ��� B =

0

BB@

0
1
1

��

1

CCA

��� ��� �����, ������� ��� ����µ� ����� ��� ������ A ����µ�
������

1 1 0
0 1 0
1 2 1

������
= 1 6= 0

��� ��������

1 1 0 1
0 1 0 0
1 2 1 1
1 0 0 1

��������
=

��������

1 1 0 1
0 1 0 1
1 2 1 2
1 0 0 0

��������
=

��������

1 1 0 �1
0 1 0 �1
1 2 1 �2
1 0 0 0

��������
= 0

������� �����µ� µ�� �������� ����� 3 ������� ��� 0 ���� ���� ���� �� ��������� ��������� ��������� ����� 4
��� ��� ����������� ����� 0. ���� � ���µ��� ��� ������ A ����� r(A) = 3. ���� �������� �� ����µ� ��� ���µ���
��� ������µ���� ������ (A|B). �����µ� :

(A|B) =

0

BB@

1 1 1 1 1 �1 0 0
0 1 0 0 1 �1 0 1
1 2 1 1 2 �2 1 1
1 0 1 1 0 0 0 ��

1

CCA
�3!�3��1

�4!�4��1

//

0

BB@

1 1 1 1 1 �1 0 0
0 1 0 0 1 �1 0 1
0 1 0 0 1 �1 1 1
0 �1 0 0 �1 1 0 ��

1

CCA

�3!�3��2

�4!�4+�2

//

0

BB@

1 1 1 1 1 �1 0 0
0 1 0 0 1 �1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1� �

1

CCA

���������µ� ��� �������� ����������� :

(1) �� � 6= 1 ���� � ���µ��� ��� ������µ���� ������ (A|B) ����� r(A|B) = 4 �����
��������

1 �1 0 0
0 �1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1� �

��������
= �(1� �) 6= 0

���� ���� ��������� ���� ����µ�

r(A) = 3 6= 4 = r(A|B)

��� ���µ���� �� �����µ� (⌃) ��� ����� ��µ�������.
(2) ����� � = 1. ���� r(A|B) = 3 ����

������

1 �1 0
0 �1 0
0 0 1

������
= �1 6= 0

��� ���� �� ��������� ��������� ����� 4 ��� ��� ����������� ����� 0. ������� ����µ� r(A) = 3 = r(A|B)
��� ��� �� (⌃) ����� ��µ�������. ����� ⇤(⌃0) � �������� ��� ������ ��� ����������� �µ������� (⌃0).
���� �� ����µ� dimR ⇤(⌃0) = 7 � r(A) = 7 � 3 = 4 ����µ������ ���� ������. �����µ� x3 = p, x4 = q,
x5 = r ��� x6 = s ���� p, q, r, s 2 R. ���� �� (⌃) ����� �������µ� µ� �� �������� �����µ� :

8
<

:

x1 + x2 = �p� q � r + s
x2 = 1� r + s

x1 + 2x2 + x7 = 1� p� q � 2r + 2s
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���� ��������������� ��� x2 = 1� r + s ��� ����� ������� �������µ� ��� x1 = �1� p� q ��� ��� ���
��������� ������� ������ ��� x7 = 0. ���µ���� � ������ ���� ��� �����µ���� (⌃) �����

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

x1 = �1� p� q
x2 = 1� r + s
x3 = p
x4 = q p, q, r, s 2 R

x5 = r
x6 = s
x7 = 0

2

������� 6. �� ↵,�, � 2 R, �� ����� �� �����µ� :

(⌃) :

8
<

:

↵x+ y + z = ↵
x+ �y + z = �
x+ y + �z = �

����. � ������� ��� �����µ���� (⌃) �����

A =

0

@
↵ 1 1
1 � 1
1 1 �

1

A

��� ������ ����������µ� ��� � �������� ��� ������ A ����� |A| = ↵���↵����+2. ���������µ� ��� ��������
����������� ��������� µ� ��� ��µ�� ��� µ����� �� ����� � ���µ��� ��� ������ A.

(1) r(A) = 3: �� � ���µ��� ��� ������ A ����� ��� µ� 3 ���� �������µ� ����µ� |A| 6= 0. ������� �� �����µ�
����� Cramer ��� ��� ����µ� µ������� ���� :

x =
↵�� � 2�� + � + � � ↵

|A| , y =
↵�� � 2↵� + ↵+ � � �

|A| , z =
↵�� � 2↵� + ↵+ � � �

|A|
(2) r(A) = 1: � ������� A ���� ���µ��� ��� µ� 1 �� ��� µ��� ��

����
1 �
1 1

���� =
����
1 1
1 �

���� =
����
↵ 1
1 1

���� = 0 () ↵ = � = � = 1

������ �����������µ� ��� ����� �� �������µ� µ��� ��� �������� ��������� ���� r(A) = 1. ���� ��
�����µ� ����� �������µ� µ� ��� ������� x+ y + z = 1 ��� ������ � ������ ���� ����� :

x = 1� � �, y = , z = �, ,� 2 R

(3) r(A) = 2:
(��) �� ↵ = � = � = 1 ���� ��� �� (2) � ���µ��� ��� ������ A ����� r(A) = 1, �� ����� ����� �����.
(��) ����� ↵ 6= 1, � 6= 1, � 6= 1 ��� �� ��������µ� ��� �� (⌃) ����� ��µ�������. ���� r(A|B) = 2 = r(A)

���� � ������µ���� ������� ��� A �����

(A|B) =

0

@
↵ 1 1 ↵
1 � 1 �
1 1 � �

1

A

���� � �������� ����
1 �
1 1

���� 6= 0

���� �� � 6= 1, ��� ��� ���� �� ��������� ��������� ��� ��� ����������� �� ������ �� ����� ���� µ�
0, ������ : ������

↵ 1 1
1 � 1
1 1 �

������
= 0 =

������

↵ 1 ↵
1 � �
1 1 �

������
������������� ��� �������� ��������� ����µ� :

⇢
↵�� � ↵� � � � + 2 = 0
↵�� + ↵+ � � � � 2↵�
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��� ��� ����� ������� ����µ� ↵�� = ↵+�+ �� 2 ��� ��������������� ���� ������� ���������µ�
���� ������� :

↵+ � � ↵� = 1 =) (↵� 1)(1� �) = 0 =) ↵ = 1 � � = 1

��� ����� ����� ��� ��� ������� µ��. ���� ��� ������� �� ↵, � ��� � �� ����� ������� ��� 1 ���� �
���µ��� ����� r(A) = 2.

(��) ����� ↵ = 1, � 6= 1, � 6= 1. ����

|A| = ↵�� � ↵� � � � + 2
↵=1 +3 (� � 1)(� � 1) = 0

��� ��� � = 1 � � = 1, ��� ����� ����� ��� ��� ������� ��� ��������µ�. ���µ���� ����������� ���
µ��� ��� ��� �� ↵,� ��� � ����� µ���� ���� ��������µ� �� �����. ����µ��� ���������µ� �� �����
�� ↵ 6= 1, � = 1, � 6= 1 � ↵ 6= 1, � 6= 1, � = 1.

(��) ��������µ� ��� µ��� ��� ��� �� ↵,� ��� � ����� ��� µ� 1. ����� ↵ 6= 1, � = 1, � = 1. ���� ����µ�
�� �����µ� : ⇢

↵x+ y + z = ↵
x+ y + z = 1

��� ���������µ� ��� ����
↵ 1
1 1

���� = ↵� 1 6= 0

���� �� �������� �����µ� ����� �������µ� µ� �� ���� :
⇢

↵x+ y = ↵� z
x+ y = 1� z

��� ����� �����µ� Cramer �� ���� �� x ��� y. ���� ������ �������µ� ��� � ������ ���� ���
�����µ���� ����� : x = 1, y = �, z = ,  2 R. ����µ��� ������µ���� �� ↵ = 1, � 6= 1, � = 1
� ↵ = 1, � = 1, � 6= 1. 2

������� 7. �� ����� �� �����µ� (� 2 R):
8
<

:

x� y + z = 3
x+ y + �z = 1
x+ �y + z = �

����. � ������� ��� �����µ���� (⌃) �����

A =

0

@
1 �1 1
1 1 �
1 � 1

1

A ��� B =

0

@
3
1
�

1

A

�����µ�

|A| =

������

1 �1 1
1 1 �
1 � 1

������
�2!�2��1

�3!�3��1

������

1 �1 1
0 2 �� 1
0 �+ 1 0

������
= �(�+ 1)(�� 1)

(1) ��� � 6= 1 ��� � 6= �1 ����µ� |A| 6= 0 ��� ��� �� �����µ� ����� Cramer. ������� ����µ� µ������� ���� :

x =

������

3 �1 1
1 1 �
� � 1

������
�(�+ 1)(�� 1)

= · · · = 4

y =

������

1 3 1
1 1 �
1 � 1

������
�(�+ 1)(�� 1)

= · · · = �� 3

�+ 1

z =

������

1 �1 3
1 1 1
1 � �

������
�(�+ 1)(�� 1)

= · · · = � 4

(�+ 1)
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(2) ����� � = 1. ���� ����µ� �� �����µ�

(⌃)

8
<

:

x� y + z = 3
x+ y + z = 1
x+ y + z = 1

����

A =

0

@
1 �1 1
1 1 1
1 1 1

1

A ��� B =

0

@
3
1
1

1

A

� ���µ��� ��� ������ A ����� r(A) = 2 ����� ������� µ�� �������� ����� ��� ����������� ��� µ������ :
����
1 �1
1 1

���� = 2 6= 0

������, � ���µ��� ��� ������µ���� ������ (A|B) ����� r(A|B) = 2 �����

����
1 �1
1 1

���� = 2 6= 0 ���

������

1 �1 1
1 1 1
1 1 1

������
= 0 =

������

1 �1 3
1 1 1
1 1 1

������
= 0

���µ���� �� �����µ� (⌃) ����� ��µ������� ���� r(A) = r(A|B) ��� ��� �� (⌃) ����� �������µ� µ� ��
�������� �����µ� :

⇢
x� y = 3� z
x+ y = 1� z

=) 2x = 4� 2z =) x = 2� z =) y = �1

�����µ� z = t 2 R. ���� � ������ ���� ��� (⌃) �����
8
<

:

x = 2� t
y = �1
z = t

(3) ����� � = �1. ���� ����µ� �� �����µ�

(⌃)

8
<

:

x� y + z = 3
x+ y � z = 1
x� y + z = �1

���� ���������µ� ��� ��� ����� ��� ����� ������� ��� �� �����µ� ����� �������. 2

������� 8. ���� �� �����µ� 8
<

:

x+ 5y � 2z + 6w = 
4x� 3y + 7z + 12w = �
5x� 44y + 35z � 6w = µ

����� ��µ������� ;

����. � ������� ��� � ������µ���� ������� ��� �����µ���� �����

A =

0

@
1 5 �2 6
4 �3 7 12
5 �44 35 �6

1

A ��� (A|B) =

0

@
1 5 �2 6 
4 �3 7 12 �
5 �44 35 �6 µ

1

A

�� �����µ� ����� ��µ������� �� ��� µ��� �� r(A) = r(A|B). � ���µ��� ��� ������ A ����� r(A) = 2 �����
������� µ�� �������� ����� ��� ����������� ��� µ������ :

����
1 5
4 �3

���� = �23 6= 0

��� �� ��������� ������ ����� ��� ��� ����������� ����� µ����, ������
������

1 5 �2
4 �3 7
5 �44 35

������
= 0 =

������

1 5 6
4 �3 12
5 �44 �6

������
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������� ��� �� ������ r(A) = r(A|B) �� ������
������

1 5 
4 �3 �
5 �44 µ

������
= 0 () �µ+ 3�� 7 = 0

���� �� �����µ� ����� ��µ������� �� ��� µ��� �� �µ+ 3�� 7 = 0. 2



������� 1. ����� B = {~e1,~e2,~e3,~e4} � �������� ���� ��� R
4 ��� B0 � ����

B0 = {~"1 = ~e1 + ~e4, ~"2 = ~e1 + 3~e2, ~"3 = 3~e1 + ~e2, ~"4 = ~e1 + ~e2 + ~e3 + ~e4}
����� f : R

4 �! R
4 � µ������� ���µµ��� ���������� ���� ���� : f(~"1) = 3~"2, f(~"2) = 7~"4, f(~"3) = ~"1 + ~"3

��� f(~"4) = ~"1 � 5~"3. �� ������ � ������� MB
B (f).

����. �����µ� ��� �������� ���� B = {~e1 = (1, 0, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0, 0), ~e3 = (0, 0, 1, 0), ~e4 = (0, 0, 0, 1)} ���
R
4. ���� ��� ��� ��������� ��� ����� B0 ����µ� :

8
>><

>>:

~"1 = ~e1 + ~e4
~"2 = ~e1 + 3~e2
~"3 = 3~e1 + ~e2
~"4 = ~e1 + ~e2 + ~e3 + ~e4

=)

8
>><

>>:

~"1 = (1, 0, 0, 1)
~"2 = (1, 3, 0, 0)
~"3 = (3, 1, 0, 0)
~"4 = (1, 1, 1, 1)

��� ��� 8
>><

>>:

f(~"1) = 3~"2
f(~"2) = 7~"4
f(~"3) = ~"1 + ~"3
f(~"4) = ~"1 � 5~"3

=)

8
>><

>>:

f(1, 0, 0, 1) = (3, 9, 0, 0)
f(1, 3, 0, 0) = (7, 7, 7, 7)
f(3, 1, 0, 0) = (4, 1, 0, 1)
f(1, 1, 1, 1) = (�14,�5, 0, 1)

����� (x, y, z, w) 2 R
4. ����

(x, y, z, w) = a(1, 0, 0, 1) + b(1, 3, 0, 0) + c(3, 1, 0, 0) + d(1, 1, 1, 1) = (a+ b+ 3c+ d, 3b+ c+ d, d, a+ d)

��� ��� ����µ� �� �����µ� : 8
>><

>>:

a + b + 3c + d = x
3b + c + d = y

d = z
a + d = w

�������� �� �������� �����µ� µ� ��� ������� ����������� ���� �������µ�
8
>><

>>:

a = w � z
b = �1

8x+ 3
8y �

3
8z +

1
8w

c = 3
8x� 1

8y +
1
8z �

3
8w

d = z

���µ���� �� ������ ������µ� (x, y, z, w) 2 R
4 �������� �� ���� :

(x, y, z, w) = (w�z)(1, 0, 0, 1)+(�1

8
x+

3

8
y� 3

8
z+

1

8
w)(1, 3, 0, 0)+(

3

8
x� 1

8
y+

1

8
z� 3

8
w)(3, 1, 0, 0)+z(1, 1, 1, 1)

Ενότητα 10



2

���� �� ����µ����µ� �� ���µµ��� ���������� f ��� �������� ����� ���� ����µ� :

f(x, y, z, w) = (w � z)f(1, 0, 0, 1) + (�1

8
x+

3

8
y � 3

8
z +

1

8
w)f(1, 3, 0, 0)

+ (
3

8
x� 1

8
y +

1

8
z � 3

8
w)f(3, 1, 0, 0) + zf(1, 1, 1, 1)

= (w � z)(3, 9, 0, 0) + (�1

8
x+

3

8
y � 3

8
z +

1

8
w)(7, 7, 7, 7)

+ (
3

8
x� 1

8
y +

1

8
z � 3

8
w)(4, 1, 0, 1) + z(�14,�5, 0, 1)

...

= (
5

8
x+

17

8
y � 153

8
z +

19

8
w,�1

2
x+

5

2
y � 33

2
z +

19

2
w,

�7

8
x+

21

8
y � 21

8
z +

7

8
w,�1

2
x+

5

2
y � 3

2
z +

1

2
w)

���� ������������� ��� f ���� �������� ���� ��� R
4 ����µ� :

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

f(1, 0, 0, 0) = (58 ,�
1
2 ,�

7
8 ,�

1
2) =

5
8 ~e1 �

1
2 ~e2 �

7
8 ~e3 �

1
2 ~e4

f(0, 1, 0, 0) = (178 ,
5
2 ,

21
8 ,

5
2) =

17
8 ~e1 +

5
2 ~e2 +

21
8 ~e3 +

5
2 ~e4

f(0, 0, 1, 0) = (�153
8 ,�33

2 ,�
21
8 ,�

3
2) = �153

8 ~e1 � 33
2 ~e2 � 21

8 ~e3 � 3
2 ~e4

f(0, 0, 0, 1) = (198 ,
19
2 ,

7
8 ,

1
2) =

19
8 ~e1 +

19
2 ~e2 +

7
8 ~e3 +

1
2 ~e4

������� � ������� MB
B (f) ��� f �����

MB
B (f) =

0

BB@

5
8

17
8 �153

8
19
8

�1
2

5
2 �33

2
19
2

�7
8

21
8 �21

8
7
8

�1
2

5
2 �3

2
1
2

1

CCA

• • •

�����������: ������µ� �� ����������µ� ��� �����µ��� ������ A := MB
B (f) ����� �� ��������µ� ��� f ��

���� :

��� ��� �������

f(~"1) = 3~"2, f(~"2) = 7~"4, f(~"3) = ~"1 + ~"3, f(~"4) = ~"1 � 5~"3

������µ� �µ��� ��� � ������� ��� f ���� ���� B0 ����� � :

B := MB0
B0 (f) =

0

BB@

0 0 1 1
3 0 0 0
0 0 1 �5
0 7 0 0

1

CCA

��µ���� µ� ��� ������, �� ������� A ��� B ����� �µ���� ��� �� ���������� µ� ��� �������� ����� :

P�1 ·A · P = B

���� P = MB0
B ����� � ������� µ�������� ��� ��� B ���� B0. ���µ���� �� ����µ� :

A = P ·B · P�1 (⇤)

��� �� ������µ� �������� ���� ������ ��� P ��� P�1. ������ :

B0 = {~"1 = ~e1 + ~e4, ~"2 = ~e1 + 3~e2, ~"3 = 3~e1 + ~e2, ~"4 = ~e1 + ~e2 + ~e3 + ~e4}



3

������µ� �µ��� ��� :

P =

0

BB@

1 1 3 1
0 3 1 1
0 0 0 1
1 0 0 1

1

CCA

� P�1 µ����� �� ����������� ���� µ� ��� ������ ��� ��µ�����µ������ ��� P � �� � ������� µ�������� ��� ���
B0 ���� B. ���� � ������� A ��������� ��� ��� ����� (⇤). 2

������� 2. ����� f, g : R3 �! R
3 ��� ���µµ���� ������������ ��� ���� � ���� ��� R

3:

B =
�
~e1 = (1, 1, 1), ~e2 = (1, 1, 0), ~e3 = (1, 0, 0)

 

��

MB
B (f) =

0

@
1 1 1
0 1 �1
0 1 0

1

A ��� MB
B (g) =

0

@
6 0 0
0 0 0
3 2 1

1

A

�� ������� �� ���µµ���� ������������ f + g ��� �3f + 2g.

����. ��� ��� ������ ��������µ� ��� MB
B (f + g) = MB

B (f) +MB
B (g) ��� ���

MB
B (f + g) =

0

@
7 1 1
0 1 �1
3 3 1

1

A

���µ���� ����µ�
8
<

:

(f + g)(~e1) = 7~e1 + 0~e2 + 3~e3 = 7(1, 1, 1) + 0(1, 1, 0) + 3(1, 0, 0) = (10, 7, 7)
(f + g)(~e2) = 1~e1 + 1~e2 + 3~e3 = (1, 1, 1) + (1, 1, 0) + 3(1, 0, 0) = (5, 2, 1)
(f + g)(~e3) = 1~e1 � 1~e2 + 1~e3 = (1, 1, 1)� 1(1, 1, 0) + (1, 0, 0) = (1, 0, 1)

����� (x, y, z) 2 R
3. ���� �� ������ ������µ� (x, y, z) �������� �� ���µµ���� �������µ�� ��� ������µ���� ���

����� B. ����� ~e1 + �~e2 + µ~e3 = (x, y, z). ����

(x, y, z) = (+ �+ µ,+ �,) =)

8
<

:

x = + �+ µ
y = + �
z = 

=)

8
<

:

 = z
� = y � z
µ = x� y

��� ��� (x, y, z) = z~e1 + (y � z)~e2 + (x � y)~e3. �� ����µ����µ� �� ���µµ��� ���������� f + g ��� ������µ�
(x, y, z) ���� ����µ� :

(f + g)(x, y, z) = (f + g)(z~e1 + (y � z)~e2 + (x� y)~e3)

= z(f + g)(~e1) + (y � z)(f + g)(~e2) + (x� y)(f + g)(~e3)

= z(10, 7, 7) + (y � z)(5, 2, 1) + (x� y)(1, 0, 1)

= (x+ 4y + 5z, 2y + 5z, x+ 6z)

������� (f + g)(x, y, z) = (x+ 4y + 5z, 2y + 5z, x+ 6z) ��� ���� (x, y, z) 2 R
3.

���� �������� �� ����µ� �� ���µµ��� ���������� �3f + 2g. �����µ� :

MB
B (�3f + 2g) = MB

B (�3f) +MB
B (2g) = �3MB

B (f) + 2MB
B (g) =

0

@
9 �3 �3
0 �3 3
6 1 2

1

A

���µ���� ����µ�
8
<

:

(�3f + 2g)(~e1) = 9~e1 + 0~e2 + 6~e3 = 9(1, 1, 1) + 0(1, 1, 0) + 6(1, 0, 0) = (15, 9, 9)
(�3f + 2g)(~e2) = �3~e1 � 3~e2 + 1~e3 = �3(1, 1, 1)� 3(1, 1, 0) + (1, 0, 0) = (�5,�6,�3)
(�3f + 2g)(~e3) = �3~e1 + 3~e2 + 2~e3 = �3(1, 1, 1) + 3(1, 1, 0) + 2(1, 0, 0) = (2, 0,�3)

����� (x, y, z) 2 R
3. �����µ� �������� ��� �� ������ ������µ� (x, y, z) �������� ���µµ���� �������µ�� ���

������µ���� ��� ����� B �� ���� : (x, y, z) = z~e1 + (y � z)~e2 + (x� y)~e3. ���� �� ����µ����µ� �� ���µµ���
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���������� �3f + 2g ��� ������ ������µ� (x, y, z) 2 R
3 ����µ� :

(�3f + 2g)(x, y, z) = (�3f + 2g)(z~e1 + (y � z)~e2 + (x� y)~e3)

= z(�3f + 2g)(~e1) + (y � z)(�3f + 2g)(~e2) + (x� y)(�3f + 2g)(~e3)

= z(15, 9, 9) + (y � z)(�5,�6,�3) + (x� y)(2, 0,�3)

= (2x� 7y + 20z,�6y + 15z,�3x+ 12z)

������� (�3f + 2g)(x, y, z) = (2x� 7y + 20z,�6y + 15z,�3x+ 12z) ��� ���� (x, y, z) 2 R
3.

�� ������: ���� �����µ� ��� ������ ��� f ��� ���� B ��� ��� ������ ��� g ��� ���� B ���� µ�����µ� ��
����µ� ��� ���� ��� f ��� ��� ���� ��� g ����������. �����µ� :

8
<

:

f(~e1) = f(1, 1, 1) = ~e1 + 0~e2 + 0~e3 = (1, 1, 1)
f(~e2) = f(1, 1, 0) = ~e1 + ~e2 + ~e3 = (3, 2, 1)
f(~e3) = f(1, 0, 0) = ~e1 � ~e2 + 0~e3 = (0, 0, 1)

������� �� ����µ����µ� ��� f ��� ������ ������µ� (x, y, z) = z~e1 + (y � z)~e2 + (x� y)~e3 ��� R
3 ���� ����µ� :

f(x, y, z) = f(z~e1 + (y � z)~e2 + (x� y)~e3)

= zf(~e1) + (y � z)f(~e2) + (x� y)f(~e3)

= z(1, 1, 1) + (y � z)(3, 2, 1) + (x� y)(0, 0, 1)

= (3y � 2z, 2y � z, x)

������� f(x, y, z) = (3y�2z, 2y�z, x) ��� ���� (x, y, z) 2 R
3. ����������� ����µ��� �������µ� ��� g(x, y, z) =

(x + y + 7z, 6z, 6z) ��� ���� (x, y, z) 2 R
3. ���� ����������� ���� ������ ��� f ��� ��� g ������ ����������µ�

���� ������ ��� f + g ��� �3f + 2g. 2

������� 3. ����� f : R
3 �! R

3 µ�� ���µµ��� ���������� ��� ������ � ������� ���� �������� ���� ��� R
3

����� � ���������

A =

0

@
1 0 �2
0 0 0

�2 0 4

1

A

(1) �� ������ �� ������µ� f(x, y, z), ��� ���� (x, y, z) 2 R
3.

(2) �� ������ � ������� B ��� f ��� ���� B = {~"1 = (1, 0,�2), ~"2 = (0, 1, 0), ~"3 = (2, 0, 1)}.
(3) �� ������ ����������µ�� ������� P ���� ���� B = P�1 ·A · P .
(4) �� ����������� � ������� An, 8n � 1.

����. (1) ����� {~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)} � �������� ���� ��� R
3. ���� ��� ��� ������

A ����µ� : 8
<

:

f(~e1) = ~e1 + 0~e2 � 2~e3 = (1, 0,�2)
f(~e2) = 0~e1 + 0~e2 + 0~e3 = (0, 0, 0)
f(~e3) = �2~e1 + 0~e2 + 4~e3 = (�2, 0, 4)

���µ���� � ����� ��� f �����

f(x, y, z) = f(x~e1 + y~e2 + z~e3)

= xf(~e1) + yf(~e2) + zf(~e3)

= x(1, 0,�2) + y(0, 0, 0) + z(�2, 0, 4)

= (x� 2z, 0,�2x+ 4z)

������ f(x, y, z) = (x� 2z, 0,�2x+ 4z), 8(x, y, z) 2 R
3.

(2) ���� �����µ� �� ����µ� ��� ������ ��� f ��� ���� B �� ����������µ� ��� f ��� ������µ��� ��� B ���
���� �������� �� �� ��������µ� �� ���µµ��� �������µ� ��� ������µ���� ��� B. �����µ� :

8
<

:

f(~"1) = f(1, 0,�2) = (5, 0,�10) = 5~"1 + 0~"2 + 0~"3
f(~"2) = f(0, 1, 0) = (0, 0, 0) = 0~"1 + 0~"2 + 0~"3
f(~"3) = f(2, 0, 1) = (0, 0, 0) = 0~"1 + 0~"2 + 0~"3
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���� � ������� ��� f ��� ���� B �����

B = MB
B (f) =

0

@
5 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A

(3) � ����������µ�� ������� P ��� ������µ� ����� � ������� µ�������� ��� ��� �������� ���� {~e1 =
(1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)} ��� ���� B = {~"1 = (1, 0,�2), ~"2 = (0, 1, 0), ~"3 = (2, 0, 1)}.
���� ��µ����� ��� ������µ� �� ������µ��� ��� B �� ���µµ��� �������µ� ��� ������µ���� ��� ���������
�����. ���� ����µ� :

8
<

:

~"1 = (1, 0,�2) = ~e1 + 0~e2 � 2~e3
~"2 = (0, 1, 0) = 0~e1 + ~e2 + 0~e3
~"3 = (2, 0, 1) = 2~e1 + 0~e2 + ~e3

=) P =

0

@
1 0 2
0 1 0

�2 0 1

1

A

� ������� P�1 ����� � ������� µ�������� ��� �� ���� B ���� �������� ���� ��� R
3, ������ ����

������µ� �� ������µ��� ��� ��������� ����� ��� R
3 �� ���µµ��� �������µ� ��� ������µ���� ���

����� B. ����������� ���� ����������µ� ��� ���������� ������ ��� P µ� �� ������ �����. ��� ����
��� ����������� �������µ� ���

P�1 =

0

@
1
5 0 �2

5
0 1 0
2
5 0 1

5

1

A

������ ������ ����������µ� �� ����� : B = P�1 ·A · P .
(4) ��� ��� ��������� ����� � ������� A �������� �� ���� : A = P ·B · P�1. ���µ���� ����µ�

A2 = A ·A
= (P ·B · P�1) · (P ·B · P�1)

= P ·B · P�1P ·B · P�1

= P ·B · I3 ·B · P�1

= P ·B2 · P�1

��� ��� ��� ���� n � 1 ����µ� :

An = P ·Bn · P�1 =

0

@
1 0 2
0 1 0

�2 0 1

1

A ·

0

@
5n 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A ·

0

@
1
5 0 �2

5
0 1 0
2
5 0 1

5

1

A = · · · =

0

@
5n�1 0 �2 · 5n�1

0 0 0
�2 · 5n�1 0 4 · 5n�1

1

A 2

������� 4. ����� � ���������� f : R3[t] �! R2[t], f(P (t)) = P (t)0 � P (t)00.

(1) �� ������� ��� � f ����� ���µµ���.
(2) �� ������ µ�� ���� ��� Ker f ��� µ�� ���� ��� Im f .
(3) �� ������ � ������� MC

B(f), ���� B = {1, t, t2, t3} ����� � �������� ���� ��� R3[t] ��� C = {1, t, t2}
����� � �������� ���� ��� R2[t].

(4) �� ������ � ������� MC0
B0(f) ���� B0 = {1, 1 + t, 1 + t + t2, 1 + t + t2 + t3} ����� ���� ��� R3[t] ���

C0 = {1, 2t� 1,�1� 4t+ 3t2} ����� ���� ��� R2[t].
(5) �� �������������� ����������µ�� ������� P,Q ���� ���� : B = Q�1 ·A · P .

����. (1) ����� P (t), Q(t) 2 R3[t] ��� � 2 R. ����

f(P (t) +Q(t)) = (P (t) +Q(t))0 � (P (t) +Q(t))00

= P (t)0 +Q(t)0 � P (t)00 �Q(t)00

= (P (t)0 � P (t)00) + (Q(t)0 �Q(t)00)

= f(P (t)) + f(Q(t))

���

f(�P (t)) = (�P (t))0 � (�P (t))00

= �P (t)0 � �P (t)00

= �(P (t)0 � P (t)00)

= �f(P (t))
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���� � ���������� f ����� ���µµ���.
(2) ����� P (t) = ↵+ �t+ �t2 + �t3 2 R3[t]. ���� : P (t) 2 Ker f �� ��� µ���� �� :

f(P (t)) = 0 () P (t)0 � P (t)00 = 0 (⇤)

�����µ� P (t)0 = � + 2�t+ 3�t2 ��� P (t)00 = 2� + 6�t. ���� :

P (t)0 � P (t)00 = 0 =) (� + 2�t+ 3�t2)� (2� + 6�t) = 0

=) (� � 2�) + (2� � 6�)t+ 3�t2 = 0 + 0t+ 0t2

=) � = � = � = 0

������� � ������� ��� f �����

Ker f = {P (t) 2 R3[t] | f(P (t)) = 0}
= {P (t) 2 R3[t] | � = � = � = 0}
= {P (t) = a 2 R3[t] | a 2 R}
= {a · 1 | a 2 R}
= h1i

���� � ������� Ker f ��� f ����������� ��� ��� �� ������� �������µ� ��� ���� ��� Ker f ����� ��
������� �������µ� 1. ���� �������� �� ����µ� µ�� ���� ��� ������� Im f ��� f . ��� ��� ������� ���
���������� ����µ� :

dimR R3[t] = dimRKer f + dimR Im f =) dimR Im f = 4� 1 = 3

��� Im f �������� ��� R2[t]. ���� Im f = R2[t] ���� dimR R2[t] = 3. ���µ���� µ�� ���� ��� �������
Im f ��� f ����� � �������� ���� ��� R2[t], ������ �� ������ {1, t, t2}. ����������� :

R3[t] = h1, t, t2, t3i =) Im f = f(R3[t]) = hf(1), f(t), f(t2), f(t3)i = h1, 2t� 2, 3t2 � 6t)i

���� �� �������� ������µ��� ��������� ���� ��� Im f ��� f ����� ����� ���µµ��� ����������. ������
���� dimR Im f = 3 ��� ����µ� ���� ���� ������µ��� ��� �������� ��� ���� ���� ��� �� ������
��������µ� ��� ��������� ����.

(3) �����µ� :
8
>><

>>:

f(1) = 0 = 0 · 1 + 0 · t+ 0 · t2
f(t) = 1 = 1 · 1 + 0 · t+ 0 · t2
f(t2) = 2t� 2 = �2 · 1 + 2 · t+ 0 · t2
f(t3) = 3t2 � 6t = 0 · 1� 6 · t+ 3 · t2

=) A = MC
B(f) =

0

@
0 1 �2 0
0 0 2 �6
0 0 0 3

1

A

(4) �����µ� :
8
>><

>>:

f(1) = 0 = 0 · 1 + 0 · (2t� 1) + 0 · (�1� 4t+ 3t2)
f(1 + t) = 1 = 1 · 1 + 0 · (2t� 1) + 0 · (�1� 4t+ 3t2)
f(1 + t+ t2) = �1 + 2t = 0 · 1 + 1 · (2t� 1) + 0 · (�1� 4t+ 3t2)
f(1 + t+ t2 + t3) = �1� 4t+ 3t2 = 0 · 1 + 0 · (2t� 1) + 1 · (�1� 4t+ 3t2)

��� ��� � ������� MC0
B0(f) �����

B = MC0
B0(f) =

0

@
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1

A

(5) �� ������� A ��� B ��� �����µ� �������� ����� �µ���� ����� ����� �� ������� ���� ���� ���µµ��� ����-
������ f �� ����������� ����� ������. ���µ���� ��� �� ������ ��������µ� ��� �������� ����������µ��
������� P,Q ���� ���� : B = Q�1 · A · P . � ������� P ����� � ������� µ�������� ��� �� ���� B ���
���� B0 ��� � ������� Q ����� � ������� µ�������� ��� �� ���� C ��� ���� C0. �����µ� :

8
>><

>>:

1 = 1 · 1 + 0 · t+ 0 · t2 + 0 · t3
1 + t = 1 · 1 + 1 · t+ 0 · t2 + 0 · t3
1 + t+ t2 = 1 · 1 + 1 · t+ 1 · t2 + 0 · t3
1 + t2 + t3 = 1 · 1 + 1 · t+ 1 · t2 + 1 · t3

=) P =

0

BB@

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

1

CCA
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��� 8
<

:

1 = 1 · 1 + 0 · t+ 0 · t2
2t� 1 = �1 · 1 + 2 · t+ 0 · t2
�1� 4t+ 3t2 = �1 · 1� 4 · t+ 3 · t2

=) Q =

0

@
1 �1 �1
0 2 �4
0 0 3

1

A

� ������� Q�1 ����� � ������� µ�������� ��� �� ���� C0 ��� ���� C. ������µ� �µ�� �� ����������µ�
���� ��� ���������� ��� ������ Q. ����

Q�1 =

0

@
1 1

2 1
0 1

2
2
3

0 0 1
3

1

A

������� �����µ� ����������µ��� ������� P,Q ���� ���� : Q�1 ·A · P = B. 2

������� 5. �����

A =

0

@
1 �1 1 2
2 1 3 2
1 5 3 �2

1

A

�� ������ � ���µ��� r(A) := r ��� A ��� ��������� �� ������� ����������µ�� ������� P,Q ���� ����

Q�1 ·A · P =

✓
Ir O

O O

◆

���� Ir ����� � µ��������� r ⇥ r �������.

����. ������µ� ��� � 3⇥ 4 �������

A =

0

@
1 �1 1 2
2 1 3 2
1 5 3 �2

1

A

����� � ������� ��� K-���µµ���� �����������

� : M4⇥1(K) �! M3⇥1(K)

�� ���� ��� ����������� ��������� ������

B4 =

8
>><

>>:
~e1 =

0

BB@

1
0
0
0

1

CCA ,~e2 =

0

BB@

0
1
0
0

1

CCA ,~e3 =

0

BB@

0
0
1
0

1

CCA ,~e4 =

0

BB@

0
0
0
1

1

CCA

9
>>=

>>;

��� M4⇥1(K) ���

B3 =

8
<

:~✏1 =

0

@
1
0
0

1

A ,~✏2 =

0

@
0
1
0

1

A ,~✏3 =

0

@
0
0
1

1

A

9
=

;

��� M3⇥1(K). ������, �� ~v =

0

BB@

↵
�
�
�

1

CCA 2 M4⇥1(K), ����

�(~v) =

0

@
1 �1 1 2
2 1 3 2
1 5 3 �2

1

A

0

BB@

↵
�
�
�

1

CCA =

0

@
↵� � + � + 2�

2↵+ � + 3� + 2�
↵+ 5� + 3� � 2�

1

A

������������µ� ��� Ker�: ���� ������µ� ~v =

0

BB@

↵
�
�
�

1

CCA ������ ���� ������ ��� �, �� ��� µ��� ��,

0

@
↵� � + � + 2�
2↵+ � + 3� + 2�
↵+ 5� + 3� � 2�

1

A =

0

@
0
0
0

1

A .
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���������� �� ���������� �µ������ �����µ� :

↵� � + � + 2� = 0
2↵+ � + 3� + 2� = 0
↵+ 5� + 3� � 2� = 0

�� ���� ↵,�, �, �, �����������µ� ��� �� ������µ� ~v =

0

BB@

↵
�
�
�

1

CCA ������ ���� ������ ��� �, �� ��� µ��� ��

~v =

0

BB@

↵
�

�↵
2 � �

�↵
4 + �

1

CCA ,↵,� 2 K.

������� � �������� ��� ������ ����� 2 ��� µ�� ���� ��� ����� � K =

8
>><

>>:

0

BB@

�4
2
0
3

1

CCA ,

0

BB@

�4
�1
3
0

1

CCA

9
>>=

>>;
. ��µ��������µ� ��

���� ���� �� µ�� ���� ��� M4⇥1(K). ����µ���, �� ������

C4 =

8
>><

>>:
~c1 =

0

BB@

1
0
0
0

1

CCA ,~c2 =

0

BB@

0
1
0
0

1

CCA ,~c3 =

0

BB@

�4
2
0
3

1

CCA ,~c4 =

0

BB@

�4
�1
3
0

1

CCA

9
>>=

>>;

����� ���� ��� M4⇥1(K). ���� ��������� ������, �������������� ��� � �������� ��� ������

M =

0

BB@

1 0 �4 �4
0 1 2 �1
0 0 0 3
0 0 3 0

1

CCA

����� ������� ��� µ������. � ������ Im(�) ���� �������� 4 � dim(Ker�) = 2. ���� ����� ������� ��� �
���µ��� ��� A ������ ��������µ� ��� dimK Im(�) = r(A). �������� � ������ Im(�) ��������� ��� �� ������µ���
�(~c1),�(~c2), �� ����� µ������ ����� ���µµ���� ����������, ���� ��� ��(~c1)+µ�(~c2) = ~0, ������ �(�~c1+µ~c2) =
~0. ���� �µ�� �� ������µ� �~c1+µ~c2 ������ ���� ������ Ker�, ����µ� �������, ������ ��� �~c1+µ~c2 = ⇢~c3+⌧~c4,
������ � = µ = ⇢ = ⌧ = 0. ����� µ�� ���� ��� ������� ����� �� ������

L =

8
<

:�(~c1) =

0

@
1
2
1

1

A ,�(~c2) =

0

@
�1
1
5

1

A

9
=

; .

��µ��������µ� ��� L �� µ�� ���� ��� M3⇥1(K). ����µ���, �� ������

C3 =

8
<

:~�1 =

0

@
1
2
1

1

A ,~�2 =

0

@
�1
1
5

1

A ,~�3 =

0

@
1
0
0

1

A

9
=

;
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����� ���� ��� M3⇥1(K). (�� ���� ������µ��� ��� C3 ����� ���µµ��� ���������� �� ���� ���� ��������� 3.) ��
���µ� �� µ���� ���� � ������� M(�)C3

C4
��� � �� ���� ��� ������ C4, C3. �����µ� :

�(~c1) =

0

@
1
2
1

1

A = 1~�1 + 0~�2 + 0~�3,

�(~c2) =

0

@
�1
1
5

1

A = 0~�1 + 1~�2 + 0~�3,

�(~c3) =

0

@
0
0
0

1

A = 0~�1 + 0~�2 + 0~�3,

�(~c4) =

0

@
0
0
0

1

A = 0~�1 + 0~�2 + 0~�3

���µ����,

M(�)C3
C4

=

0

@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

1

A .

��� �� ������ ��������µ� ���
M(�)C3

C4
= (MC3

B3
)�1 ·M(�)B3

B4
·MC4

B4
,

���� � MC4
B4

����� � ������� µ�������� ��� ��� B4 ��� C4 ��� � MC3
B3

����� � ������� µ�������� ��� ��� B3 ���
C3. ������,

M(�)C4
B4

=

0

BB@

1 0 �4 �4
0 1 2 �1
0 0 0 3
0 0 3 0

1

CCA ��� M(�)C3
B3

=

0

@
1 �1 1
2 1 0
1 5 0

1

A

����� � P ��� ������� ����� � MC4
B4

��� � Q ��� ������� ����� � MC3
B3

. ���� ��������� ���� �� ��������µ� ���
������������µ�� :

Q�1AP =

0

@
1 �1 1
2 1 0
1 5 0

1

A
�10

@
1 �1 1 2
2 1 3 2
1 5 3 �2

1

A

0

BB@

1 0 �4 �4
0 1 2 �1
0 0 0 3
0 0 3 0

1

CCA

����� � �������

0

@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

1

A. ��� ������� :

0

@
1 �1 1
2 1 0
1 5 0

1

A
�1

=

0

@
0 5

9 �1
9

0 �1
9

2
9

1 �2
3

1
3

1

A.

���� ������ � A ����� �������µ�� µ� ���

0

@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

1

A ���� ��� ���� ���µ��� µ� �����, ������ 2. 2


