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Το σύνολο των N δυνατών αποτελεσμάτων ενός πειράματος τύχης ονομάζεται δειγματοχώρος Ω

Κάθε υποσύνολο του δειγματοχώρου ονομάζεται γεγονός

Έστω ένα γεγονός Ε  Ω, το οποίο αποτελείται από

n ≥ 1 διακριτά σημεία από το σύνολο των N ≥ n του

δειγματοχώρου

Παράδειγμα: Κατά τη ρίψη ζαριού, ο δειγματοχώρος είναι Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Το σύνολο των

άρτιων αριθμών E = {2, 4, 6} αποτελεί ένα γεγονός
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Το συμπλήρωμα ενός γεγονότος Ec  Ω είναι ένα νέο γεγονός το οποίο περιλαμβάνει όλα τα

διακριτά στοιχεία του δειγματοχώρου πλην των σημείων του γεγονότος

Το πλήθος των διακριτών σημείων του γεγονότος Ec είναι N – n

Παράδειγμα: Κατά τη ρίψη ζαριού, ο δειγματοχώρος είναι Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Το σύνολο των άρτιων αριθμών E = {2, 4, 6} αποτελεί ένα γεγονός

Το συμπληρωματικό γεγονός του E είναι το σύνολο των περιττών αριθμών Ec = {1, 3, 5}
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Η ένωση δύο γεγονότων Α και Β συμβολίζεται με Γ = Α Β (διαβάζεται Α ή Β) και είναι το

γεγονός που περιέχει όλα τα σημεία των γεγονότων Α και Β

Παράδειγμα: για Α = {3, 4, 5, 6} και Β = {1, 2, 3, 4}, η ένωση των γεγονότων Α και Β θα είναι το

Γ = Α Β = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Εισαγωγικά στη Θεωρία Πιθανοτήτων
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Η τομή δύο γεγονότων Α και Β συμβολίζεται με Γ = Α Β (ή απλούστερα A B) και είναι το

γεγονός που περιέχει όλα τα κοινά σημεία των γεγονότων Α και Β

Παράδειγμα: Για Α = {2, 4, 6} και Β = {1, 3, 5}, η τομή των γεγονότων Α και Β θα είναι το Γ = {}

Παράδειγμα: Για Α = {1, 2, 3, 4} και Β = {3, 4, 5, 6}, η τομή των γεγονότων Α και Β θα είναι το Γ

= Α Β = {3, 4}
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Έστω Ν επαναλήψεις ενός πειράματος τύχης, όπου το γεγονός Ε  Ω εμφανίζεται n φορές

Σύμφωνα με τον κλασσικό ορισμό της πιθανότητας, η πιθανότητα εμφάνισης του γεγονότος Ε

είναι

Τιμές της πιθανότητας 0 ≤ ℙ{Ε} ≤ 1

Όταν ℙ{Ε} = 1 (ή 100%), το γεγονός θα συμβεί με βεβαιότητα

Όταν ℙ{Ε} = 0 (ή 0%), το γεγονός είναι απίθανο να συμβεί

Παράδειγμα: Κατά τη ρίψη ζαριού, όπου Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, η πιθανότητα να προκύψει άρτιος,

δηλαδή E = {2, 4, 6}, είναι ℙ{Ε} = 3/6 = 0.5 (ή 50%)

E

Ω
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Έστω δύο αμοιβαία αποκλειόμενα γεγονότα E1  Ω και Ε2  Ω

E1  Ε2 = {}

Πραγματοποιούμε Ν επαναλήψεις ενός πειράματος τύχης

και προκύπτουν n1 αποτελέσματα του Ε1 και n2 του Ε2

Η πιθανότητα να συμβεί το από κοινού γεγονός Ε1  Ε2 είναι

Παράδειγμα: Κατά τη ρίψη ζαριού, όπου Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, έστω τα γεγονότα E1 = {1, 2} και

E2 = {5, 6}. Η πιθανότητα να προκύψει το από κοινού γεγονός Ε1  Ε2 = {1, 2, 5, 6} είναιℙ{Ε1 

Ε2} = ℙ{Ε1} + ℙ{Ε2} = 2/6 + 2/6 = 2/3 (ή 66.66%)
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Γενικεύοντας, έστω Κ αμοιβαία αποκλειόμενα γεγονότα Ei  Ω (με i = 1, 2,…, K)

Πραγματοποιούμε Ν επαναλήψεις ενός πειράματος τύχης

και προκύπτουν ni αποτελέσματα του Εi (με i = 1, 2,…, K)

Η πιθανότητα να συμβεί το από κοινού γεγονός Ε1  Ε2  ‧‧‧  ΕK είναι

Παράδειγμα: Κατά τη ρίψη ζαριού, όπου Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, έστω τα γεγονότα E1 = {1, 2} και

E2 = {5, 6}, E3 = {3}. Η πιθανότητα να προκύψει το από κοινού γεγονός Ε1  Ε2  Ε3 = {1, 2, 3,

5, 6} είναιℙ{Ε1  Ε2  Ε3} = ℙ{Ε1} + ℙ{Ε2} + ℙ{Ε3} = 2/6 + 2/6 + 1/6 = 5/6 (ή 83.33%)
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Μετά από Ν1 επαναλήψεις ενός πειράματος τύχης προκύπτουν n1

αποτελέσματα του Ε1  Ω1

Μετά από Ν2 επαναλήψεις ενός δεύτερου πειράματος τύχης

προκύπτουν n2 ανεξάρτητα αποτελέσματα του Ε2  Ω2

Εφόσον τα δύο πειράματα τύχης είναι μεταξύ τους ανεξάρτητα,

η πιθανότητα να συμβεί η τομή των γεγονότων Ε1 και Ε2 είναι

Εισαγωγικά στη Θεωρία Πιθανοτήτων
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Παράδειγμα: Κατά την ταυτόχρονη ρίψη δύο ζαριών, ποια είναι η πιθανότητα για {4, 4};

Δειγματοχώρος για το 1ο ζάρι: Ω1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Δειγματοχώρος για το 2ο ζάρι: Ω2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Μπορούμε να ορίσουμε έναν νέο δειγματικό χώρο Ω, ο οποίος θα αποτελείται από τα από κοινού

γεγονότα Εij ={i, j} (με i, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6)

Στο νέο δειγματικό χώρο Ω, το Ε4,4 = {4, 4} θα αποτελεί

ένα γεγονός με πιθανότητα να
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Παράδειγμα: Έστω κουτί με 4 κόκκινες και 2 μπλε σφαίρες. Ποια είναι η πιθανότητα να

βγάλουμε 2 μπλε σφαίρες σε δύο διαδοχικές προσπάθειες, με επανατοποθέτηση της πρώτης;

Έστω τα εξής γεγονότα:

Ε1 = Εύρεση μπλε σφαίρας στην 1η προσπάθεια

Ε2 = Εύρεση μπλε σφαίρας στη 2η προσπάθεια

Η πιθανότητα να βγάλουμε 2 μπλε σφαίρες σε δύο διαδοχικές προσπάθειες υπολογίζεται ως εξής

Εισαγωγικά στη Θεωρία Πιθανοτήτων
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Μετά από Ν επαναλήψεις ενός πειράματος τύχης προκύπτουν n1 αποτελέσματα του Ε1  Ω

Ανάμεσα στα n1 αποτελέσματα του Ε1 περιλαμβάνονται n2 ≤ n1 αποτελέσματα του Ε2  Ε1

Η πιθανότητα να συμβεί η τομή των γεγονότων Ε1 και Ε2 είναι

Ο λόγος n2/n1 είναι η πιθανότητα εμφάνισης του γεγονότος Ε2, όταν έχει ήδη συμβεί το Ε1 και

ονομάζεται υπό συνθήκη γεγονός και συμβολίζεται ως Ε2 | Ε1

Συνεπώς,

Εισαγωγικά στη Θεωρία Πιθανοτήτων
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Παράδειγμα: Έστω κουτί με 4 κόκκινες και 2 μπλε σφαίρες. Ποια είναι η πιθανότητα να

βγάλουμε 2 μπλε σφαίρες σε δύο διαδοχικές προσπάθειες, χωρίς επανατοποθέτηση της πρώτης;

Έστω τα εξής γεγονότα:

Ε1 = Εύρεση μπλε σφαίρας στην 1η προσπάθεια

Ε2 = Εύρεση μπλε σφαίρας στη 2η προσπάθεια

Η πιθανότητα να βγάλουμε 2 μπλε σφαίρες σε δύο διαδοχικές προσπάθειες υπολογίζεται ως εξής

Εισαγωγικά στη Θεωρία Πιθανοτήτων
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Εισαγωγικά στη Θεωρία Πιθανοτήτων

Γενικεύοντας την υπό συνθήκη πιθανότητα μπορούμε να διατυπώσουμε το θεώρημα Bayes

Έστω ότι η ένωση των ασυμβίβαστων γεγονότων {E1, E2,…, En} είναι ο δειγματοχώρος ΩE = E1

 E2 ‧‧‧  En (μόνο 1 από τα n γεγονότα θα πραγματοποιηθεί)

Εάν το Wj είναι ένα οποιοδήποτε συσχετισμένο με το Ei γεγονός (με i = 1, 2,…, n και j = 1, 2,…,

m), με ΩW = W1  W2 ‧‧‧  Wm, τότε ισχύει το εξής
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Εισαγωγικά στη Θεωρία Πιθανοτήτων

Το θεώρημα Bayes βασίζεται στην αντιμεταθετική ιδιότητα

Ei  Wj = Wj  Ei

Βάσει της παραπάνω ιδιότητας

Παραπάνω έχει γίνει χρήση του νόμου της ολικής πιθανότητας, με τα

γεγονότα Ei να είναι μεταξύ τους αμοιβαία αποκλυόμενα Ei  Ej = {}
E1

E2

E3

E4

Ei

En

Wj

ΩE = E1  E2  ‧‧‧  En
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Εισαγωγικά στη Θεωρία Πιθανοτήτων

Παράδειγμα: Έστω τα κουτιά Α και Β τα οποία περιέχουν 3 κόκκινες & 2 μπλε και 2 κόκκινες &

8 μπλε σφαίρες, αντίστοιχα

Ρίχνουμε ένα νόμισμα και αν έρθει κεφάλι, τότε βγάζουμε 1 σφαίρα από το κουτί Α, αλλιώς αν

έρθει γράμματα, τότε βγάζουμε 1 σφαίρα από το κουτί Β

Ποια η πιθανότητα να βγει κόκκινη σφαίρα;

Ποια είναι η πιθανότητα για κεφάλι δεδομένου ότι η σφαίρα είναι κόκκινη;

17
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Εισαγωγικά στη Θεωρία Πιθανοτήτων

Γεγονότα: Ε1: κεφάλι (κουτί Α), W1: κόκκινη σφαίρα

Ε2: γράμματα (κουτί Β), W2: μπλε σφαίρα

Σύμφωνα με το νόμο της ολικής πιθανότητας, η πιθανότητα να βγει κόκκινη σφαίρα είναι το

άθροισμα των πιθανοτήτων να βγει από το κουτί Α ή από το Β

Σύμφωνα με το εκτεταμένη μορφή του θεωρήματος του Bayes, η πιθανότητα να πάρουμε τη

σφαίρα από το κουτί Α, δεδομένου ότι η σφαίρα είναι κόκκινη, είναι
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Εισαγωγικά στις Τυχαίες Μεταβλητές

Έστω ο δειγματοχώρος Ω αποτελούμενος από τα διακριτά γεγονότα {x1, x2,…, xn}

Κάθε γεγονός xi (i = 1, 2,…, n) χαρακτηρίζεται από πιθανότητα εμφάνισης 

ℙ{X = xi}

με Χ μια διακριτή τυχαία μεταβλητή (ΤΜ) με πεδίο τιμών το {x1, x2,…, xn}

Η p(xi) = ℙ{X = xi} ονομάζεται συνάρτηση πιθανότητας μάζας (ΣΠΜ) της ΤΜ X

Θεωρία Πληροφορίας και Κωδίκων
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Εισαγωγικά στις Τυχαίες Μεταβλητές

Η ΣΠΜ πληροί τις ακόλουθες ιδιότητες:

p(xi)  0, για κάθε i = 1, 2,…, n

Α

Για κάθε a , η αθροιστική συνάρτηση κατανομής ορίζεται
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Εισαγωγικά στις Τυχαίες Μεταβλητές

Παράδειγμα: Έστω η ρίψη ενός ζαριού. Ο δειγματοχώρος είναι Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} με ίσες

πιθανότητες, δηλαδή p(xi) = 1/6 (με i = 1, 2, 3, 4, 5, 6)

Η ΣΠΜ της Χ έχει το παρακάτω ραβδόγραμμα

H αθροιστική συνάρτηση κατανομής είναι ως εξής

1 2 3 4 5 6 xi

p(xi)

1 / 6

1 2 3 4 5 6 xi

ℙ{X ≤ xi}

1 / 6
2 / 6
3 / 6
4 / 6
5 / 6

1
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Εισαγωγικά στις Τυχαίες Μεταβλητές

Η μέση τιμή της ΤΜ X ορίζεται ως

Η μέση τιμή των τετραγώνων της ΤΜ X ορίζεται ως

Η διακύμανση της μεταβλητής X ορίζεται ως
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Εισαγωγικά στις Τυχαίες Μεταβλητές

Γενικεύοντας, η μέση τιμή της ποσότητας g(X) ορίζεται ως

Όταν g(xi) = xi, προκύπτει η μέση τιμήτης ΤΜ X ως

Όταν g(xi) = xi
2, προκύπτει η μέση τιμή της ΤΜ X2 ως

Όταν g(xi) = log2[1 / p(xi)], προκύπτει η εντροπία της ΤΜ X ως

Θεωρία Πληροφορίας και Κωδίκων

Πανεπιστήμιο Πελοποννήσου
23



Εισαγωγικά στις Τυχαίες Μεταβλητές

Παράδειγμα: Κατά την ρίψη ζαριού, αν προκύψει περιττός E1 = {1, 3, 5}, κερδίζουμε μια ίση

ποσότητα σε ευρώ, ενώ αν προκύψει άρτιος E2 = {2, 4, 6}, χάνουμε μια ίση ποσότητα σε ευρώ

Ο δειγματοχώρος είναι ο Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} και η ΤΜ X τα χρήματα σε ευρώ

Η μέση τιμή της ΤΜ X είναι

Η μέση τιμή της ΤΜ του X2 είναι

Η διακύμανση της ΤΜ X είναι
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Εισαγωγικά στις Τυχαίες Μεταβλητές

Έστω ο δειγματοχώρος ΩX αποτελούμενος από τα διακριτά γεγονότα {x1, x2,…, xn} με

πιθανότητες εμφάνισης ℙ{X = xi} = p(xi) = pi με p(xi) τη ΣΠΜ της διακριτής ΤΜ Χ

Έστω ο δειγματοχώρος ΩY αποτελούμενος από τα διακριτά γεγονότα {y1, y2,…, ym} με

πιθανότητες εμφάνισης ℙ{Y = yj} = p(yj) = qj με p(yj) ΣΠΜ της διακριτής ΤΜ Y

Συχνά απαιτείται η γνώση του από κοινού γεγονότος

ℙ{X = xi, Y = yj} = p(xi, yj) = wi,j

με δισδιάστατο δειγματοχώρο ΩX,Υ και p(xi, yj) την από κοινού ΣΠΜ των Χ και Y και

Οι p(xi) = pi και p(yj) = qj ονομάζονται περιθώριες ΣΠΜ με

και
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Εισαγωγικά στις Τυχαίες Μεταβλητές

y1 y2 – ym

x1 p(x1, y1) p(x1, y2) – p(x1, ym) p(x1)

x2 p(x2, y1) p(x2, y2) – p(x2, ym) p(x2)

| | | | |

xn p(xn, y1) p(xn, y2) – p(xn, ym) p(xn)

p(y1) p(y2) p(ym) 1
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Εισαγωγικά στις Τυχαίες Μεταβλητές

Παράδειγμα: Έστω η από κοινού ΣΠΜ του ζεύγους ΤΜ X και Υ

Να βρεθούν:

Η σταθερά c

Να υπολογιστεί η πιθανότητα εμφάνισης του ζεύγους γεγονότων {X ≥ 1, Y ≤ 2}

Η σταθερά c μπορεί εύκολα να υπολογιστεί με βάση των πιθανοτήτων εμφάνισης κάθε ζεύγους

γεγονότων από τον παρακάτω πίνακα

Δεδομένου ότι , προκύπτει ότι c = 1 / 42

Η πιθανότητα ℙ{X ≥ 1, Y ≤ 2} είναι το άθροισμα των πιθανοτήτων της γραμμοσκιασμένης

περιοχής του παραπάνω πίνακα, δηλαδή ℙ{ X ≥ 1, Y ≤ 2 } = 24 c = 4 / 7

y1 = 0 y2 = 1 y3 = 2 y4 = 3

x1 = 0 0 c 2 c 3 c 6 c

x2 = 1 2 c 3 c 4 c 5 c 14 c

x3 = 2 4 c 5 c 6 c 7 c 22 c

6 c 9 c 12 c 15 c 42 c = 1
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Εισαγωγικά στις Τυχαίες Μεταβλητές

Πολύ χρήσιμη είναι η γνώση της πιθανότητας για την ΤΜ Χ να πάρει την τιμή xi υπό τη συνθήκη 

ότι η ΤΜ Y έχει την τιμή yj

ℙ{ X = xi |Y = yj }= p(xi|yj)

με p(xi | yj) την υπό συνθήκη ΣΠΜ των Χ και Y και

και

Η υπό συνθήκη πιθανότητα σχετίζεται με την από κοινού ΣΠΜ όπως παρακάτω

και

με τις p(xi) και p(yj) να ονομάζονται περιθώριες ΣΠΜ

Αν οι X και Y είναι μεταξύ τους ανεξάρτητες, τότε ισχύει ότι

p(xi, yj) = p(xi) p(yj)
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Εισαγωγικά στις Τυχαίες Μεταβλητές

Παράδειγμα (συνέχεια): Για την προηγούμενη από κοινού ΣΠΜ, να βρεθούν οι υπό συνθήκη

πιθανότητες ℙ{X = 1 | Y = 1} και ℙ{Y ≤ 2 | X = 1}

Η πιθανότητα ℙ{X = 1 | Y = 1} μπορεί να βρεθεί με βάση την από κοινού ΣΠΜ ως εξής
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y1 = 0 y2 = 1 y3 = 2 y4 = 3

x1 = 0 0 1 / 42 1 / 21 1 / 14 1 / 7

x2 = 1 1 / 21 1 / 14 2 / 21 5 / 42 1 / 3

x3 = 2 2 / 21 5 / 42 1 / 7 1 / 6 11 / 21

1 / 7 3 / 14 2 / 7 5 / 14 1



Εισαγωγικά στις Τυχαίες Μεταβλητές

Παράδειγμα (συνέχεια): Η πιθανότητα ℙ{Y ≤ 2 | X = 1} μπορεί να βρεθεί με βάση την από κοινού

ΣΠΜ ως εξής
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y1 = 0 y2 = 1 y3 = 2 y4 = 3

x1 = 0 0 1 / 42 1 / 21 1 / 14 1 / 7

x2 = 1 1 / 21 1 / 14 2 / 21 5 / 42 1 / 3

x3 = 2 2 / 21 5 / 42 1 / 7 1 / 6 11 / 21

1 / 7 3 / 14 2 / 7 5 / 14 1


