‘Η ιστορία του 5ου αιτήματος του Ευκλείδη στη σκιά’. Παίζοντας με τις σκιές με μαθητές Β Λυκείου.
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Περίληψη

Στην εργασία αυτή διερευνάται η επίδραση του παιχνιδιού ρόλων σε συνδυασμό με το παιχνίδι με τις σκιές, σε μια  τάξη μαθητών Β Λυκείου, στην προσπάθειά τους να μελετήσουν τη διαχρονική προσπάθεια  για την απόδειξη του 5ου αιτήματος του Ευκλείδη. Αξιοποιώντας εθνογραφικές τεχνικές, αλλά και τη λογική του διδακτικού πειράματος, διαπιστώσαμε ότι το παιχνίδι ρόλων και το παιχνίδι με τις σκιές ενεργοποίησαν του μαθητές, οι οποίοι είχαν την ευκαιρία να αναπτύξουν τη φαντασία και τη δημιουργικότητά τους διερευνώντας, αποτελεσματικά, ζητήματα που συνδέονται με την προσπάθεια απόδειξης του 5ου αιτήματος. Από την ανάλυση του λόγου, όπως αυτός εκφράστηκε στα δρώμενα, φάνηκε ότι οι μαθητές  κατανόησαν και χρησιμοποίησαν ορθά τις υπό διερεύνηση μαθηματικές έννοιες και προτάσεις, ενώ από τις συνεντεύξεις τους αναδείχθηκε η συμβολή αυτών των παιχνιδιών στη μαθησιακή διαδικασία.
1. Εισαγωγή

Παίζω μουσική, παίζω θέατρο, κάνω μαθηματικά. Για τις πρώτες δυο δραστηριότητες χρησιμοποιείται το ρήμα ‘παίζω’, για τα μαθηματικά ‘κάνω’. Το ρήμα ‘παίζω’ παραπέμπει σε ενεργό εμπλοκή σε κάποια δραστηριότητα, η οποία είναι και ευχάριστη για το συμμετέχοντα σε αντίθεση με το ρήμα ‘κάνω’ το οποίο όταν αναφέρεται στα μαθηματικά συχνά συνδέεται με αρνητικά συναισθήματα. Μπορούμε να ‘κάνουμε’ μαθηματικά, μέσω του παιχνιδιού, να χρησιμοποιήσουμε, δηλαδή, τα μαθηματικά ως κίνητρο που ενεργοποιεί τους μαθητές; Τι αλλάζει στον τρόπο που αντιλαμβάνονται οι μαθητές τα μαθηματικά όταν εμπλέξουμε στη διδασκαλία τους τεχνικές σχετικές με το παιχνίδι;
Για τη διερεύνηση του παραπάνω ερωτήματος αξιοποιήσαμε το παιχνίδι ρόλων σε συνδυασμό με το παιχνίδι με τις σκιές, σχεδιάζοντας ένα διαθεματικό project, σε μια  τάξη μαθητών Β Λυκείου στους οποίους είχε ανατεθεί η μελέτη της διαχρονικής προσπάθειας απόδειξης του 5ου αιτήματος του Ευκλείδη. Το project αφορούσε στο 5ο αίτημα του Ευκλείδη και την αμφισβήτησή του, ως ένα αίτημα ανεξάρτητο από τα άλλα αιτήματα, τόσο από τους διαδόχους του Ευκλείδη, όσο και από τους μαθηματικούς του κλασσικού Ισλάμ, αλλά και από μαθηματικούς της Δύσης ως τον 18ο αιώνα. Επειδή όλες αυτές οι αποτυχημένες προσπάθειες για την απόδειξη του 5ου αιτήματος έχουν παραμείνει στη σκιά,  ενθαρρύναμε τους μαθητές να τις παρουσιάσουν με τεχνικές του θεάτρου σκιών, σε συνδυασμό με παιχνίδι ρόλων.

2. Παιχνίδι  και  Μαθηματικά
2.1. Το παιχνίδι στη διδασκαλία/διδασκαλία των μαθηματικών
Το παιχνίδι είναι μια μορφή κοινωνικής δραστηριότητας, διαφορετικού χαρακτήρα από κάθε άλλη κοινωνική επαφή με το όριο του πραγματικού/ μη πραγματικού να αποτελεί κοινή αποδοχή και με τη σύμβαση να μη συμπεριφέρονται τα άτομα, όταν παίζουν 'με το συνήθη τρόπο' (Bishop, 1988).Το παιχνίδι, παγκόσμια δραστηριότητα, θεωρείται ζωτικής σημασίας για την ανάπτυξη της μαθηματικής γνώσης: "Δεν υπάρχει αμφιβολία στο μυαλό μου ότι το παιχνίδι (playing) είναι μια κρίσιμη δραστηριότητα για μαθηματική ανάπτυξη, και ελπίζω συνεπώς ότι τα ανθρωπολογικά και διαπολιτισμικά δεδομένα θα αυξηθούν ώστε να μπορούμε να προωθήσουμε εκπαιδευτικά τη σημασία αυτής της παγκόσμιας δραστηριότητας, με στόχο την πολιτισμική ανάπτυξη" (Bishop, 1988, σελ. 48).
 Ο ίδιος, επίσης, θέτει τα παρακάτω ερωτήματα, μάλλον ρητορικά, σχετικά με το ρόλο του παιχνιδιού στην προετοιμασία του παιδιού να δεχτεί μαθηματική γνώση:

· Θα μπορούσαν τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του παιχνιδιού να αξιοποιηθούν ως ρίζες για την ανάπτυξη της υποθετικής σκέψης; 

· Θα μπορούσε το παίξιμο να αναπαριστά το πρώτο στάδιο, όπου διακρίνει κάποιος μια κατάσταση από την πραγματικότητα, για να την αναστοχαστεί στην πορεία και πιθανώς να επινοήσει τη μοντελοποίησή της; 

Το γεγονός ότι τα παιχνίδια προσφέρουν μια άλλη όψη της ‘αφαίρεσης’ τα καθιστά σημαντικά για τη μαθηματική εκπαίδευση. Σε πολλά από τα παιχνίδια, ο στόχος είναι η μίμηση ή η μοντελοποίηση της πραγματικότητας∙ στοιχεία ιδιαιτέρως σημαντικά για τη μαθηματική εκπαίδευση. 
Ο Huizinga (Huizinga, 1949) κάνει μια σημαντική επισήμανση για το παιχνίδι: το παιχνίδι δεν είναι σοβαρό ως προς το σκοπό, αλλά ως προς την εκτέλεση. Τα παιχνίδια εκτιμώνται, ιδιαίτερα, από τους μαθηματικούς, γιατί υπαγορεύουν μια συμπεριφορά, η οποία στηρίζεται στον έλεγχο συγκεκριμένων κανόνων—διαδικασία παρόμοια με εκείνη που χρησιμοποιείται στα μαθηματικά.
Η διαπίστωση ότι το παιχνίδι συμβάλλει στη μαθησιακή διαδικασία έχει οδηγήσει πολλούς ερευνητές και παιδαγωγούς να το εντάξουν, κυρίως στην εκδοχή του ως εκπαιδευτικό/διδακτικό παιχνίδι, στη διδασκαλία στην τάξη. 
Στο εκπαιδευτικό παιχνίδι από τους Průcha, Walterová & Mareš (1998, p. 48, όπως παρουσιάζεται στην εργασία του Vankúš, 2005, p. 370) αποδίδονται τα παρακάτω κύρια χαρακτηριστικά: 

· είναι σε αναλογία με αυθόρμητη δραστηριότητα των παιδιών, που υλοποιεί  όμως εκπαιδευτικούς σκοπούς.

· Μπορεί να λάβει χώρα στην τάξη, σε χώρο άθλησης, στο έδαφος κλπ.
· Κάθε παιχνίδι έχει τους κανόνες του, χρειάζεται διαρκή έλεγχο και τελική αξιολόγηση.
· Είναι κατάλληλο και για ατομική και για ομαδική διδασκαλία.
· Ο δάσκαλος έχει ποικίλους ρόλους: από κύριος συντονιστής μέχρι απλός παρατηρητής.
· Το αβαντάζ του είναι ότι αποτελεί κίνητρο: εγείρει το ενδιαφέρον, αυξάνει την εμπλοκή των παιδιών στις δραστηριότητες, ενθαρρύνει τη δημιουργικότητα, τη συνεργατικότητα, τη συναγωνιστικότητα.
· Τα παιδιά μπορούν να χρησιμοποιήσουν τη γνώση τους, τις ικανότητές τους και την εμπειρία τους.

· Μερικά παιχνίδια πλησιάζουν τη μοντελοποίηση καταστάσεων από την πραγματική ζωή.
Επίσης ο Brousseau αναφέρει ως βασικά χαρακτηριστικά του εκπαιδευτικού παιχνιδιού, χαρακτηριστικά τα οποία το διαφοροποιούν από αυτό με την καθημερινή έννοια τα παρακάτω (Brousseau, 1997; Vankúš. 2007 p. 54):
· Το σύνηθες παιχνίδι είναι ελεύθερο, ενώ στο εκπαιδευτικό όλοι οι μαθητές πρέπει να συμμετέχουν.
· Το εκπαιδευτικό παιχνίδι χρησιμοποιείται για να υλοποιήσει εκπαιδευτικούς στόχους, ενώ ο κύριος στόχος του συνήθους παιχνιδιού είναι απλώς η διασκέδαση και η ευχαρίστηση.
· Το εκπαιδευτικό παιχνίδι έχει εξωτερικό έλεγχο (δάσκαλος, κανόνες του παιχνιδιού) 
Η αξία του παιχνιδιού ως μέσου διδασκαλίας έχει συζητηθεί από αρχαιοτάτων χρόνων. Ενδεικτικά θα αναφερθούμε σε μερικές χαρακτηριστικές απόψεις για τη χρήση του παιχνιδιού στη διδασκαλία/μάθηση φιλοσόφων, ερευνητών, ψυχολόγων επιλεγμένες από μια ενδιαφέρουσα επισκόπηση του  Vankúš (2007). 

 Ο Πλάτωνας (Πολιτεία και Νόμοι) θεωρεί ως κύρια εκπαιδευτική μέθοδο για τα παιδιά το παιχνίδι, καθώς μπορεί να τα ετοιμάσει για μελλοντική επαγγελματική ενασχόληση. Επίσης τονίζει το ρόλο του παιχνιδιού στο να κάνει την εκπαίδευση ευχάριστη αντί για βίαιη.

Ο Αριστοτέλης στα ‘Πολιτικά’ και ‘Ηθικά Νικομάχεια’ υποστήριξε την ανάγκη του παιχνιδιού, θεωρώντας το ως την πιο κατάλληλη δραστηριότητα.  
Ο J. A. Comenius θεωρεί το παιχνίδι ως κάτι πολύ σημαντικό για τα παιδιά γιατί προσθέτει ευχαρίστηση και απόλαυση, καθώς επίσης ότι συνεισφέρει στην ανάπτυξη κοινωνικών δεξιοτήτων του παιδιού όπως είναι η συνεργασία. 
Ο Piaget ταξινόμησε τέσσερις τύπους παιχνιδιού: παιχνίδι για ευχαρίστηση, συμβολικό, παιχνίδι με κανόνες (αναδύεται η σημασία της κοινωνικοποίησης και της συνεργασίας), κατασκευαστικό παιχνίδι (κάνει τα παιδιά να αναλαμβάνουν υπευθυνότητες).
 Κατά τον Piaget το παιχνίδι είναι σημαντικό για την κοινωνικοποίηση των παιδιών, την ανάπτυξη της συνεργατικότητας, ως προετοιμασία για δημιουργικές δραστηριότητες και λύση προβλήματος. Έτσι θεωρείται απαραίτητο και σημαντικό μέρος της εκπαίδευσης.

Επίσης, και ο Vygotsky (1978) επισημαίνει το σημαντικό ρόλο του παιχνιδιού, ισχυριζόμενος ότι «η επιρροή του παιχνιδιού στην ανάπτυξη των παιδιών είναι τεράστια» και τονίζοντας και αυτός το ρόλο του στην κοινωνικοποίηση του παιδιού (Vankúš, 2007, σ. 59). Αναφέρεται, ακόμα, στον πολύ σημαντικό ρόλο του για την ανάπτυξη του παιδιού, διευκρινίζοντας ότι δεν είναι δραστηριότητα μόνο για παιδιά.

Ο Brousseau, αναφέρεται στην έννοια της “διδακτικής κατάστασης”, χρησιμοποιώντας τη μεταφορική έννοια του παιχνιδιού. Η διδακτική κατάσταση είναι προσωμοίωση ενός παιχνιδιού καθορισμένο από συγκεκριμένους κανόνες που αναλαμβάνονται από μαθητές και δασκάλους.
2.2. Το παιχνίδι ρόλων στη διδασκαλία των Μαθηματικών 

Μία ειδική μορφή παιχνιδιού αποτελεί και το παιχνίδι ρόλων, το οποίο προέρχεται από το ψυχόδραμα (psychodrama), μια θεραπευτική μέθοδο που εφαρμόζουν οι ψυχοθεραπευτές, με εμπνευστή το Moreno (Άλκηστις 2000; Blatner 2002) και πληροί τις προυποθέσεις του εκπαιδευτικού παιχνιδιού. Στο παιχνίδι ρόλων οι μαθητές υποδύονται ένα χαρακτήρα, βάζοντας τον εαυτό τους στην ίδια θέση με αυτόν, προσπαθώντας να φανταστούν τι  θα έλεγε, τι θα σκεφτόταν και θα αισθανόταν (Neelands, 2000). Οι συμμετέχοντες παίζουν ρόλους προκειμένου να κατανοήσουν μια κατάσταση ή μια έννοια, να ταυτιστούν με τους άλλους, να ξαναζήσουν κάτι που έζησαν ή να βιώσουν κάτι εκ των προτέρων σε ασφαλές περιβάλλον.
Το παιχνίδι ρόλων αποτελεί ένα εργαλείο ζωτικής σημασίας για την πρώιμη παιδική ηλικία παρέχοντας ευκαιρίες για την ανάπτυξη σε όλες τις περιοχές  μάθησης. Αποτελεί τον καλύτερο τρόπο για να αναπτυχθούν οι ικανότητες επικοινωνίας, επίλυσης προβλήματος και αυτοεπίγνωσης (Blatner 1995; Blatner 2002). Ενθαρρύνει τη μάθηση με αλληλοβοήθεια, και επιμερίζει την ευθύνη της μαθησιακής διαδικασίας στο δάσκαλο και το μαθητή (Porter-Ladousse, 1987). Το παιχνίδι ρόλων αποτελεί μια μέθοδο που βοηθά το μαθητή να κατανοήσει τις πιο λεπτές όψεις της λογοτεχνίας, των κοινωνικών σπουδών ακόμα και ορισμένες διαστάσεις των Φυσικών επιστημών και των Μαθηματικών (Blatner, 2002).

Την αποτελεσματικότητα αυτή του παιχνιδιού ρόλων έχουν αρχίσει να αντιλαμβάνονται οι εκπαιδευτικοί, κυρίως αυτοί των πρώτων τάξεων του Δημοτικού και του Νηπιαγωγείου. Όπως διαπιστώνουμε από την έρευνα των Bain et al (1989), η οποία αφορά στις διδακτικές πρακτικές και τα χαρακτηριστικά των πιο αποτελεσματικών δασκάλων 1ης Δημοτικού, μεταξύ των παραγόντων που συνδέονται με την αποτελεσματικότητα των δασκάλων αναφέρεται και ο ενθουσιασμός τους για τις δραστηριότητες με παιχνίδι ρόλων. Οι δάσκαλοι χρησιμοποιούν το παιχνίδι ρόλων για να διδάξουν τους μαθητές γεγονότα, έννοιες, δεξιότητες ή να τους καλλιεργήσουν την αυτοεπίγνωση ή να τους ευαισθητοποιήσουν σε διάφορα θέματα. Ανάλογα με τους στόχους του δασκάλου, το παιχνίδι ρόλων μπορεί να προσαρμοστεί στο πρόγραμμα με διάφορους τρόπους (van Ments, ο.α. οι Cohen και Manion, 1994 σελ.361): 
1. ως εισαγωγή στο μάθημα

2. ως μέσο για συμπλήρωση κάποιου θέματος που διερευνάται

3. ως κύριο σημείο του μαθήματος

4. ως διάλειμμα από τη ρουτίνα της τάξης

5. ως τρόπος για ενοποίηση διαφορετικών θεμάτων

6. ως τρόπος για ανασκόπηση ή επανάληψη ενός θέματος

7. ως μέσο εκτίμησης της εργασίας
Τα τελευταία χρόνια έχει αναπτυχθεί μια πλούσια έρευνα και αντίστοιχη αρθρογραφία σχετική με το ‘‘παιχνίδι ρόλων’’ στη διδασκαλία των Μαθηματικών σε μαθητές κυρίως του Νηπιαγωγείου και των πρώτων τάξεων του Δημοτικού σχολείου (Charette, 2004; Tyce 2002; Griffiths, 2001; Simpson, 1997; Oers, 1996; Hallenberg, 1995; Anderson, 1995; Heck, 1980; Jarrett, 1977), ενώ μόλις πρόσφατα  άρχισε να εφαρμόζεται και στη Δευτεροβάθμια εκπαίδευση (Kotarinou, Chronaki, Stathopoulou, 2010; Kotarinou, Stathopoulou, 2008). Στα άρθρα αυτά τονίζεται η συμβολή του ‘‘παιχνιδιού ρόλων’’ και προτείνονται διάφορες δραστηριότητες για την εφαρμογή του στη διδασκαλία των Μαθηματικών.

Το θέατρο σκιών και γενικότερα το παιχνίδι με τις σκιές αξιοποιείται στη διδακτική διαδικασία στις μικρές κυρίως ηλικίες, αλλά και στην εκπαίδευση των εκπαιδευτικών της αντίστοιχης σχολικής βαθμίδας (Παρούση και Τσελφές, 2008). Δεν εντοπίστηκαν, ωστόσο, έρευνες που αφορούν στη συνύπαρξη θεάτρου σκιών και Μαθηματικών  στη δευτεροβάθμια εκπαίδευση.

3. Η έρευνα: σχεδιασμός και υλοποίηση

3.1.Το πλαίσιο και η μέθοδος της έρευνας

Τα πραγματολογικά δεδομένα  για αυτήν την εργασία προέκυψαν από την έρευνα με θέμα ‘‘Η διδασκαλία των Μαθηματικών μέσα από τη χρήση τεχνικών της ΔΤΕ: διερεύνηση της επίδρασης της Δραματικής Τέχνης στην Εκπαίδευση στη μάθηση των μαθηματικών σε τάξεις του Λυκείου’’, η οποία πραγματοποιήθηκε στο πλαίσιο διδακτορικής διατριβής με το ίδιο θέμα. Στην παρούσα εισήγηση εστιάζουμε στη διερεύνηση του τρόπου με τον οποίο η διδασκαλία μέσω του ‘παιχνιδιού ρόλων’ σε συνδυασμό με το ‘θέατρο σκιών’ επέδρασε στη μάθηση και διδασκαλία. 

 Το πλαίσιο της έρευνας: Η έρευνα  πραγματοποιήθηκε σε τμήμήμμα ﷽﷽﷽﷽﷽κ
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ες Β΄Λυκείου (16 κορίτσια, 10 αγόρια, εκ των οποίων 17 θετικής και τεχνολογικής κατεύθυνσης και 9 θεωρητικκαμε ﷽﷽﷽﷽﷽ρο ork of the debate

λυνεπ.)τις παλι lengthe e main historical arguments conse
ight be allowed to ork of the debate

ής) του Πειραματικού Λυκείου Ιλίου, σε διάρκεια τεσσάρων μηνών (σχολ. έτος 2010-2011).

Μέθοδος της έρευνας: για τη συλλογή των δεδομένων αξιοποιήσαμε τεχνικές εθνογραφικής έρευνας (παρατήρηση, συνεντεύξεις), ενώ για την παρέμβασή μας στηριχτήκαμε στη λογική του  διδακτικού πειράματος (Χρονάκη, 2008). Το διδακτικό πείραμα αφορούσε στη διδασκαλία με χρήση τεχνικών ΔΤΕ της διαχρονικής προσπάθειας  για την απόδειξη του 5ου αιτήματος του Ευκλείδη.
3.2. Το project ‘Η ιστορία στη σκιά’. Η αμφισβήτηση του 5ου αιτήματος ως τον 18ο αι.’  

Το project αυτό το οποίο αποτελεί μία ενότητα ενός διδακτικού πειράματος με θέμα την αξιωματική θεμελίωση της Ευκλείδειας  και των μη Ευκλείδειων Γεωμετριών (Υπερβολικής και Ελλειπτικής Γεωμετρίας), αφορούσε στην ιστορία της αμφισβήτησης του 5ου αιτήματος ως ενός αιτήματος ανεξάρτητου από τα άλλα αιτήματα, από τους διαδόχους του Ευκλείδη, από μαθηματικούς του κλασσικού Ισλάμ, και από μαθηματικούς της Δύσης από την Αναγέννηση ως τον 19ο αιώνα. Η αμφισβήτηση αυτή του 5ου αιτήματος περιελάμβανε τις προσπάθειές τους: 

· Να αντικαταστήσουν το 5ο αίτημα με ένα πιο αποδεκτό ισοδύναμό του, ή
· Να καταργήσουν το αίτημα, ως τέτοιο και να το αποδείξουν ως θεώρημα, βασισμένοι στα άλλα αιτήματα.
Σκοπός για όλες τις δραστηριότητες της ενότητας ‘Η ιστορία στη σκιά’, ήταν, να γνωρίσουν οι μαθητές μέσα από την ιστορία της αμφισβήτησης του 5ου αιτήματος, πώς ένα καθαρά διανοητικό πρόβλημα— στην περίπτωσή μας ένα μαθηματικό πρόβλημα— μπορεί να αποτελέσει πρόκληση για την επίλυσή του, για σχεδόν 20 αιώνες. Μέσα από την επαφή των μαθητών με το συγκεκριμένο πρόβλημα και κυρίως με τις συνεχείς και τις ανεπιτυχείς προσπάθειες επίλυσής του στοχεύσαμε στην αμφισβήτηση   των στερεοτυπικών εικόνων που συνδέονται με τα Μαθηματικά ως ένα απόλυτο, βέβαιο και αμετακίνητο σώμα γνώσης.
 Επιδιώξαμε να αντιληφθούν οι μαθητές ότι τα Μαθηματικά είναι μια πολιτισμική κατασκευή και ότι η ανάπτυξη της μαθηματικής γνώσης εξαρτάται όχι μόνο από επιστημονικές, αλλά και από φιλοσοφικές, πολιτισμικές και κοινωνικές συγκυρίες. Στόχος μας ήταν αναδειχθεί η ανθρωπιστική εικόνα για τα Μαθηματικά τα οποία δεν ορίζονται πλέον ως ένα σώμα καθαρής αφηρημένης γνώσης που υπάρχει σε κάποια υπεράνθρωπη, αντικειμενική πραγματικότητα αλλά αντίθετα συνδέονται με σύνολα κοινωνικών πρακτικών, καθένα με την ιστορία του, τα πρόσωπα, τους θεσμούς και τους κοινωνικούς χώρους, τις συμβολικές μορφές, τους σκοπούς και τις σχέσεις εξουσίας (Ernest, 2008:110 ). 

Επιπλέον ένας ευρύτερος στόχος που υπερβαίνει τη διδασκαλία των μαθηματικών ήταν η γνωριμία και εξοικείωση των μαθητών μας με μια άγνωστη σε αυτούς πτυχή του ισλαμικού πολιτισμού, όπως τα Μαθηματικά. Μέσα από τη γνωριμία αυτή υπονομεύτηκε η στερεοτυπική αντίληψη για το Ισλάμ αλλά και η ευρωκεντρική αντίληψη για την ανάπτυξη των μαθηματικών ιδεών που συγκροτούν αυτό που είναι γνωστό ως δυτικά μαθηματικά.
Οι γνωστικοί μας στόχοι ήταν να γνωρίσουν οι μαθητές, μέσα από τα σφάλματα κατά την προσπάθεια απόδειξης του 5ου αιτήματος, διάφορες ισοδύναμες με το 5ο αίτημα προτάσεις οι οποίες χαρακτηρίζουν την Ευκλείδεια Γεωμετρία και παράλληλα να γνωρίσουν το λογικό σφάλμα ζοντας τα ν Ευκλείδεια Γεωμετρ΄ί μ





























































































της ‘λήψης ζητουμένου’ δηλ.  ζοντας τα ν Ευκλείδεια Γεωμετρ΄ί μ





























































































δηλ.δηλ. τη χρησιμοποίηση κατά τη διαδικασία της απόδειξης μιας πρότασης ισοδύναμης με την αποδεικτέα, σφάλμα στο οποίο υποπίπτουν αρκετές φορές και οι ίδιοι. 

Για όλες τις δραστηριότητες  αυτής της ενότητας απαιτήθηκαν 4 διδακτικές ώρες στα μαθήματα Ιστορίας και Γεωμετρίας, οι δε μαθητές κλήθηκαν να παρουσιάσουν με τεχνικές του θεάτρου σκιών, ορισμένες από τις προσπάθειες απόδειξης του 5ου αιτήματος. 

Οι δραστηριότητες ακολούθησαν την παρακάτω δομή:

· Αρχική διάλεξη από την ερευνήτρια με ταυτόχρονη ψηφιακή προβολή, ως εισαγωγή στο θέμα.

· Εργασία των μαθητών σε ομάδες, με τη βοήθεια φύλλου εργασίας, μετά από μελέτη κατάλληλης βιβλιογραφίας, που τους υποδείχθηκε.
· Προετοιμασία των δρώμενων με τεχνικές ΔΤΕ, από τις ομάδες

· Παρουσίαση των δρώμενων

· Αναστοχασμός

 Στο μάθημα της Ιστορίας με τη βοήθεια ενός ppt
 παρουσιάστηκαν και συζητήθηκαν οι προσπάθειες απόδειξης του 5ου αιτήματος από τους διαδόχους του Ευκλείδη, Ποσειδώνιο, Πτολεμαίο και Πρόκλο καθώς και από μαθηματικούς του κλασσικού Ισλάμ. 
Στην αρχή τονίστηκε το γεγονός ότι καθώς το αντίστροφο του 5ου αιτήματος αποδεικνύεται ενισχύθηκε έτσι η άποψη ότι το 5ο αίτημα αποτελεί και αυτό πρόταση η οποία αποδεικνύεται
 και ότι η διστακτικότητα του Ευκλείδη να χρησιμοποιήσει το 5ο αίτημα συνηγορεί, σύμφωνα με τους μελετητές του, στην αμφιβολία του ίδιου του Ευκλείδη για το πόσο αυτή η πρόταση αποτελεί αίτημα
 (Greenberg, 1994). 

Παραθέτοντας και εξηγώντας τις προσπάθειες απόδειξης του 5ου αιτήματος από τους μαθηματικούς του Ισλάμ, αναφερθήκαμε γενικότερα στους λόγους ανάπτυξης των Μαθηματικών στον  Ισλαμικό κόσμο από τον 8ο  έως τον 13ο αι. μ. Χ. Έτσι διαβάστηκε ένα μικρό απόσπασμα από το βιβλίο ‘Το θεώρημα του Παπαγάλου’ του Denis Guedj (σελ. 269-272) το οποίο αναφέρεται στο ‘Σπίτι της σοφίας’ στη Βαγδάτη και το ρόλο του στη συγκέντρωση και μετάφραση του έργου των αρχαίων Ελλήνων. Έγιναν αναφορές στον Αλ Κβαρίσμι και τη συμβολή του στη . αι﷽﷽﷽﷽﷽﷽τακλή του στην αρχαίωαρθοως 

























































































Άλγεβρα, καθώς και τη διάδοση στη Δύση, μέσω του έργου του, του δεκαδικού συστήματος αρίθμησης. Στη συνέχεια και  μέσω της ψηφιακής παρουσίασης έγιναν γνωστές οι προσπάθειες των Thabit ibn Qurrah
, Al-Haytham γνωστού και ως Alhazen
, Omar Khayyam
  και Nasir al-Din al-Tusi 
. 

Τελειώσαμε την παρουσίαση με τις προσπάθεις απόδειξης του 5ου αιτήματος από τους Wallis, Saccheri
 και Lambert
, επισημαίνοντας στους μαθητές ότι αν και οι Άραβες προηγήθηκαν των Ευρωπαίων  στη χρήση τόσο του τρισορθογωνίου τετραπλεύρου όσο και του ισοσκελούς δισορθογωνίου αυτά φέρουν ονόματα δυτικοευρωπαίων μαθηματικών. Επίσης συζητήθηκε η προσφορά όλων αυτών των ανεπιτυχών προσπαθειών για την απόδειξη του  5ου αιτήματος στην επιστήμη των Μαθηματικών.  
Στη συνέχεια, αφού χωρίσαμε τους μαθητές σε έξι ομάδες, τους αναθέσαμε να παρουσιάσουν τις προσπάθειες απόδειξης του 5ου αιτήματος των Thabit ibn Qurrah, Al-Haytham, Omar Khayyam, Nasir al-Din al-Tusi, Saccheri και Lambert. Οι παρουσιάσεις έπρεπε να αναφέρονται στην πρόταση στην οποία στηρίχτηκαν για να συμπεράνουν το 5ο αίτημα, καθώς και στο λάθος που υπέπεσαν στην προσπάθειά τους να την αποδείξουν. Οι μαθητές κατά τη διάρκεια δύο διδακτικών ωρών μελέτησαν σχετική με το θέμα βιβλιογραφία και αποφάσισαν τους ρόλους και τα κείμενα για την παρουσίασή τους.

Για τις παρουσιάσεις αξιοποιή.
﷽﷽﷽﷽﷽﷽﷽﷽ίδιου του Ομάρ Καγιάμ.































































































θηκε  η τεχνική του θεάτρου σκιών καθώς και το παιχνίδι ρόλων. Για τα ιστορικά πρόσωπα επελέγη το παιχνίδι με τις σκιές παραπέμποντας στο γεγονός της αφάνειας των αποτυχημένων προσπαθειών και των προσώπων. 

Στη συζήτηση —με την ολοκλήρωση των παρουσιάσεων— με στόχο τον αναστοχασμό, αναδείχθηκε μεταξύ άλλων και το γεγονός ότι κατά τη μελέτη της ιστορίας του 5ου αιτήματος δε συναντήσαμε γυναίκες μαθηματικούς. Η παρατήρηση αυτή οδήγησε τους μαθητές να αντιληφθούν και να σχολιάσουν τον αποκλεισμό των γυναικών αλλά και ευρύτερα τις διακρίσεις λόγω φύλου και άλλων χαρακτηριστικών.  
3.2.1. Αξιολόγηση του project  ως προς την υλοποίηση των γνωστικών στόχων

Για να εξετάσουμε αν και κατά πόσο υλοποιήθηκαν  οι στόχοι μας ως προς τη γνωστική διάσταση της διδασκαλίας αναλύσαμε τόσο τα κείμενα των μαθητών από τις αποβιντεοσκοπήσεις  των παρουσιάσεων, τις απαντήσεις τους σε σχετικά ερωτήματα μέσω των συνεντεύξεων, όσο και τις απαντήσεις τους σε ερωτήματα κατά τον αναστοχασμό στο τέλος του project.

1. Ανάλυση των δρώμενων ως προς ‘το περιεχόμενο’.
Στις ομάδες είχε δοθεί η οδηγία στις παρουσιάσεις τους να αναφερθούν συγκεκριμένα στις μαθηματικές προτάσεις που οι μαθηματικοί αυτοί θεώρησαν ότι απέδειξαν και στο λάθος  που εντοπίστηκε σε κάθε απόδειξη. Οι ομάδες είχαν τη δυνατότητα να αποφασίσουν να συμπεριλάβουν στην παρουσίασή τους και όποια άλλη επιπλέον πληροφορία θα θεωρούσαν σημαντικό να αναφερθεί.
α) Η πρώτη ομάδα: Η προσπάθεια του Thabit ibn Qurrah
Η ομάδα συμπεριέλαβε στην παρουσίαση αυτά που της ζητήθηκαν. Ανέφερε την ‘πρόταση’ (Αν υποθέσουμε λοιπόν, ότι έχουμε μια ευθεία α και σημεία που κείνται προς το ίδιο μέρος και απέχουν την ίδια απόσταση από τη δεδομένη ευθεία, σχηματίζουν επίσης ευθεία β παράλληλη προς την ευθεία α) την οποία χρησιμοποίησε ο  Thabit ibn Qurrah για να αποδείξει το 5ο αίτημα καθώς και το λάθος του στην απόδειξη του 5ου αιτήματος (Το λάθος που έκανε ο Thabit ibn Qurrah είναι ότι έκανε ‘λήψη ζητουμένου’. Στην προσπάθειά του δηλ. να αποδείξει το 5ο αίτημα, χρησιμοποιεί το ίδιο το αίτημα και βασίζει εκεί την απόδειξή του).
 Η ομάδα συνέδεσε το 5ο αίτημα με την χαρακτηριστική ιδιότητα του Ευκλείδειου χώρου, της παράλληλης μετατόπισης σχήματος χωρίς παραμόρφωση, όμως δεν αναφέρεται με σαφήνεια το λάθος του Thabit ibn Qurrah
:
Το 5ο αίτημα του Ευκλείδη, εξαρτάται από τη δυνατότητα να μετακινούμε τα σχήματα στο χώρο, χωρίς αυτά να παραμορφώνονται, προκειμένου να τα αλληλοεπικαλύπτουμε. Έτσι μονάχα μπορούμε να ελέγξουμε την σύμπτωση ή την  ισοδυναμία των γεωμετρικών σχημάτων, όπως στην περίπτωση του Thabit οι δύο ευθείες τις οποίες πρέπει να αποδείξουμε την παραλληλία τους. Παρ’ όλα αυτά σε έναν διαφορετικό χώρο από τον Ευκλείδειο, τα σχήματα με τη μετατόπισή τους μπορεί να παραμορφώνονται, γεγονός που καθιστά εσφαλμένο το 5ο αίτημα του Ευκλείδη καθώς και την προσπάθεια απόδειξής του από τον Thabit ibn Qurrah.). 
β) Η δεύτερη ομάδα: Η προσπάθεια του Al Haytham
Οι μαθητές ανέσυραν όλες τις πληροφορίες που τους ζητήθηκαν από τη βιβλιογραφία και τις συμπεριέλαβαν με πολύ ευρηματικό τρόπο στην παρουσίασή τους.
Χαρακτηριστικό είναι το παρακάτω απόσπασμα από το δρώμενο που παρουσίασαν.
· Ο Αλ Χαυθάμ ή Αλχάζεν (σαν το παλιό γήπεδο Αλ-Καζάαρ της Λάρισσας, σαν τον Abou Diaby της Arsenal ή σαν ένα κίτρινο υποβρύχιο της Βιγερεάλ) υποθέτει την ύπαρξη ενός τρισορθογώνιου τετραπλεύρου με τρεις ορθές γωνίες 

-(2η σκιά) τετράπλευρο Lambert
-(1η σκιά) και εξετάζει τις περιπτώσεις η τέταρτη γωνία να είναι οξεία, ορθή ή αμβλεία.

-(2η) Μόνο αυτό;

- (1η) Όχι βέβαια. Αποκλείει τις περιπτώσεις της οξείας και αμβλείας γωνίας θεωρώντας τις παράλληλες ευθείες ως ισαπέχουσες. Αυτό είναι ισοδύναμο με το 5ο αίτημα.

Το κείμενο της ομάδας αν και είναι σουρρεαλιστικό, περιγράφει σωστά τις μαθηματικές έννοιες.

-(2η) Τελικά είχαν δίκιο οι άλλοι που με έλεγαν γεωμετρικό τόπο.

-(1η σκιά) Όντως ναι παραδέχομαι ότι είμαι ένα σημείο που κινούμαι σαν πολύχρωμο δελφίνι (που να ησυχάσω δε μ’ αφήνουν) στο σμαραγδένιο ωκεανό της αγάπης και της αληθινής γεωμετρίας ώστε να ισαπέχω από ευθεία σε ευθεία, από δρόμο σε δρόμο, από ουρανό σε ουρανό ….
Το δρώμενο αυτό ξάφνιασε ευχάριστα όλους τους μαθητές και το είδος γραφής που επελεξαν έδειξε έναν τελείως διαφορετικό τρόπο χρήσης μαθηματικών όρων στο λόγο.

γ) Η τρίτη ομάδα: Η προσπάθεια του Omar Khayyam
Η ομάδα συμπεριέλαβε στην παρουσίασή της την πρόταση που προσπάθησε να αποδείξει ο Ομάρ Καγιάμ, για να συναγάγει από αυτή το 5ο αίτημα (Θεωρώ ένα τετράπλευρο του οποίου οι δύο απέναντι πλευρές είναι ίσες και κάθετες στη βάση και εύκολα αποδεικνύω ότι οι δύο άλλες είναι ίσες. Μπορώ όμως να αποδείξω ότι είναι και ορθές, απορρίπτοντας τις περιπτώσεις να είναι οξείες ή αμβλείες αντίστοιχα;)

Η ομάδα αναφέρθηκε στο λάθος του Ομάρ Καγιάμ, με μια μικρή παράλλειψη (Πράγματι, απέρριψε και τις δύο τελευταίες περιπτώσεις, όμως για να αποδείξει ότι είναι ορθές χρησιμοποίησε στην απόδειξή του την πρόταση ‘‘Δύο συγκλίνουσες ευθείες θα τέμνονται’’, η οποία είναι ισοδύναμη με το 5ο αίτημα του Ευκλείδη).

δ) Η τέταρτη ομάδα: Η προσπάθεια του Nasir-al-Din al-Tusi
Η ομάδα αυτή αναφέρθηκει ορθά στην παρουσίασή της  στην πρόταση με την οποία ο Αλ Τούσι προσπάθησε να αποδείξει το 5ο αίτημα (Προσπάθησα να αποδείξω ότι σε ένα  τετράπλευρο στο οποίο οι δύο πλευρές είναι κάθετες και ίσες στη βάση, τότε και οι άλλες δυο γωνίες είναι ορθές) .
Η ομάδα επίσης είχει κατανοήσει ότι το λάθος του Αλ Τούσι για την απόδειξή του προηγουμένου θεωρήματος οφείλεται σε ‘λήψη ζητουμένου’
 (Όμως η απόδειξη που έδωσε ο Ναζίρ Αλ Ντιν Αλ Τούσι, είναι λανθασμένη. Προσπάθησε να αποδείξει το 5ο αίτημα χρησιμοποιώντας κάτι ισοδύναμο με αυτό) και παραθέτει την πρόταση που χρησιμοποίησε και η οποία είναι ισοδύναμη με το 5ο αίτημα (Στην απόδειξή μου χρησιμοποίησα ότι αν η ευθεία (ε) είναι κάθετη στη (ζ) στο σημείο Α και η (η) τέμνει πλάγια τη (ζ) στο σημείο Β, τότε οι κάθετες από την (ε ) στη (η) είναι μικρότερες της ΑΒ όταν βρίσκονται προς το μέρος της αμβλείας
.

ε) Η πέμπτη ομάδα: Η προσπάθεια του Sacchieri
Ο μαθητής στο ρόλο του Σακκέρι, δίνει μια πλήρη απάντηση στο τι προσπάθησε να αποδείξει και με ποιο τρόπο (Κατάφερα να αποδείξω το 5ο αίτημα. Δημιουργώντας ένα δισορθογώνιο τετράπλευρο, ένα τετράπλευρο που έχει  δύο απέναντι πλευρές ίσες οι οποίες είναι κάθετες στη μία του βάση, κατάφερα με τη μέθοδό μου, την εις άτοπον απαγωγή, να δείξω ότι οι δυο άλλες γωνίες, οι οποίες θα είναι ίσες, σύμφωνα με τις 28 πρώτες προτάσεις της ουδέτερης Γεωμετρίας, της Ευκλείδειας Γεωμετρίας που δε χρησιμοποιεί το 5ο αίτημα, ότι αυτές δε θα είναι ούτε αμβλείες, ούτε οξείες , άρα θα είναι ορθές).
Αντίθετα, τα σχόλια για την απόρριψη της υπόθεσης της αμβλείας και της οξείας γωνίας γωνίας είναι ελλιπή
 (Ο Σακκέρι όντως κατάφερε να απορρίψει την υπόθεση της αμβλείας γωνίας, αλλά η απόρριψη της υπόθεσης ότι οι δύο απέναντι γωνίες των δύο ορθών γωνιών είναι οξείες γωνίες τον δυσκόλεψε πολύ. Πράγματι το έργο του βασίζεται σε πολλές ανακρίβειες και τελικά δεν είναι πολύ πειστικό)
στ) Η έκτη ομάδα: Η προσπάθεια του Lambert
Στην παρουσίασή τους οι μαθητές αναφέρονται ορθά στο  τρισορθογώνιο (ορθογώνιο Al Haytham-Lambert) και στις τρεις υποθέσεις της ορθής, οξείας ή αμβλείας γωνίας (Ονομάζομαι John Heinrich Lambert. Στην προσπάθειά μου να αποδείξω το 5ο αίτημα του Ευκλείδη επιλέγω θεμελιώδες σχήμα το τετράπλευρο αλλιώς τρισορθογώνιο εξασφαλίζοντας την ύπαρξη τριών ορθών  γωνιών από τις τέσσερεις γωνίες του. Η τέταρτη και τελευταία γωνία θα είναι οξεία, ορθή ή αμβλεία όπως προκύπτουν και από τις υποθέσεις του Σακκιέρι. Προχώρησα λοιπόν τη θεωρία του μερικά βήματα πιο πέρα  καταλήγοντας τις παρακάτω υποθέσεις. Αρκεί να  αποδείξω ότι η τέταρτη γωνία είναι ορθή, για να αποδείξω μια  ισοδύναμη πρόταση με το 5ο αίτημα του Ευκλείδη. Απέρριψα την υπόθεση της  οξείας και αμβλείας γωνίας και έτσι κατέληξα στο συμπέρασμα ότι η τέταρτη γωνία είναι ορθή, οπότε πέτυχα το σκοπό μου και απέδειξα το 5ο αίτημα του Ευκλείδη).
Ως προς τα σχόλια, η ομάδα αναφέρεται γενικότερα στο έργο του Λάμπερτ, αλλά δεν αναφέρεται πιο συγκεκριμένα στο λάθος που υπέπεσε.

Συμπεράσματα από την ανάλυση των παρουσιάσεων 
Συνοψίζοντας τις αναλύσεις όλων των δρώμενων, όπως είδαμε αναλυτικά προηγουμένως, συμπεραίνουμε ότι οι ομάδες χρησιμοποίησαν στα δρώμενά τους αυτά που τους είχαν ζητηθεί. Και έξι ομάδες αναφέρθηκαν ορθά στις μαθηματικές προτάσεις που οι μαθηματικοί αυτοί θεώρησαν ότι απέδειξαν και από αυτές συνεπέραναν το 5ο αίτημα. 
Αναφέρονται στο λογικό λάθος που έκαναν κατά την απόδειξη, δηλ. στη ‘λήψη ζητουμένου’, αλλά δεν διατυπώνουν σε όλες τις  περιπτώσεις με απόλυτη ακρίβεια και σαφήνεια το λάθος που έκαναν. 

2. Αναστοχασμός

Μετά την παρουσίαση των δρώμενων, επακολούθησε αναστοχασμός και συζήτηση.

Ως προς το γνωστικό τομέα, στο ερώτημα της ερευνήτριας, σχετικά με το έργο όλων αυτών των μαθηματικών που παρουσιάστηκε, οι μαθητές έδωσαν σωστές απαντήσεις. 

· (Αντ.) Προσπάθησαν να αποδείξουν μια ισοδύναμη πρόταση προς το 5ο αίτημα του Ευκλείδη

· (ερευν.) Προσπάθησαν να αποδείξουν. Απέτυχαν για ποιο λόγο;

· (Μαρ.) Δε μπόρεσαν να απορρίψουν την υπόθεση της οξείας γωνίας. (Μεταξύ αυτών) ο Σακκέρι
· (ερευν.) Όλοι όμως τι λάθος έκαναν;

· (Στέφ.) Έπαιρναν μια ισοδύναμη πρόταση του 5ου αιτήματος και παίρνοντας το ζητούμενο ως δεδομένο προσπαθούσαν  να το αποδείξουν.

3. Συνεντεύξεις μαθητών 
Κατά τη διάρκεια των συνεντεύξεων με τους μαθητές του τμήματος, θέσαμε σε 17 μαθητές   ερωτήματα σχετικά με την αμφισβήτηση του 5ου αξιώματος. Τις απαντήσεις τους  τις  αξιολογήσαμε με βάση την παρακάτω ρουμπρίκα αξιολόγησης.
	Ι ) Απάντησαν  επαρκώς σχετικά με την αμφισβήτηση του 5ου αξιώματος από τους Άραβες και τους Σακκέρι και Λάμπερτ

( Αναφέρθηκαν αφ΄ενός στην προσπάθεια απόδειξης του 5ου αιτήματος ή στο κύριο λάθος κατά την απόδειξη, τη λήψη ζητουμένου)

	ΙΙ) Απάντησαν ανεπαρκώς σχετικά με την  αμφισβήτηση του 5ου αξιώματος

(Έδωσαν γενικόλογες απαντήσεις ή υπήρξαν λάθη στις απαντήσεις τους )

	ΙΙΙ) Δήλωσαν αδυναμία να απαντήσουν στο ερώτημα


Ι) Εδωσαν  επαρκή απάντηση σχετική με την αμφισβήτηση του 5ου αξιώματος 
Όταν ρωτήσαμε τους μαθητές σχετικά με το έργο των Αράβων, των Σακκέρι και Λάμπερτ προσδοκούσαμε να αναφερθούν γενικά στην προσπάθειά τους να αποδείξουν το 5ο αίτημα ή να το αντικαταστήσουν με κάποιο απλούστερο και όχι να αναφερθούν αναλυτικά στις προσπάθειες καθ’ ενός μαθηματικού. Πράγματι είχαμε απαντήσεις αυτής της μορφής.

- (Α) Είχε να κάνει με το λεγόμενο 5ο αίτημα του Ευκλείδη, το οποίο ουσιαστικά διέννοιες﷽﷽﷽﷽εμελισαν να κατ






































































































έέ    φερε, διότι δε μπορούσαν να καταλάβουν, θα  πρέπει να μπει σαν αίτημα αλλά θα έπρεπε να αποδεικνύεται αυτό το 5ο αίτημα, διότι ήταν κάτι το οποίο δε βασιζόταν στις θεμελιώδεις έννοιες.

-(Γ) θυμάμαι ότι είχε γίνει ντόρος (για το 5ο αίτημα) ότι το αμφισβητούσανε και δε μπορούσε να το αποδείξει, όλοι.
-(Στ.) Φυσικά.  Ήταν πολλοί που προσπάθησαν είτε να αποδείξουν το 5ο αίτημα του Ευκλείδη, ή να το αμφισβητήσουν και έχουμε τους Άραβες μαθηματικούς οι οποίοι όπως παραστατικά είδαμε έμειναν στη σκιά, γιατί έκαναν όλοι λάθος, όπως ο Άλ Χαϋθάμ. Πολύ γόνιμη αυτή η προσπάθεια γιατί όπως αποδείχτηκε αργότερα το 18ο, 19ο 20ο αιώνα ότι δεν είναι μόνο η Ευκλείδεια Γεωμετρία.

– (Σ.) Το 5ο είτανε εκείνο το αξίωμα που είχανε παιδευτεί οι άλλοι 500 χρόνια μέχρι να το βρούνε. Αλλά εντάξει αυτό δεν το θυμάμαι να σας το πω στην αλήθεια, αλλά θυμάμαι ότι παιδεύτηκαν αρκετά. Αυτό το θυμάμαι.
Αναμέναμε επίσης να αναφερθούν στο λάθος της μεθόδου επίλυσης και όχι στο λάθος κάθε μαθηματικού ξεχωριστά. 

-(Π) (Έκαναν) Λήψη ζητουμένου. Την είχε κάνει ο Ντεκάρτ στην προσπάθειά του να αποδείξει ότι υπάρχει θεός, χρησιμοποίησε την ίδια την ‘ύπαρξη του θεού ως δεδομένο.
-(Γ.)Προσπαθούσαν να το αποδείξουν και το χρησιμοποιούσαν κατά τη διάρκεια της απόδειξης.
-(Ν) Βασικά αυτό που προσπαθούσαν να αποδείξουν, το 5ο αίτημα, αναγκαστικά το αποδείκνυαν χρησιμοποιώντας το.

– (Σ.) Κάνανε λήψη ζητουμένου, και μέσω αυτού δηλ. αυτό που είχανε πάρει ως δεδομένο ήτανε και το ζητούμενο, και έτσι καταλήγανε σε λάθη, πάρα πολλά...

Θεωρήσαμε επομένως επαρκείς τις απαντήσεις των μαθητών οι οποίες αναφέρονταν σε αυτά τα δύο σημεία.
ΙΙ) Απάντησαν  ανεπαρκώς σχετικά με την  αμφισβήτηση του 5ου αξιώματος. 

Αρκετοί από τους μαθητές έδωσαν γενικόλογες απαντήσεις, χωρίς να μπορούν να απαντήσουν επακριβώς  σ’ αυτά που ρωτήθηκαν ενώ συναντάμε επίσης ανακρίβειες και λάθη στις απαντήσεις τους.

-(Βιρ.) Το 5ο αίτημα, που κάποιοι άλλοι προσπάθησαν να το ορίσουν, χρησιμοποιούσαν  κάποιον αυθαίρετο όρο και στην ουσία έλεγαν ότι μπορεί να συνοψιστεί από τα υπόλοιπα τέσσερα αιτήματα.
- (Τατ.) Προσπαθούσαν να αποδείξουν κάτι το οποίο δεν είχε αποδειχθεί. Θυμάμαι ότι προσπαθούσαμε να αποδείξουμε και ότι μετά ήτανε με κάτι θεωρήματα, μπορεί να λέω και λάθος, προσπαθούσαν να αποδείξουν κάποια θεωρήματα και μετά,  με κάτι σε τετράγωνα, με τετράγωνα με τέσσερεις ίσες γωνίες, που το τελευταίο έβγαινε καμπυλωτό.

ΙΙΙ) Δήλωσαν αδυναμία να απαντήσουν στο ερώτημα

Στα παραπάνω ερωτήματα, τρεις μαθητές, αν και τους υπενθυμήσαμε ότι αναφερόμαστε στις ιστορίες στη σκιά, δήλωσαν αδυναμία να απαντήσουν 

Ο  παρακάτω πίνακας αποτυπώνει συνοπτικά τα αποτελέσματα.

	Επαρκής  απάντηση
	9 μαθητές

	Ανεπαρκής  απάντηση
	5 μαθητές

	Αδυναμία απάντησης
	3 μαθητές


Έχοντας την  πλήρη εικόνα των απαντήσεων συμπεραίνουμε ότι εννιά στους 17 μαθητές που ρωτήθηκαν μετά την πάροδο των δύο μηνών, είχαν τη δυνατότητα να μας δώσουν μια ικανοποιητική εικόνα του τι προσπάθησαν να αποδείξουν οι Άραβες και οι Σακκέρι και Λάμπερτ. Οι περισσότεροι δε από αυτούς  αναφέρονταν στη ‘λήψη ζητουμένου’, έννοια η οποία  είχε εντυπωθεί στους μαθητές. 
3.2.2.Αξιολόγηση του project ως προς τους στόχους επιστημολογικής διάστασης

Ι) Απαντήσεις των μαθητών σχετικά με τον αγώνα απόδειξης του 5ου αιτήματος 

Μπορεί όλοι οι μαθητές να μην ήταν σε θέση να απαντήσουν επακριβώς για την αμφισβήτηση του 5ου αξιώματος από τους Άραβες και τους άλλους μαθητικούς στην Ευρώπη, όμως ο αγώνας και οι προσπάθειες όλων όλων αυτών τους εντυπωσίασε.Οι μαθητές τόνισαν στις απαντήσεις τους τη συνεχή και επίπονη αυτή προσπάθεια, χαρακτηρίζοντάς την αξιοθαύμαστη και εντυπωσιακή.

-(Σοφ.)... θυμάμαι ότι παιδεύτηκαν αρκετά. Αυτό το θυμάμαι, καταλήγανε σε λάθη, πάρα πολλά, αλλά εντάξει και από τα λάθη μαθαίνει κανένας.

-(Θοδ.) Είναι ιδιαίτερα αξιοθαύμαστο, προσπάθησαν και είναι πολύ σημαντικό όχι μόνο στη γεωμετρία, σ’ όλα τα πράγματα όλοι οι άνθρωποι να προσπαθούν μέχρι να καταφέρουν κάτι να πετύχουν.

- (Ι) Ναι αλλά ήταν εντυπωσιακό αυτό που έκαναν όλοι αυτοί οι άνθρωποι να αποδείξουν ένα αίτημα που κάποιος άλλος είχε σκεφτεί.
Οι μαθητές γνώρισαν για πρώτη φορά έναν αγώνα πολλών μαθηματικών ο οποίος δεν  στέφτηκε από επιτυχία. Αποδίδουν την επιμονή, τον αγώνα, την υπομονή κι τη δύναμη θέλησης αυτών των μαθηματικών να αποδείξουν το 5ο αίτημα, στην αγάπη και την αφοσίωσή τοστα Μαθηματικά. 

-(Τζ.) Στην αρχή λέω, καλά αφού δεν το βρίσκουν γιατί δε σταματάνε; Κι όμως εκεί προσπαθούσαν, προσπαθούσαν, είναι ανάλογα, τους άρεσαν πάρα πολύ αυτά για να το κάνουν. Εντάξει, εγώ στη θέση τους δεν θα τόκανα, δεν. Άμα ήταν κάτι άλλο μπορεί να τόκανα, αλλά εντάξει.

- (Τατ.) Κοιτούσα περισσότερο το χαρακτήρα τους.Ήταν πολύ ωραίος ο αγώνας αυτών των ανθρώπων. Σίγουρα προσπαθούσανε και παλεύανε ν’ αποδείξουν κάτι το οποίο τους άρεσε. Δηλ. γι’αυτό και μόνο έχει ενδιαφέρον, γιατί κάνανε κάτι που τους άρεσε. Γενικότερα δείχνει τη θέληση που είχανε, το ότι ήθελαν κάτι να καταφέρουν και το είχαν βάλει μπροστά τους και πήγαιναν εκεί, δείχνει και τη δύναμη της θέλησης που είχανε, δείχνει και το ότι είχανε υπομονή, γιατί σίγουρα ήθελει υπομονή, γιατί ήθελε πολλούς τρόπους για να αποδείξουνε κάτι, ήθελε εξυπνάδα, το μυαλό να παίρνει στροφές, γενικότερα μας έδειξε πολλά και στο να προσπαθούμε και στο να βάζουμε στόχους και στο να έχουμε υπομονή.
 Οι μαθητές για πρώτη φορά έβλεπαν τα μαθηματικά ως ένα ανθρώπινο δημιούργημα, γνωρίζοντας τις προσπάθειες  μιας σειράς  προσώπων στην επίλυση του ίδιου  μαθηματικού προβλήματος. 

-(Τζ.) Ήταν πιο ωραίο , γιατί αν βλέπεις μόνο το αποτέλεσμα είναι βαρετό. Πρέπει να μάθεις λίγο και τι έγινε πιο πίσω, ποιοι τα δημιούργησαν και έτσι ήταν πιο ωραίο, έμαθα περισσότερα πράγματα.
ΙΙ) Απαντήσεις των μαθητών σχετικές  με το ιστορικό και  πολιτισμικό πλαίσιο 

Οι μαθητές υποδέχθηκαν θετικά τις δραστηριότητες που αφορούσαν την ιστορία της Γεωμετρίας  και οι οποίες συνέδεσαν την επιστήμη αυτή με το ιστορικό, οικονομικό πολιτικό πλαίσιο στο οποίο αυτή αναπτύχθηκε.

-(Α) ... έλειπε από το σχολείο πολύ καιρό, η εξέταση μιας  επιστήμης όπως της πρέπει, ιστορικά, και πολιτικά.

- (Π) Γενικώς είναι ωραίο να παρατηρείς σε κάθε επιστήμη την ιστορία της. Να συνδέεις την κάθε επιστήμη και  την κάθε ανακάλυψη της επιστήμης με τα γεγονότα που συνέβαιναν εκείνη την περίοδο, για να δεις την ψυχοσοδο﷽﷽﷽﷽﷽﷽﷽ε ερεερικά} ιστορικά, και ειτουργο



















































































ύνθεση και  το πώς ακριβώς λειτουργούσαν και αντιδρούσαν οι άνθρωποι και τα ερεθίσματα που είχαν οι ίδιοι εκείνη την περίοδο.
- (Χαρ.) Όχι, δεν ξέρω, δεν τόχω σκεφτεί όλο αυτό, αλλά ήταν ωραίο γιατί μαθαίναμε τέλος πάντων για εκείνη την εποχή που λέτε, ενώ όταν κάναμε στο κανονικό μάθημα δε μαθαίναμε τίποτα απ’ ότι είχε γραφτεί και όλα αυτά, ήταν απλά τρίγωνα , τετράγωνα.
Από τις συνεντεύξεις των μαθητών φάνηκε ότι υπήρξαν μαθητές οι οποίοι συνέδεσαν την ανάπτυξη των μαθηματικών με την οικονομική ανάπτυξη της περιοχής στην οποία αυτά αναπτύχθηκαν. 

-(Στ.) Καταλάβαμε ότι για να υπάρχει ανάπτυξη της επιστήμης, πρέπει να υπάρξει ανάπτυξη πρώτα σε όλους τους υπόλοιπους τομείς, ο οικονομικός και αργότερα ο πολιτισμικός.

-(Ζ) (Η ανάπτυξη έγινε) Λόγω της οικονομικής ευμάρειας που είχαν εκείνες οι περιοχές (στο Ισλάμ).
3.2.3. Αξιολόγηση των δρώμενων ως προς τη μορφή 
Σε όλες τις  παρουσιάσεις  των δρώμενων αξιοποιήθηκε με επιτυχία το παιχνίδι ρόλων, με τα ιστορικά πρόσωπα να παρουσιάζονται με την τεχνική της σκιάς, ενώ σε αντίστιξη οι σύγχρονοι χαρακτήρες –δημοσιογράφοι, μελετητές του έργου των παραπάνω μαθηματικών—χωρίς τη χρήση της σκιάς. Οι σκιές, σε πανί ή σε τοίχο σχηματοποιήθηκαν από τις φιγούρες των ίδιων των μαθητών με τη βοήθεια φορητού προβολέα, τον οποίο χειρίστηκε ένας μαθητής για όλες τις παρουσιάσεις, ενώ  πριν αρχίσουν το δρώμενο οι μαθητές έπαιξαν με τον προβολέα, για να βρεθεί η πιο κατάλληλη θέση ώστε να δημιουργούνται σκιές με καθαρά περιγράμματα. Οι μαθητές επέλεξαν ευφάνταστο δραματικό πλαίσιο, πρωτότυπους διαλόγους  και υποστήριξαν με επιτυχία τους ρόλους τους, ενώ τα κατάλληλα κοστούμια εποχής και τα τουρμπάνια στα κεφάλια τους δημιούργησαν πολύ πειστικές σκιές.

Αναφέρουμε ενδεικτικά το ‘δραματικό πλαίσιο’ ορισμένων δρώμενων.
· Παρουσίαση του έργου του Ομάρ Καγιάμ μέσα από διάλογο μεταξύ της σκιάς του Ευκλείδη και της σκιάς του Ομάρ Καγιάμ. 

· Ένας ‘θίασος από πνεύματα’ παρουσιάζει το έργο του Αλ Χαϋθάμ. 
· Ένας δημοσιογράφος ο οποίος ήθελε να γράψει ένα άρθρο σχετικό με  τον Αλ Τούσι, τον βλέπει στο όνειρό του να του μιλάει για το έργο του. 
3.2.4. Αξιολόγηση των δρώμενων από τους ίδιους τους μαθητές
Σε όλες τις ενότητες  του διδακτικού πειράματος παρουσιάστηκαν 26 δρώμενα, εκ των οποίων τα έξι ήταν της συγκεκριμένης ενότητας που αφορούσε στο 5ο αίτημα,  και πραγματοποιήθηκαν με την τεχνική της σκιάς. Οι μαθητές όταν ρωτήθηκαν ποιο ήταν το δρώμενο, από αυτά που συμμετείχαν οι ίδιοι, που τους άρεσε περισσότερο οι 8 στους 13 απάντησαν ότι προτιμούσαν το δρώμενο με το παιχνίδι ρόλων και τις σκιές. Όταν δε ρωτήθηκαν το ίδιο για τα δρώμενα που παρακολούθησαν ως θεατές, 9  στις 22 απαντήσεις αφορούσαν τις σκιές και όλοι οι μαθητές επέλεγαν το ίδιο δρώμενο με θέμα τον Αλχάζεν. 
Οι μαθητές αιτιολόγησαν τις επιλογές τους αυτές σύμφωνα με τα παρακάτω κριτήρια που αφορούσαν τη μορφή και το περιεχόμενο των παρουσιάσεων: 

· Την ίδια την τεχνική του θεάτρου σκιών, την οποία για πρώτη φορά αξιοποίησαν στη διδακτική διαδικασία.
-(Τζίνα) Ήταν πάρα πολύ ωραίο , γιατί πάντα εμένα μ’ άρεσαν αυτό το φως από πίσω, οι σκιές  και να παίζεις κάτι, μ’άρεσε από μικρή αυτό , τόκανα και στο σπίτι. Και μ’ άρεσε, και λέω  εγώ θα πάω από πίσω, εντάξει.

-(Τατιάνα) Αλλά μου άρεσε περισσότερο το κομμάτι με τις σκιές. Ήτανε πολύ ωραίο το πώς βάλαμε το πανί, που κάναμε ένα θέατρο σκιών. Ήταν πολύ ωραίο.

-(Νίκος) Βασικά εγώ θα ήθελα να πω για τις σκιές που βασικά είχε πολύ ενδιαφέρον. Ήταν κάτι πολύ διαφορετικό και πολύ πρωτοποριακό θα λέγαμε. Ήταν πολύ ενδιαφέρον. Ναι, ακόμα και για το θεατή ήταν πάρα πού ενδιαφέρον.
-(Γιάννης) Ήταν άλλη εμπειρία Ήταν κάτι καινούργιο. Περάσαμε ωραία. Είναι αυτό που είπαμε ακριβώς ότι θα θέλαμε να γίνει αλλιώς.
·  Τους διαλόγους του δρώμενου. Το σκετς με τον Αλχάζεν ήταν ένα σουρεαλιστικό κείμενο το οποίο γοήτευσε τους μαθητές.
- (Βιργιάννα) Εμένα μ’ άρεσε προσωπικά πάρα πολύ αυτό που κάναμε με τις σκιές, ήταν εντυπωσιακό, επίσης ήταν πολύ καλοί οι διάλογοι που είχαν τα παιδιά μεταξύ τους και πώς το αναπαραστήσαμε και ήταν έτσι κάτι διαφορετικό.

-Το σκιάζομαι. Καταπληκτικό. Ήταν πολύ καλό, γιατί έδινε και αυτό που ήθελε να δώσει και έκανε μια σουρεαλιστική περιγραφή. 

- (Τζίνα) Ήταν ωραίο το κείμενο εκείνο με τα λόγια του Γιάννη και του Χρήστου, που ήταν στις σκιές. 

-(Γ.) Αυτό μ’ άρεσε πάρα πολύ. Δεν περίμενα να το γράψει ο Γιάννης αυτό, είχα μείνει, γιατί συνήθως είναι παιδί που δεν μιλάει, κάνει πιο πολύ πλάκες, πειράζει και αυτά. Και είχα μείνει . Ο Γιάννης τα έγραψε όλα αυτά; Μου άρεσε πάρα πολύ. Αυτή ήταν η καλύτερη από τις σκιές που είδα εγώ, η καλύτερη απ’ όλες, μου άρεσε πάρα πολύ.
· Το χιούμορ.

-(Μίνα ) Του Γιάννη και του Χρήστου, είχε πολύ γέλιο με τις σκιές.
-(Αγγελική) ... και με τις σκιές εκεί πέρα, εγώ προσωπικά διάβαζα, είχα πάρει φωτοτυπία με το κείμενο ,διάβαζα και γέλαγα με τις μέρες. 

- (Σοφία)Και τα σκετσάκια ήταν καλά, αυτό δηλ. που θα έβγαζε πάρα πολύ γέλιο είναι των παιδιών που τελικά γέλαγαν στο τέλος και δε μπορούσαν να το βγάλουνε. Δηλ ακόμα και τώρα όταν μιλάμε και θέλουμε να πούμε κάτι αστείο γυρνάμε και λέμε ‘σκιάζομαι’ και έτσι επικοινωνούμε κιόλας. Με τη σκιά δε μου άρεσε κάποιο σκετσάκι όσο αυτό.

-(Ζωή) Εμένα θα έλεγα οι σκιές. Δε μπορούσαμε να σταματήσουμε τα γέλια.

-(Β) και αυτό των παιδιών του Γιάννη και του Χρήστου με το ‘σκιάζομαι’, είχε πολύ γέλιο

·  Την καλύτερη γνωριμία και συνεργασία με άτομα με τα οποία δεν είχαν ξανά συνεργαστεί και κάνει παρέα, αποτέλεσε ένα επιπλέον κριτήριο για την επιλογή τους.

-(Ζ) Εμένα θα έλεγα οι σκιές. Κατ’ αρχάς Γνωριστήκαμε λίγο καλύτερα με αυτά τα άτομα. Δεν κάναμε ποτέ πολύ παρέα. Ήταν κάτι διαφορετικό. Ήμουν εκτός της παρέας μου, της ομάδας μου και εντάξει. Να βρούμε κώδικες επικοινωνίας, να συνεργαστούμε.
· Την πλήρη ελευθερία για τη δημιουργία των δρώμενων. Αυτή η ελευθερία αποτέλεσε βασικό κριτήριο για τον έναν από τους δημιουργούς της παρουσίασης που άρεσε περισσότερο.  
-(Χρήστος) Πιστεύω η σκιά ήτανε τα πιο ωραία σημεία. Ναι γιατί εκτός του ότι προετοιμάζαμε οι ίδιοι τι θα πούμε, δηλ. μας δίνατε κάποια στοιχεία στα οποία θα κινηθούμε, αλλά παρ’ όλα αυτά μπορούσαμε να το κάνουμε εμείς όπως θέλουμε, να τα παρουσιάσουμε με όποιον τρόπο  θέλουμε , δε μας περιορίζατε θα τα πείτε με τη σειρά θα κάνετε αυτό, αυτό.
4. Τελικές επισημάνσεις
Η χρήση διαδικασιών παιχνιδιού στη διδασκαλία των μαθηματικών φάνηκε να  αποτελεί κίνητρο που ενεργοποίησε τους μαθητές και άλλαξε την αντίληψή τους για τα μαθηματικά και τη διδασκαλία τους. Μέσω του παιχνιδιού ρόλων και του παιχνιδιού με τις σκιές είχαμε την ευκαιρία να πραγματευτούμε έννοιες και ιστορικές στιγμές των μαθηματικών οι οποίες δε συζητούνται συχνά στο πλαίσιο της τάξης. Από την ανάλυση των κειμένων που ετοίμασαν  οι ομάδες των μαθητών για τα δρώμενα φάνηκε ότι χρησιμοποίησαν ορθά και με πολύ ευρηματικό τρόπο τις μαθηματικές έννοιες και προτάσεις που τους είχε ζητηθεί να μελετήσουν, ενώ από τις συνεντεύξεις τους, δύο σχεδόν μήνες μετά τις παρουσιάσεις, φάνηκε ότι οι μαθητές εντυπωσιάστηκαν από τη διαχρονική προσπάθεια να αποδειχθεί το 5ο αίτημα. Ακόμα περισσότερο όμως οι μαθητές ενθουσιάστηκαν με τις τεχνικές που χρησιμοποιήθηκαν στις παρουσιάσεις τους και κυρίως με το παιχνίδι με τις σκιές,  επιδεικνύοντας δημιουργικότητα και φαντασία στην παρουσίαση των σκηνικών δρώμενων. 

Από όλα τα προηγούμενα μπορούμε να συμπεράνουμε ότι το παιχνίδι ρόλων  και το παιχνίδι με τις σκιές λειτούργησαν ως ένα αποτελεσματικό διαμεσολαβητικό εργαλείο για την επίτευξη των γνωστικών μας στόχων, ενώ βοήθησαν στο να διαμορφωθούν νέες πρακτικές σε μια τάξη ενεργών μαθητών οι οποίοι συνεργάστηκαν για να αναπτύξουν μαθηματική γνώση.
-(Τατ.) Όταν παρουσιάζεις κάτι , γίνεσαι και συ ενεργός, μπαίνεις στη διαδικασία του να πεις θα το παρουσιάσω, άρα δεν θα το δει μόνο καθηγητής, άρα έχει σημασία, αρχικά έχει σημασία πρέπει να προσθέσω κάτι καλό. Μετά πρέπει και ειδικά όταν είναι σκετς, μπαίνεις στη διαδικασία του να είναι πιο, είναι πιο  δημιουργικό και γενικότερα είναι σαν παιχνίδι, μέσα απ’ το παιχνίδι το παιδί γενικότερα ο μαθητής κάνει περισσότερα πράγματα.
Τέλος οι μαθητές σχολίασαν τη θετική συμβολή του παιχνιδιού με τις σκιές στη διαδικασία πραγμάτευσης του θέματος.

- (Γ) Μας άρεσε το θέατρο, μας άρεσαν τα εφέ σε εισαγωγικά, π.χ. με τις σκιές. Τι άλλο θα κάναμε στο σχολείο με σκιές, αν δεν είχατε έρθει εσείς ή κάποιος άλλος να μας το δείξει. Δε θα κάναμε τίποτα.
Η Βιβλιογραφία που δόθηκε στους μαθητές
Για τον Ταμπίτ ιμπν Κουράχ (Thabit ibn Qurrah)

· L. Mlodinow (2007) ‘Το παράθυρο του Ευκλείδη’, απόσπασμα σχετικό με τον Thabit ibn Qurrah, σελ. 131.

· H. Eves (1983) ‘Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών μετά το 1650’, κεφάλαιο ‘Η απελευθέρωση της Γεωμετρίας’ ισοδύναμες προτάσεις με το 5ο αίτημα του Ευκλείδη, σελ. 93.

Για τον Αλ  Χαϋθάμ (Al-Haytham)
· Boyer και Merzbach (1997) ‘Η ιστορία των Μαθηματικών’, απόσπασμα σχετικό με τον Αλχάζεν.

· H. Eves (1983)‘Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών μετά  το 1650’, κεφάλαιο ‘ Η απελευθέρωση της Γεωμετρίας’ ισοδύναμες προτάσεις με το 5ο αίτημα του Ευκλείδη, σελ. 93.

Για τον Ομάρ Καγιάμ (Omar Khayyam)

· Boyer και Merzbach (1997) ‘Η ιστορία των Μαθηματικών’, απόσπασμα σχετικό με τον Ομάρ Καγιάμ.

· H. Eves (1983)‘Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών μετά  το 1650’, κεφάλαιο ‘ Η απελευθέρωση της Γεωμετρίας’ ισοδύναμες προτάσεις με το 5ο αίτημα του Ευκλείδη, σελ. 93.

Για τον Ναζίρ αλ Ντιν αλ Τούσι (Nasir-al-Din al-Tusi)
· Boyer και Merzbach (1997) ‘Η ιστορία των Μαθηματικών’, απόσπασμα σχετικό με τον Ομάρ Καγιάμ.

· H. Eves (1983)‘Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών μετά  το 1650’, κεφάλαιο ‘ Η απελευθέρωση της Γεωμετρίας’ ισοδύναμες προτάσεις με το 5ο αίτημα του Ευκλείδη, σελ. 93.

Για τον Σακκιέρι
· H. Eves (1983) ‘Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών μετά το 1650’, κεφάλαιο ‘Η απελευθέρωση της Γεωμετρίας’ απόσπασμα σχετικό με τον Σακκέρι σελ. 95,96,97,98.
· H. Eves (1983) ‘Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών μετά το 1650’, κεφάλαιο ‘Η απελευθέρωση της Γεωμετρίας’ ισοδύναμες προτάσεις με το 5ο αίτημα του Ευκλείδη, σελ. 93.

Για τον Λάμπερτ
· H. Eves (1983) ‘Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών μετά το 1650’, κεφάλαιο ‘ Η απελευθέρωση της Γεωμετρίας’ απόσπασμα σχετικό με τον Λάμπερτ σελ. 99,100.
· H. Eves (1983)‘Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών μετά  το 1650’, κεφάλαιο ‘ Η απελευθέρωση της Γεωμετρίας’ ισοδύναμες προτάσεις με το 5ο αίτημα του Ευκλείδη, σελ. 93.

Βιβλιογραφία που χρησιμοποιήθηκε για το project
· Μιχαηλίδης Τεύκρος (2006) Πυθαγόρεια εγκλήματα, Αθήνα, εκδόσεις Πόλις.σελ.52.
· Greenberg, Marvin G. (1994). Euclidean and non- Euclidean geometries: Development and history, 3d Edition, W. H. Freeman and Company. σελ.148,149,154, 159 Ιστορία του 5ου αξιώματος, Πρόκλος, Saccheri, Lambert.
· Katz, Victor  (1998). A History of Mathematics. An Introduction, Second Edition, Addison-Wesley Educational Publishers, σελ. 269, 270 Για τον Αλ Χαϋθάμ και τον Ομάρ Καγιάμ.
Rolwing, Raymond (1969). The Parallel Postulate, The Mathematics Teacher, December 1969, σελ.665.
· Mlodinow, Leonard (2007). Το παράθυρο του Ευκλείδη. Η ιστορία της Γεωμετρίας από τις παράλληλες ευθείες ως τον υπερχώρο, Αθήνα, Κάτοπτρο. σελ.126 Για τον Πτολεμαίο και τον Πρόκλο, σελ. 131 για τον Ταμπίτ ιμπν Κουράχ, σελ. 132 για το Ναζίρ αλ Τούσι.
· Boyer, Carl B., Merzbach Uta C. (1997). H Ιστορία των Μαθηματικών, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α. Για τις προσπάθειες των Αλ Χαϋθάμ, Ναζίρ αλ Ντιν αλ Τούσι και Ομάρ Καγιάμ.
· Eves, Howard (1983) Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών, μετά  το 1650, Αθήνα, Τροχαλία. 2ος τόμος, σελ. 92 για τον Πρόκλο, σελ. 94 για τον Ναζίρ αλ Ντιν και σελ. 95-100 σχετικά με τους Σακκέρι και Λάμπερτ.
· Γκετζ, Ντενί (2000). Το θεώρημα το παπαγάλου, Αθήνα, Εκδόσεις Πόλις. σελ. 269  Σχετικά με τη Βαγδάτη, την ‘‘Ισλαμική αυτοκρατορία’’ και τα Μαθηματικά στον Αραβικό κόσμο  τον 9ο -15ο αι. μ. Χ.
· Barrat, Elisabeth (2002). Saccheri Quadrilaterals: The discovery of non-Euclidean Geometry, Journal of Undergraduate Mathematics at Puget Sound, Volume 3, May 2002.Για το ορθογώνιο Ομάρ- Καγιάμ Saccheri.
· Osserman, Robert (1998). Η ποίηση του σύμπαντος. Μια μαθηματική εξερεύνηση του κόσμου, Αθήνα , Κάτοπτρο.σελ. 82-85 για τον Lambert.
· Davis, Ronald (2007). Η φύση και η δύναμη των Μαθηματικών, Ηράκλειο, Πανεπιστημιακές εκδόσεις Κρήτης. Καντ και Γεωμετρία σελ.133-134.
· Kline, Morris, Τα Μαθηματικά στο Δυτικό πολιτισμό, Μετάφραση Σ. Μαρκέτος, Τόμος Β΄, Αθήνα, Εκδόσεις, Κώδικας.τόμος Β΄, αλλαγή στο μαθηματικό κόσμο του 19ου αι. σελ.275, για τον Gauss σελ.276.
· Torkil, Heide. (2000). The History of Non-Euclidean Geometry, in (V. Katz ed.) Using History to teach Mathematics, an International pespextive, The Mathematical Association of America, σελ. 203-205.
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� Ορισμένες διαφάνειες είναι από παρουσίαση του Τεύκρου Μιχαηλίδη με το ίδο θέμα,  στο site του Θαλής και Φίλοι. 


� Η πρόταση 17 αποτελεί το αντίστροφο του 5ου αιτήματος: (Παντός τριγώνου αι δύο γωνίαι είναι μικρότεραι των δύο ορθών, καθ 93: ﷽﷽﷽﷽﷽λεαμβ�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������’ οιονδήποτε τρόπον και αν λαμβάνονται αύται). Η πρόταση αυτή αποτελεί το μοναδικό παράδειγμα που υπάρχει στο Α΄ βιβλίο των ‘Στοιχείων’, όπου ένα θεώρημα αληθεύει , ενώ το αντίστροφό του δεν μπορεί να αποδειχθεί (Bunt et al (1981) σελ.194-5)


� Το 5ο αίτημα εμφανίζεται για πρώτη φορά στα στοιχεία του Ευκλείδη, στην απόδειξη της 29ης πρότασης  ( Αν δύο ευθείες είναι παράλληλες και τέμνονται υπό τρίτης, σχηματίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες ίσες,). 


� Ο Ταμπίτ Ιμπν Κουράχ, προσπαθώντας να αποδείξει το 5ο αίτημα, χρησιμοποιεί την ισοδύναμη πρόταση ότι το σύνολο των σημείων που ισαπεχουν από μια ευθεία αποτελούν επίσης ευθεία. Η πρόταση αυτή είναι χαρακτηριστική του Ευκλείδειου χώρου και μας εξασφαλίζει τη δυνατότητα να μετατοπίζουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα στο χώρο, χωρίς να παραμορφώνεται, αναγκαίο για να ελέγχουμε την ισότητα των σχημάτων μέσω της μετακίνησής τους στο χώρο (Mlodinov, 2007).


� Ο Αλ Χαϊθάμ ή Αλχάζεν (965-1040), υπέθεσε ένα τρισορθογώνιο τετράπλευρο και θεώρησε ότι απέδειξε ότι η τέταρτη γωνία είναι και αυτή ορθή. Ως αποτέλεσμα της πρότασης αυτής συνάγεται εύκολα το 5ο αίτημα. Ο Αλχάζεν για την απόδειξη της πρότασής του υπέθεσε ότι ο γεωμετρικός τόπος ενός σημείου που κινείται ώστε να ισαπέχει συνεχώς από μια δεδομένη ευθεία, είναι αναγκαστικά μια ευθεία παράλληλη στην πρώτη, πρόταση η οποία είναι ισοδύναμη με το 5ο αίτημα (Boyer et al., 1997) 


� Ο Ομάρ Καγιάμ δεν προσπάθησε να συμπεράνει το 5ο αξίωμα από τα άλλα τέσσερα. Στη θέση του 5ου αιτήματος έθεσε ως αίτημα μια άλλη πρόταση, την πρόταση ότι οι συγκλίνουσες ευθείες τέμνονται. Για να αποδείξει το 5ο αίτημα, θεώρησε ένα ισοσκελές δισορθογώνιο (σχήμα 1) και υπέθεσε ότι οι άλλες δύο ίσες γωνίες θα είναι οξείες, ορθές ή αμβλείες και για να απορρίψει τις περιπτώσεις της οξείας και της της αμβλείας γωνίας χρησιμοποίησε την ισοδύναμη με το 5ο αίτημα πρόταση ότι οι συγκλίνουσες ευθείες τέμνονται. Με τον τρόπο αυτό απέδειξε ότι οι γωνίες είναι ορθές, και ότι ισχύει το 5ο αίτημα (Katz, 1998) 


Όταν αναφερθήκαμε στο ισοσκελές δισορθογώνιο του Πέρση Ομάρ Καγιάμ (1048-1131) οι μαθητές απέδειξαν την ισότητα των δύο άλλων γωνιών του σχήματος, αλλά διαπίστωσαν ότι δεν ήταν δυνατόν να αποδειχθεί ότι οι γωνίες αυτές είναι ορθές. 


� Και ο Ναζίρ αλ Ντιν αλ Τούσι (1201-1274) ξεκινά από το τετράπλευρο Khayyam-Saccheri και τις τρεις υποθέσεις ορθής, αμβλείας ή οξείας γωνίας.  Για την απόδειξη της υπόθεσης ότι οι δύο γωνίες είναι ορθές χρησιμοποιεί μία ισοδύναμη προς το 5ο αίτημα πρόταση πιο πολύπλοκη από αυτές των προηγουμένων μαθηματικών. Αν η ευθεία (ε) είναι κάθετη στη (ζ) στο σημείο Α και η (η) τέμνει πλάγια τη (ζ) στο σημείο Β, τότε οι κάθετες από την (ε ) στη (η) είναι μικρότερες της ΑΒ όταν βρίσκονται προς το μέρος της οξείας γωνίας και μεγαλύτερες της ΑΒ όταν βρίσκονται προς το μέρος της αμβλείας (σχήμα 2) (Boyer et al., 1997).


� Ο Saccheri (1667-1733), εντυπωσιασμένος από την αποδεικτική μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο, την οποία διάβασε στα Στοιχεία του Ευκλείδη, εφάρμοσε τη μέθοδο αυτή στη μελέτη του αιτήματος των παραλλήλων του Ευκλείδη, μελετώτας τις συνέπειες μιας άρνησης του περίφημου αυτού αιτήματος. Θεωρώντας ένα  ισοσκελές δισορθογώνιο κατάφερε με την εις άτοπον απαγωγή, να δείξει ότι οι δυο άλλες γωνίες, δε θα είναι ούτε αμβλείες, ούτε οξείες, άρα θα είναι ορθές (Eves, 1983, II τόμος).


� Ο Λάμπερτ  για την απόδειξη του 5ου αιτήματος επιλέγει το ισοσκελές δισορθογώνιο και απορρίπτει την υπόθεση της ορθής γωνίας, βασιζόμενος στην παραδοχή ότι οι ευθείες γραμμές είναι άπειρες σε μήκος, ενώ για την απόρριψη της οξείας γωνίας τα επιχειρήματά του είναι αόριστα και μη ικανοποιητικά (Eves, 1983, II τόμος). Όμως με βάση τις υποθέσεις της αμβλείας ή οξείας γωνίας  συνάγει αρκετές προτάσεις που αποτελούν σήμερα προτάσεις της ελλειπτικής και της υπερβολικής Γεωμετριας αντίστοιχα.


� �


σχήμα 1                σχήμα 2


� Ο Thabit ibn Qurrah ερμήνευσε την παραμόρφωση ενός σχήματος ως ‘απόδειξη’ της  υπόθεσής του σχετικά με την ίση απόσταση των γραμμών� (Mlodinov, 2007 σελ., 131.) 


� Ολοκληρωμένη η απάντηση είναι: ο Ομάρ Καγιάμ χρησιμοποίησε την πρόταση‘‘Δύο συγκλίνουσες ευθείες θα τέμνονται’’ για να απορρίψει τις υποθέσεις της οξείας και τηα αμβλείας γωνίας και έτσι να να αποδείξει την τρίτη υπόθεση ότι είναι ορθές.


� Χρησιμοποιείται δηλ. το κυκλικό επιχείρημα.


� Αντί για αμβλεία γωνία έπρεπε να πει οξεία. Το λάθος μάλον οφείλεται μάλλον σε αβλεψία


� Ο Σακκιέρι κατάφερε να απορρίψει την υπόθεση της αμβλείας γωνίας με την παραδοχή ότι οι ευθείες είναι άπειρες σε μήκος, ενώ για την απόρριψη  της οξείας γωνίας χρησιμοποιεί ασαφείς έννοιες για στοιχεία στο άπειρο (Eves,1983, τόμος Β σελ.98).
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