ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ ΤΗΣ ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ ΣΕ ΜΑΘΗΤΕΣ Β΄ΛΥΚΕΙΟΥ ΜΕ ΤΕΧΝΙΚΕΣ ‘ΔΡΑΜΑΤΙΚΗΣ ΤΕΧΝΗΣ ΣΤΗΝ ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ’ 

Θεματική ενότητα 7: Τέχνη και Μαθηματικά (αξιοποίηση της Τέχνης στη διδακτική προσέγγιση των Μαθηματικών εννοιών)

Παναγιώτα Κοταρίνου (υπ. Διδ., pkotarinou@uth.gr, 2106891324), Χαρούλα Σταθοπούλου (επ. Καθηγήτρια, hastath@uth.gr, 6973201279)
Περίληψη
Στην εργασία αυτή διερευνάται η επίδραση των τεχνικών της ‘Δραματικής Τέχνης στην Εκπαίδευση’ σε μια  τάξη μαθητών Β Λυκείου, στην προσπάθειά τους να μελετήσουν την αξιωματική θεμελίωση της Γεωμετρίας από τον Ευκλείδη. Αξιοποιώντας εθνογραφικές τεχνικές, αλλά και τη λογική του διδακτικού πειράματος, διαπιστώσαμε ότι οι τεχνικές του Δράματος ενεργοποίησαν τους μαθητές, οι οποίοι είχαν την ευκαιρία να αναπτύξουν τη φαντασία και τη δημιουργικότητά τους διερευνώντας αποτελεσματικά, ζητήματα που συνδέονται με την προσπάθεια της θεμελίωσης της Γεωμετρίας ως ενός αξιωματικού συστήματος. Από την ανάλυση του λόγου, όπως αυτός εκφράστηκε στα δρώμενα, φάνηκε ότι οι μαθητές  κατανόησαν και χρησιμοποίησαν ορθά τις υπό διερεύνηση μαθηματικές έννοιες και προτάσεις, ενώ από τις συνεντεύξεις τους αναδείχθηκε η συμβολή των τεχνικών του Δράματος στη μαθησιακή διαδικασία.

Abstract

Our aim in this paper is to discuss the effect of  Drama based instruction in a 2nd upper high school class students, in their attempt to study the axiomatic foundations of Geometry by Euclid. Utilizing ethnographic techniques, but also the logic of the teaching experiment, we found that Drama techniques activated the students, who had the opportunity to develop their imagination and creativity in their exploring effectively issues related to the foundation of geometry as one axiomatic system. From the discourse analysis, as it is expressed in their performances, it seemed that the students understood and used correctly the mathematical concepts and propositions, while the interviews highlighted the contribution of these Drama techniques in the learning process.

1. Εισαγωγή: Επιστημολογικά χαρακτηριστικά των σχολικών Μαθηματικών 

Οι έννοιες, ο ορισμός μιας έννοιας, η αποδεικτική διαδικασία έχουν από επιστημολογική άποψη τελείως διαφορετική σημασία στα σχολικά Μαθηματικά από τα Μαθηματικά ως επιστήμη, και γι’ αυτό το λόγο αφ’ ενός καθιστούν την απόκτηση νοήματος  της μαθηματικής δραστηριότητας ακόμα πιο δύσκολη για τους μαθητές και αφ’ ετέρου γίνονται μία από τις αιτίες δημιουργίας συγκεκριμένων στερεοτυπικών αντιλήψεων (Καλδρυμίδου και Τζεκάκη,  1996). Το πέρασμα στα θεωρητικά μαθηματικά το οποίο γίνεται στην Α΄Λυκείου με την εισαγωγή της θεωρητικής Γεωμετρίας, παρέχει επίσης ένα ανεπαρκές πλαίσιο με το οποίο εισάγεται η επιστημολογική αυτή αλλαγή. Οι εξηγήσεις της αναγκαιότητάς της είναι ελλιπείς, όπως και οι αναφορές στη φύση των ορισμών, των θεωρημάτων, των αποδείξεων  και η αλλαγή της επιστημολογικής αντίληψης των μαθητών για τα Μαθηματικά δεν είναι προφανής (Καλδρυμίδου και Τζεκάκη,  1996). Τα αποτελέσματα έρευνας έχουν  δείξει ότι τόσο στο Δημοτικό όσο και στο Γυμνάσιο στον Ελλαδικό χώρο, οι τρόποι με τους οποίους παρουσιάζονται τα επιστημολογικά χαρακτηριστικά των μαθηματικών, καθώς και αυτοί με τους οποίους δάσκαλοι και μαθητές τα διαχειρίζονται στην τάξη δεν επιτρέπουν τη διαφοροποίησή τους  αναφορικά με το νόημα που έχουν στα Μαθηματικά (Ikonomou, Kaldrimidou, Sakonidis & Tzekaki, 1999). Αλλά και στο Λύκειο, όπως δείχνει η έρευνα του Πατρώνη (Patronis, 1994) παρατηρείται μια σύγχυση στους μαθητές, ανάμεσα στα αξιώματα και τους ορισμούς. Για τους μαθητές ένα αξίωμα είναι κάτι ‘λογικό’ και ‘απλό στη διατύπωσή του’, ‘αυτονόητο’, ‘προφανώς αληθές’, αλλά πολύ δύσκολο να αποδειχθεί. Οι ίδιες όμως ιδιότητες αποδίδονται από τους μαθητές και σε ορισμένους ορισμούς. Για πολλούς δε μαθητές, σύμφωνα με την ίδια έρευνα, τα μόνα αξιώματα και ορισμοί της γεωμετρίας που μοιράζονται τις προαναφερθείσες ιδιότητες, είναι τα αξιώματα και οι ορισμοί της Ευκλείδειας Γεωμετρίας.
Στο Ενιαίο Πλαίσιο Προγράμματος Σπουδών Μαθηματικών ανάμεσα στους στόχους της Γεωμετρίας της Α΄Λυκείου περιλαμβάνεται το να καταστούν οι μαθητές, με κατάλληλες δραστηριότητες, ικανοί να αναγνωρίζουν τη μέθοδο της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, η οποία συνίσταται στην ανάπτυξη συλλογισμών βασισμένων σε αξιώματα. 
Γνωρίζοντας ότι η έννοια της αξιωματικής θεμελίωσης στα Μαθηματικά αποτελεί σύμφωνα με τον Eves (1989) την πιο σημαντική συνεισφορά των Αρχαίων Ελλήνων στα Μαθηματικά και μπορεί να ταξινομηθεί σύμφωνα με τον ίδιο, ανάμεσα στις μεγαλύτερες από τις μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών, κάναμε την ερευνητική υπόθεση ότι μέσω της διδασκαλίας της αξιωματικής θεμελίωσης της Ευκλείδειας Γεωμετρίας δίνεται η δυνατότητα να κατανοήσουν αφ΄ενός οι μαθητές πώς θεμελιώνεται η Γεωμετρία ως αγιωματικο σύστημα και αφ’ ετέρου να διευκρινίσουν έννοιες όπως ο ορισμός, αρχικές έννοιες, αξίωμα, απόδειξη. 

Η χρήση τεχνικών της Δραματικής τέχνης—η οποία συζητείται στην επόμενη ενότητα-- προτείνεται μεταξύ άλλων ως ένας καινοτόμος και δημιουργικός τρόπος να συζητήσουν και να αναστοχαστούν οι μαθητές πάνω σε μαθηματικές έννοιες και σε ευρύτερα ζητήματα που αφορούν στα Μαθηματικά και την ιστορία τους αλλά και ως ένας πλαίσιο που μπορεί να προσφέρει τρόπους σύνδεσης διαφορετικών γνωστικών αντικειμένων. 
2. Γεωμετρία και ‘Δραματική Τέχνη στην Εκπαίδευση’ 

Η Δραματική Τέχνη στην Εκπαίδευση (ΔΤΕ) αποτελεί μια αυστηρά δομημένη παιδαγωγική διαδικασία η οποία χρησιμοποιεί ασκήσεις και τεχνικές της δραματικής τέχνης (Άλκηστις 2000). Αποτελεί μια νέα προσέγγιση στην παιδαγωγική πράξη και στοχεύει σε μια μάθηση βιωματική, συνεργατική, ενεργητική (Άλκηστις, 2000) δίνοντας  στο παιδί ευκαιρίες να αναπτύξει κατανόηση, δημιουργικότητα, ευρηματικότητα, περιέργεια, εκφραστικότητα, αυτοσυναίσθηση, ενσυναίσθηση και επιδεξιότητα σε σχέσεις ομάδων (Άλκηστις, 2000; Duatepe, 2004). Τα κύρια πλεονεκτήματα της αξιοποίησης της ΔΤΕ στη διδασκαλία των διαφόρων αντικειμένων του αναλυτικού προγράμματος αφορούν στην κουλτούρα της τάξης, στην επίδραση στις προσωπικές και διαπροσωπικές δεξιότητες των μαθητών, στις σχέσεις δασκάλου-μαθητή καθώς και στο γνωστικό και μεταγνωστικο πεδίο της μάθησης.

 Όσον αφορά στη διδασκαλία και μάθηση των Μαθηματικών, η έρευνα σχετικά  με την εισαγωγή του Δράματος στη διδακτική διαδικασία, αν και σχετικά περιορισμένη, είναι πολύ ενθαρρυντική ως προς την κατανόηση και διατηρισιμότητα της γνώσης των μαθηματικών εννοιών από τους μαθητές (Saab, 1987; Omniewski, 1999, Fleming et al.; 2004, Duatepe, 2004) και ως προς την θετική του επίδραση στις στάσεις τους προς τα Μαθηματικά (Duatepe, 2004). Μέσα από τη δημιουργία ενός φανταστικού κόσμου, η ΔΤΕ προσφέρει το πλαίσιο για τη διδασκαλία μιας έννοιας και προσφέρει ευκαιρίες για τη διερεύνηση των μαθηματικών σε ιστορικό, κοινωνικό, πολιτικό και πολιτισμικό πλαίσιο (Stathopoulou et al, 2012; Gadanidis, 2005; Kotarinou et al., 2011; Lawrence, 2000; Ponza 2000; Pennington and Faux, 1999). 

3. Η έρευνα: σχεδιασμός και υλοποίηση

Τα πραγματολογικά δεδομένα  για αυτήν την εργασία προέκυψαν από την έρευνα με θέμα ‘‘Η διδασκαλία των Μαθηματικών μέσα από τη χρήση τεχνικών της ΔΤΕ: διερεύνηση της επίδρασης της Δραματικής Τέχνης στην Εκπαίδευση, στη μάθηση των μαθηματικών σε τάξεις του Λυκείου’’, η οποία πραγματοποιήθηκε στο πλαίσιο διδακτορικής διατριβής με το ίδιο θέμα. Στην παρούσα εισήγηση εστιάζουμε στη διερεύνηση του τρόπου με τον οποίο η διδασκαλία μέσω τεχνικών ‘Δραματικής τέχνης στη Εκπαίδευση’ επέδρασε στη μάθηση και διδασκαλία της Γεωμετρίας καθώς και στην αμφισβήτηση των στερεοτυπικών αντιλήψεων των μαθητών για τη Γεωμετρία. 
 3.1.Το πλαίσιο και η μέθοδος της έρευνας

Το πλαίσιο της έρευνας: Η έρευνα  πραγματοποιήθηκε σε τμήμήμμα ﷽﷽﷽﷽﷽κ
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ής) του Πειραματικού Λυκείου Ιλίου, σε διάρκεια τεσσάρων μηνών (σχολ. έτος 2010-2011).

Μέθοδος της έρευνας: για τη συλλογή των δεδομένων αξιοποιήσαμε τεχνικές εθνογραφικής έρευνας (παρατήρηση, συνεντεύξεις), ενώ για την παρέμβασή μας στηριχτήκαμε στη λογική του  διδακτικού πειράματος (Χρονάκη, 2008).
3.2. Το project ‘Ο Ευκλείδης, τα Στοιχεία και η εποχή του’. 

Το project αυτό, το οποίο αποτελεί μία ενότητα ενός διδακτικού πειράματος με θέμα την αξιωματική θεμελίωση της Ευκλείδειας  και των μη Ευκλείδειων Γεωμετριών (Υπερβολικής και Ελλειπτικής Γεωμετρίας), αφορούσε στην αξιωματική θεμελίωση της Γεωμετρίας από τον Ευκλείδη, καθώς και στο ιστορικό, πολιτικό και πολιτισμικό πλαίσιο στο οποίο δημιουργήθηκε η θεμελίωση αυτή.
Στόχοι του project: Οι κύριοι διδακτικοί στόχοι αυτής της ενότητας του διδακτικού πειράματος που σχεδιάστηκε και εφαρμόστηκε για την έρευνά μας  ήταν α) να κατανοήσουν οι μαθητές πώς θεμελιώνεται η Ευκλείδεια Γεωμετρία  β) να διευκρινήσουν τις έννοιες ορισμός, αρχικές έννοιες, αξίωμα και  απόδειξη και γ) να αμφισβητήσουν τις στερεοτυπικές εικόνες για τα μαθηματικά και τη διδασκαλία τους.

Μέσα από to project επιδιώξαμε να αντιληφθούν οι μαθητές ότι τα Μαθηματικά είναι μια πολιτισμική κατασκευή και ότι η ανάπτυξη της μαθηματικής γνώσης εξαρτάται όχι μόνο από επιστημονικές, αλλά και από φιλοσοφικές, πολιτισμικές και κοινωνικές συγκυρίες. Στόχος μας ήταν αναδειχθεί η ανθρωπιστική εικόνα για τα Μαθηματικά τα οποία δεν ορίζονται πλέον ως ένα σώμα καθαρής αφηρημένης γνώσης που υπάρχει σε κάποια υπεράνθρωπη, αντικειμενική πραγματικότητα αλλά αντίθετα συνδέονται με σύνολα κοινωνικών πρακτικών, καθένα με την ιστορία του, τα πρόσωπα, τους θεσμούς και τους κοινωνικούς χώρους, τις συμβολικές μορφές, τους σκοπούς και τις σχέσεις εξουσίας (Ernest, 2008:110 ). 

Για όλες τις δραστηριότητες  του project απαιτήθηκαν 10 διδακτικές ώρες στα μαθήματα Αρχαίων Ελληνικών, Ιστορίας, Λογοτεχνίας και Γεωμετρίας, οι δε μαθητές κλήθηκαν να παρουσιάσουν με τεχνικές Δραματικής Τέχνης στην Εκπαίδευση, τα αξιώματα, τις κοινές έννοιες και ορισμένους ορισμούς από τα Στοιχεία του Ευκλείδη καθώς και οριμένα ιστορικά ανέκδοτα που αφορούν τον Ευκλείδη και το έργο του.

Τρεις ήταν οι άξονες του project, όπως και όλου του διδακτικού μας πειράματος. Οι Μαθηματικές έννοιες, το ιστορικό και πολιτισμικό πλαίσιο στο οποίο αυτές γεννήθηκαν και αναπτύχθηκαν και τα πρόσωπα που συμμετείχαν στη γέννεσή τους.

Οι δραστηριότητες στο project, όπως και στις άλλες ενότητες του διδακτικού πειράματος, ακολούθησαν την παρακάτω δομή:

· Αρχική διάλεξη από την ερευνήτρια με ταυτόχρονη ψηφιακή προβολή, για εισαγωγή στο θέμα.

· Εργασία των μαθητών σε ομάδες για την κατανόηση του αντίστοιχου θέματος, με τη βοήθεια κατάλληλης βιβλιογραφίας. 

· Ανακεφαλαιωτική δραστηριότητα από την ερευνήτρια

· Προετοιμασία των δρώμενων με τεχνικές ΔΤΕ, από τις ομάδες

· Παρουσίαση των δρώμενων

· Αναστοχασμός
3.2.1. Υλοποίηση του διδακτικού πειράματος: Το διδακτικό πείραμα πραγματοποιήθηκε από την ερευνήτρια. Οι καθηγητές του τμήματος ήταν  παρόντες και αρκετές φορές είχαν κάποιο βοηθητικό ρόλο. 
1η ενότητα του project: Τα Στοιχεία του Ευκλείδη και η αξιωματική θεμελίωση της Γεωμετρίας.

Οι επί μέρους στόχοι της ενότητας αυτής ήταν:  α) να γνωρίσουν οι μαθητές την αλληλεπίδραση φιλοσοφίας και Μαθηματικών και κυρίως την επίδραση της  ‘Λογικής’ του Αριστοτέλη στον τρόπο που ο Ευκλείδης θεμελίωσε τη Γεωμετρία ως ένα αξιωματικό σύστημα β) να γνωρίσουν τις κοινές έννοιες, και τα αξιώματα που έθεσε ο Ευκλείδης στο έργο του ‘Στοιχεία’, για την αξιωματική θεμελίωση της Γεωμετρίας καθώς και τους λόγους αυτής του της επιλογής και γ) να τα συγκρίνουν με τις αντίστοιχες έννοιες που είχουν διδαχθεί στο μάθημά τους της Γεωμετρίας.

Όλες οι δραστηριότητες αυτής της ενότητας πραγματοποιήθηκαν κατά τη διάρκεια έξι διδακτικών ωρών. Στο μάθημα των Αρχαίων συζητήθηκαν  και επεξηγήθηκαν αρχές και έννοιες από το έργο του Αριστοτέλη  (Αρχή της μη αντίφασης, Αρχή της τρίτου αποκλίσεως, Θεμελιώδεις έννοιες, ειδικές έννοιες, Προσεχές γένος, ειδοποιός διαφορά, Κοινές έννοιες) και έγινε σύνδεση αυτών με την αξιωματική θεμελίωση του Ευκλείδη. Γνωρίζοντας ότι η μελέτη κειμένων από το πρωτότυπο δημιουργεί ένα νέο διδακτικό περιβάλον στο οποίο οι μαθητές συμμετέχουν ενεργά στις διαλογικές πρακτικές (discourse) της τάξης και εμφανίζουν θετική στάση στο μάθημα, το οποίο δε συμβαίνει ποτέ στο συμβατικό μάθημα της Γεωμετρίας (Thomaidis and Tzanakis, 2010) δώσαμε στους μαθητές αποσπάσματα στο πρωτότυπο από το 1ο βιβλίο των στοιχείων του Ευκλείδη και τους ζητήσαμε να τα μεταφέρουν στα Νέα Ελληνικά. Στη συνέχεια και στη διάρκεια τεσσάρων διδακτικών ωρών οι μαθητές χωρισμένοι σε έξι ομάδες εργάστηκαν με τη βοήθεια  φύλλου εργασίας και κατάλληλης βιβλιογραφίας, με στόχο να κατανοήσουν τους ορισμούς, τις κοινές έννοιες και τα αιτήματα του Ευκλείδη και να τα παρουσιάσουν με τεχνικές ΔΤΕ. Στις ομάδες προτάθηκαν ορισμένες τεχνικές ΔΤΕ, αλλά ταυτόχρονα τους δόθηκε ελευθερία επιλογής  οποιασδήποτε τεχνικής .

Οι μαθητές αφού μετέφρασαν τα κείμενα, μελέτησαν βιβλιογραφία που αφορούσε στο σχολιασμό των αντιστοίχων εννοιών, σημείωσαν και έγραψαν τα κύρια σημεία τα οποία κατά την κρίση τους έπρεπε να αναφέρουν στην παρουσίασή τους και πήραν αποφάσεις σχετικά με την τεχνική που θα αξιοποιούσαν για την παρουσίασή τους. Οι μαθητές χρησιμοποίησαν για τις παρουσιάσεις των δρώμενων τις παρακάτω τεχνικές ΔΤΕ: Παιχνίδι ρόλων, Τηλεοπτική εκπομπή, Ρεπορτάζ Συνέντευξη, Alter ego. Λόγω έλλειψης χρόνου, ο αναστοχασμός δε πραγματοποιήθηκε στο τέλος των παρουσιάσεων, αλλά σε ένα επόμενο μάθημα.

Επειδή στα δρώμενα διαπιστώθηκαν ορισμένες κακές διατυπώσεις σε ορισμούς, καθώς και μικρές ασάφειες, αλλά και επειδή και στον αναστοχασμό αντιληφθήκαμε ότι ορισμένοι μαθητές δεν είχαν πλήρως κατανοήσει την αξιωματική θεμελίωση του Ευκλείδη πραγματοποιήσαμε μικρή ανακεφαλαιωτική παρουσίαση του ίδιου θέματος αξιοποιώντας την τεχνική ‘λμπερτ.﷽﷽﷽αθηγητκωμετρίαςσυζή Δάκαι τα

























































































Δάσκαλος σε ρόλο’. Στην αρχή του μαθήματος για να τονιστεί ο εκπαιδευτικός ρόλος της Ευκλείδειας γεωμετρίας διαβάστηκε από το βιβλίο του καθηγητή των Θωμαϊδη κ.α (1999) απόσπασμα από τις «Αυτοβιογραφικές σημειώσεις» του Αϊνστάιν και στη συνέχεια η ερευνήτρια  σε ρόλο Ευκλείδη και ο καθηγητής μαθηματικών της τάξης σε ρόλο Χίλμπερτ, μίλησαν ο καθένας για τη δική του θεμελίωση της Γεωμετρίας. Σε ερωτήσεις ‘εκτός ρόλου’ που απηύθυνε στο τέλος η ερευνήτρια, διαπιστώθηκε ότι η πλειοψηφία των  μαθητών  είχε κατανοήσει τα αιτήματα και με τις παρεμβάσεις της κατανόησε και το ρόλο τους στη θεμελίωση της Γεωμετρίας.

2η ενότητα του project: Ο Ευκλείδης και το ιστορικό, πολιτισμικό και πολιτικό πλαίσιο της εποχής του: Όλες οι δραστηριότητες αυτής της ενότητας πραγματοποιήθηκαν στα μαθήματα της Ιστορίας, Αρχαίων και Νεοελληνικής Γλώσσας κατά τη διάρκεια τεσσάρων διδακτικών ωρών. Στις δραστηριότητες που θα αναφέρουμε βασικός στόχος ήταν να αντιληφθούν οι μαθητές τα Μαθηματικά ως πολιτισμικό δημιούργημα του οποίου η ανάπτυξη επηρρεάζεται από το πολιτικό, οικονομικό και πολιτισμικό περιβάλλον. 
Ο σκοπός για τον οποίο εισάγουμε στοιχεία από την ιστορία των  μαθηματικών είναι το να δείξουμε  στους μαθητές ότι τα Μαθηματικά εξαρτώνται από τον χρόνο και τον τόπο, την κουλτούρα και την κοινωνία, ότι τα Μαθηματικά δεν είναι ουρανόπεμπτα, δοσμένα από τον θεό και ότι οι άνθρωποι πάιζουν έναν ουσιαστικό ρόλο στην ανάπτυξή τους (Jankvist, 2010:2734). Για το λόγο αυτό πραγματοποιήθηκε ψηφιακή παρουσίαση που αφορούσε  στην Αλεξάνδρεια την Ελληνιστική περίοδο, στο Μουσείο και τη Βιβλιοθήκη, με στόχο να γνωρίσουν οι μαθητές το ιστορικό πλαίσιο της εποχής του Ευκλείδη και τους λόγους άνθησης των Μαθηματικών την ιστορική αυτή περίοδο στο συγκεκριμένο χώρο. Παράλληλα με την ψηφιακή παρουσίαση, διαβάστηκαν από την ερευνήτρια και την υπεύθυνη βιβλιοθήκης αποσπάσματα με το ίδιο θέμα, από το βιβλίο ‘Το θεώρημα του Παπαγάλου’ του Denis Guedj. Της παρουσίασης, επακολούθησε συζήτηση με τους μαθητές για το ρόλο των Πτολεμαίων, ηγεμόνων της Αιγύπτου, στην ίδρυση του Μουσείου και της Βιβλιοθήκης καθώς και για την επίδραση της οικονομικής ευρρωστίας της Αιγύπτου, την ιστορική αυτή περίοδο, στην ανάπτυξη των Μαθηματικών. Τέλος κατά τη συζήτηση γύρω από το ερώτημα ‘Γιατί η απόδειξη γεννήθηκε στην Ελλάδα’, αναδείχθηκε η επίδραση της φιλοσοφίας και της ρητορικής καθώς και του πολιτικού συστήματος της Δημοκρατίας στην καλλιέργεια της επιχειρηματολογίας γενικότερα και ειδικότερα  της μαθηματικής  απόδειξης. 

Από τη φιλόλογο του τμήματος, την ερευνήτρια και την εκπαιδευτικό- υπεύθυνη της βιβλιοθήκης διαβάστηκε επίσης το κεφάλαιο ‘Η έπαρση του Ευκλείδη’ (σελ. 71-85) από το βιβλίο ‘‘Η ράβδος του Ευκλείδη’’ του Jean-Pierre Luminet, με στόχο να γνωρίσουν οι μαθητές τον Ευκλείδη και το έργο του, μέσα από ένα λογοτεχνικό κείμενο. Πριν από την ανάγνωση, δόθηκαν διευκρινήσεις  για το είδος της Λογοτεχνίας που αποκαλείται Μαθηματική Λογοτεχνία και για το περιεχόμενο της, ενώ παράλληλα με την ανάγνωση δίδονταν επεξηγήσεις στους μαθητές σε θέματα που αναφέρονταν στο βιβλίο. Γνωρίζοντας ότι η δραματοποίηση αποτελεί ένα σπουδαίο εργαλείο από το ρεπερτόριο των εκπαιδευτικών για τον εξανθρωπισμό και την πλαισιοθέτηση της ανάπτυξης των μαθηματικών (Hitchcock, 1996; Ponza, 2000a, 200b), αποφασίστηκε να πραγματοποιηθεί μια δημιουργική ανάγνωση του κειμένου η οποία θα συνδύαζε την εκφραστική ανάγνωση του κειμένου με δραματοποιημένες σκηνές από το ίδιο κείμενο, οι οποίες αφορούσαν στις διαφορές στην σκέψη ανάμεσα στους Πυθαγορίους και τον Ευκλείδη καθώς και σε ιστορικά ανέκδοτα γύρω από τη διδασκαλία και το έργο του ίδιου του Ευκλείδη. 

Για την πραγματοποίηση αυτής της δραστηριότητας, αποφασίστηκαν οι διαφορετικές σκηνές για δραματοποίηση, μοιράστηκαν οι βασικοί ρόλοι, και επελέγησαν για τη δημιουργική ανάγνωση τα αφηγηματικά μέρη του κειμένου. Για τις τρεις σκηνές που είχαν αποφασιστεί να δραματοποιηθούν γράφτηκαν από την ερευνήτρια διάλογοι βασισμένοι στο κείμενο, κυρίως με μετατροπή σε πρώτο πρόσωπο της τριτοπρόσωπης αφήγησης. Μία διδακτική ώρα  αφιερώθηκε στην προετοιμασία των μαθητών για τη δραματοποιημένη  παρουσίαση του κειμένου. Η εκπαιδευτικός-υπεύθυνη βιβλιοθήκης συνεργάστηκε με την ομάδα των αφηγητών, η φιλόλογος της τάξης–που δίδασκε λογοτεχνία-- ανέλαβε να διδάξει τη βασική σκηνή της παρουσίασης, ενώ η ερευνήτρια προτοίμασε τους υπόλοιπους μαθητές στις σκηνές που αναφέρονται σε γνωστά επεισόδια που αποδίδονται στον Ευκλείδη. 
Η παρουσίαση της όλης δραστηριότητας  πραγματοποιήθηκε με θεατές  ένα άλλο τμήμα της Β΄Λυκείου. Η δημιουργική ανάγνωση του κειμένου ήταν μια συνεχής εναλλαγή εκφραστικής ανάγνωσης  και  δραματοποιημένων σκηνών από το κείμενο. Οι μαθητές χρησιμοποίησαν τους χιτώνες από το βεστιάριο του σχολείου από παλιές θεατρικές παραστάσεις. Η όλη εκδήλωση είχε διάρκεια 30 λεπτά. Οι μαθητές θεατές παρακολούθησαν με προσοχή την όλη προσπάθεια, ενώ στο τέλος κατά τον αναστοχασμό συζητήθηκαν οι διαφορές ανάμεσα στους Πυθαγόρειους, στα Αιγυπτιακά Μαθηματικά και στην ορθολογιστική σκέψη του Ευκλείδη. 
3.2.1. Αξιολόγηση του project  ως προς την υλοποίηση των γνωστικών στόχων

Για να εξετάσουμε αν και κατά πόσο υλοποιήθηκαν  οι στόχοι μας ως προς τη γνωστική διάσταση της διδασκαλίας αναλύσαμε τους διαλόγους των μαθητών από τις αποβιντεοσκοπήσεις  των παρουσιάσεων, τις απαντήσεις τους σε ερωτήματα κατά τον αναστοχασμό στο τέλος του project όσο και τις απαντήσεις τους σε σχετικά ερωτήματα μέσω των συνεντεύξεων δύο μήνες μετά την πραγματοποίηση του project. 
1η Ενότητα του project
1. Ανάλυση των δρώμενων ως προς το γνωστικό πεδίο

Τα δρώμενα των ομάδων αναλύθηκαν και αξιολογήθηκαν ως προς την ορθή χρήση των μαθηματικών εννοιών στους διαλόγους. 

α) Ανάλυση της παρουσίασης της 1ης ομάδας: Στο δρώμενό τους στο οποίο χρησιμοποίησαν παιχνίδι ρόλων (ένας μαθητής στο ρόλο του Ευκλείδη ο οποίος διαβάζει τους ορισμούς από το πρωτότυπο, ένας μαθητής σε ρόλο ενός καθηγητή τη σύγχρονη εποχή ο οποίος σχολιάζει τους ορισμούς και δύο μαθήτριες οι οποίες μεταφράζουν τους ορισμούς και θέτουν ερωτήσεις στον καθηγητή) οι μαθητές της ομάδας επέλεξαν να αναφερθούν σε πέντε ορισμούς και έδωσαν ακριβή και επεξηγηματικά σχόλια.  Οι μαθήτριες (σε ρόλο) έκαναν πολύ πετυχημένες ερωτήσεις στον καθηγητή τους για να συνδέσουν την αξιωματική θεμελίωση του Ευκλείδη με τις θέσεις του Αριστοτέλη για την κατασκευή ενός αξιωματικού συστήματος.
--(Βιρ.) Εφ΄όσον είναι αυτές θεμελιώδεις έννοιες και τις ορίζει, πού ξέρουμε εμείς ότι στην ουσία υπάρχουν; Πού βασίζονται;

-(Καθηγητής) Το συγκεκριμένο ζήτημα ο Ευκλείδης το έχει απαντήσει στα αιτήματα.

β) Ανάλυση της παρουσίασης 2ης ομάδας: Στην αρχή γίνεται αναφορά στις θεμελιώδεις έννοιες και τον ορισμό κατ’ Αριστοτέλη: ‘Οι θεμελιώδεις έννοιες δε μπορούν να οριστούν και τις ουσιώδεις ιδιότητες τους προσφέρουν οι ειδικές έννοιες. Αντίθετα, κάθε άλλη έννοια ορίζεται. Ξεκινώντας από ήδη γνωστή έννοια, το προσεχές γένος, θεωρούμε τις ειδικές περιπτώσεις αυτής της έννοιας που ικανοποιούν κάποιες συγκεκριμένες απαιτήσεις, την ειδοποιό διαφορά’.

Οι ορισμοί του Ευκλείδη αποδόθηκαν σωστά και για τις τρεις έννοιες (του σημείου, της επίπεδης επιφάνειας και του κύκλου) ενώ λανθασμένα παρέθεσαν ορισμούς για το σημείο και το επίπεδο που θεωρούνται θεμελιώδεις έννοιες στο βιβλίο τους.
γ) Ανάλυση της παρουσίασης τρίτης ομάδας: Η ομάδα στην παρουσίαση αξιοποίησε όλα τα ερωτήματατα που είχε γράψει στο φύλλο εργασίας, στο πλαίσιο ‘μιας τηλεοπτικής εκπομπής’ με έναν μαθητή σε ρόλο δημοσιογράφου και μια μαθήτρια σε ρόλο ερευνητή της ιστορίας των μαθηματικών. Η ομάδα μέσω των απαντήσεων έδωσε μια ολοκληρωμένη εικόνα για τις κοινές έννοιες.
δ) Ανάλυση της παρουσίασης τέταρτης ομάδας: Θεωρούμε ότι με τα ερωτήματα που έθεσαν, δόθηκαν απαντήσεις ικανές  να διαφωτίσουν την έννοια των κοινών εννοιών και στους  υπόλοιπους  μαθητές. 
-Και τελικά σε τι χρησιμεύουν όλες αυτές οι κοινές έννοιες;

- Όλες αυτές οι κοινές έννοιες χρησιμεύουν στη σύγκριση. Η σύγκριση δεν θα ήταν δυνατόν να γίνει χωρίς αυτές τις κοινές έννοιες.

ε) Ανάλυση της παρουσίασης πέμπτης ομάδας: Τα σχόλια για τα πέντε αιτήματα τα παρουσίασε ως σκέψεις του Ευκλείδη η μαθήτρια στο ρόλο του alter-ego του Ευκλείδη. ‘….Οπότε με τα τρία πρώτα αυτά αιτήματα θέλω να έχω εξασφαλίσει την ύπαρξη δύο θεμελιωδών εννοιών, της ευθείας και του κύκλου. Το τέταρτο αίτημα αναφέρεται στο ότι όλες οι ορθές γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους. Αυτό το αίτημα το σκέφτηκα, διότι θέλω η τιμή αυτών των γωνιών να παραμένει σταθερή ανεξάρτητα από τη θέση την οποία βρίσκονται.’
στ) Ανάλυση της παρουσίασης της έκτης ομάδας: Στην ομάδα αυτή τα σχόλια των αιτημάτων είναι πολύ λεπτομερή. Ο ένας μαθητής-σχολιαστής είχε την ευχέρεια να μιλήσει χωρίς να συμβουλεύεται γραπτό κείμενο και με τέτοια άνεση και ευφράδεια που είναι φανερό ότι είχε πλήρως κατανοήσει όλα όσα ανέφερε. 
· Τα τρία πρώτα αιτήματα, όπως γίνεται φανερό, μπορούν να παραλληλιστούν με τις ειδικές έννοιες του Αριστοτέλη. Δηλ. χρησιμοποιούνται προκειμένου ο Ευκλείδης να μπορέσει να προσδιορίσει τις θεμελιώδεις του έννοιες. Με τα τρία πρώτα αιτήματα λοιπόν, τα οποία ονομάζουμε αιτήματα ύπαρξης, ο Ευκλείδης έχει κατορθώσει να προσδιορίσει τις θεμελιώδεις του έννοιες , την ευθεία , τον κύκλο και το ευθύγραμμο τμήμα. Αντίθετα, όπως και πάλι βλέπουμε το τέταρτο και το πέμπτο αίτημα δεν είναι αιτήματα ύπαρξης…
Συμπεράσματα ως προς την ανάλυση των παρουσιάσεων 

Από τις αναλύσεις όλων των δρώμενων, όπως είδαμε αναλυτικά προηγουμένως, συμπεραίνουμε ότι οι ομάδες, ως σύνολο και όχι ως προς κάθε μέλος της ξεχωριστά, κατανόησαν τις έννοιες που τους είχαμε αναθέσει να παρουσιάσουν. Οι παρουσιάσεις δεν είχαν μαθηματικά λάθη (εκτός ελαχίστων, τα οποία δεν επηρέαζαν την κατανόηση των εννοιών αυτών από τους θεατές) και έδιναν μια ολοκληρωμένη εικόνα του θέματος που πραγματεύονταν.

2. Συνεντεύξεις μαθητών
Δύο σχεδόν μήνες μετά τις δραστηριότητες που αφορούσαν την αξιωματική θεμελίωση της Γεωμετρίας, θέσαμε κατά τη διάρκεια συνεντεύξεων με τους μαθητές του τμήματος ερωτήματα σχετικά με την αξιωματική θεμελίωση, για να διαπιστώσουμε την κατανόηση και τη διατηρισιμότητα της γνώσης από κάθε έναν μαθητή, σχετικά με το θέμα αυτό. Στα ερωτήματα ‘Πώς θεμελίωσε ο Ευκλείδης τη Γεωμετρία;’ ή ‘Τι προσέφερε ουσιαστικά ο Ευκλείδης στη Γεωμετρία’, που υποβάλλαμε σε 20 μαθητές,  είχαμε τα παρακάτω αποτελέσματα. 
Ι) Πλήρη απάντηση (2 μαθητές) : Στις απαντήσεις αυτές οι μαθητές αναφέρθηκαν σε όλα τα δομικά στοιχεία αυτής της θεμελίωσης όπως τις θεμελιώδεις έννοιες, κοινές έννοιες–αξιώματα και αιτήματα και εξήγησαν πώς ο Ευκλείδης δόμησε με αυτές τη Γεωμετρία.

- (Α) Ουσιαστικά έβαλε τις θεμελιώδεις έννοιες στις οποίες στήριξε αρχικά τη θεωρία του, μετά από κει τις περαιτέρω έννοιες και μερικές από από τις θεμελιώδεις έννοιες προσπάθησε να τις ορίσει ούτως ώστε να μην υπάρχουν κενά και μετά προχώρησε στα αιτήματα με τα οποία, σε συνδυσμό με τις αλήθειες οι οποίες είναι κοινές αλήθειες με τις άλλες επιστήμες , προσπάθησε να θεμελιώσει μία θεωρία, μία επιστήμη την Ευκλείδεια Γεωμετρία, η οποία να μην έχει λάθος.
ΙΙ) Ικανοποιητική απάντηση (2 μαθητές) : Στις απαντήσεις οι μαθητές αναφέρθηκαν σε ορισμένα μόνο  δομικά στοιχεία

 -(Στ.) Ο Ευκλείδης θεμελίωσε την Ευκλείδεια  Γεωμετρία, … έβαλε τα πρώτα τέσσερα αιτήματα και έθεσε το 5ο αίτημα, το οποίο 5ο έθεσε γιατί απλά δεν μπορούσε να το αποδείξει, ούτε να αμφισβητήσει την ισχύ του, και στηριζόμενος σε αυτό έφτιαξε ένα οικοδόμημα με πάμπολες εφαρμογές στην καθημερινή ζωή. 
ΙΙΙ) Ελλιπή απάντηση (12 μαθητές): δίνοντας γενικόλογες απαντήσεις, χωρίς αναφορές σε έννοιες

-(Σ.) Ο Ευκλείδης έψαξε, αφού πήγε στην Αλεξάνδρεια, έψαξε να δει τι υπήρχε από τα μαθηματικά και προσπάθησε μέσα από τις έννοιες που έκατσε και έλυσε κι αυτός ο άνθρωπος ο κακομοίρης, με βάση πέντε αξιώματα, να θεμελιώσει τη θεωρία  του.

ΙV) Αναφέρθηκαν κατόπιν καθοδήγησης στους ορισμούς, κοινές έννοιες  και  αιτήματα (2 μαθητές): Ορισμένες μαθήτριες δυσκολεύονταν να θυμηθούν και τους παραπέμψαμε στα σκετσάκια, να τα ανακαλέσουν στη μνήμη τους και μέσα από αυτά να θυμηθούν τις βασικές έννοιες. 
V) Δήλωσαν αδυναμία να απαντήσουν στο ερώτημα (2 μαθητές): 
- Γενικά τα αιτήματα όσο ασχολήθηκα τα κατάλαβα, αλλά γενικά δεν τα θυμάμαι.
Έχοντας την  πλήρη εικόνα των απαντήσεων συμπεραίνουμε ότι μόνο τέσσερεις μαθητές μετά την πάροδο των δύο μηνών, είχαν τη δυνατότητα να μας δώσουν μια ικανοποιητική εικόνα του πως ο Ευκλείδης θεμελίωσε τη Γεωμετρία του. Οι περισσότεροι (οι δέκα από αυτούς) διατήρησαν στη μνήμη τους ότι ο Ευκλείδης οργάνωσε ήδη υπάρχουσες γνώσεις και ότι για τη θεμελίωση της Γεωμετρίας δέχθηκε ορισμένες θεμελιώδεις έννοιες και αιτήματα.

2η Ενότητα του project 
Στην ενότητα αυτή δεν θα γίνει γνωστική ανάλυση των δρώμενων, διότι τα κείμενα δεν δημιουργήθηκαν από τους μαθητές. Τα λόγια των προσώπων στις διάφορες σκηνές ήταν αυτούσια από το λογοτεχνικό βιβλίο ή είχαν διαμορφωθεί από την ερευνήτρια. Από τη συζήτηση αναστοχασμού που έγινε μετά το τέλος όλης της παρουσίασης συμπεραίνουμε ότι οι μαθητές από τη δημιουργική ανάγνωση, κατανόησαν τη διαφορά ανάμεσα στο έργο του Ευκλείδη και το έργο των Αιγυπτίων  και των Πυθαγορίων. 

3.2.2.Αξιολόγηση του project ως προς τους στόχους επιστημολογικής διάστασης

 α) Απαντήσεις των μαθητών σχετικά με τα μαθηματικά ως ανθρώπινο δημιούργημα: Οι μαθητές για πρώτη φορά έβλεπαν τα μαθηματικά ως ένα ανθρώπινο δημιούργημα, γνωρίζοντας στοιχεία από τον ίδιο τον Ευκλείδη και την προσφορά του στην εξέλιξη των Μαθηματικών. ‘ Ήταν πιο ωραίο , γιατί αν βλέπεις μόνο το αποτέλεσμα είναι βαρετό. Πρέπει να μάθεις λίγο και τι έγινε πιο πίσω, ποιοι τα δημιούργησαν και έτσι ήταν πιο ωραίο, έμαθα περισσότερα πράγματα.’
β) Απαντήσεις των μαθητών σχετικές  με το ιστορικό και  πολιτισμικό πλαίσιο: Οι μαθητές υποδέχθηκαν θετικά τις δραστηριότητες που αφορούσαν την ιστορία της Γεωμετρίας  και οι οποίες συνέδεσαν την επιστήμη αυτή με το ιστορικό, οικονομικό πολιτικό πλαίσιο στο οποίο αυτή αναπτύχθηκε. ‘... ήταν ωραίο γιατί μαθαίναμε τέλος πάντων για εκείνη την εποχή που λέτε, ενώ όταν κάναμε στο κανονικό μάθημα δε μαθαίναμε τίποτα απ’ ότι είχε γραφτεί και όλα αυτά, ήταν απλά τρίγωνα , τετράγωνα’.‘Καταλάβαμε ότι για να υπάρχει ανάπτυξη της επιστήμης, πρέπει να υπάρξει ανάπτυξη πρώτα σε όλους τους υπόλοιπους τομείς, ο οικονομικός και αργότερα ο πολιτισμικός’.
4. Τελικές επισημάνσεις 

Παρουσιάσαμε την εμπλοκή μιας ομάδας μαθητών λυκείου σε ένα διαθεματικό πρόγραμμα με θέμα την Αξιωματική θεμελίωση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, στο οποίο σχεδιάσαμε διδασκαλίες με χρήση τεχνικών Δραματικής Τέχνης στην Εκπαίδευση (ΔΤΕ). Βασικός στόχος ήταν να εμπλέξουμε με ενεργό τρόπο τους μαθητές ώστε να κατανοήσουν τη θεμελίωση της Γεωμετρίας ως αξιωματικό σύστημα και παράλληλα να επαναδιαπραγματευτούν βασικές έννοιες από  τα Μαθηματικά όπως αξίωμα, ορισμός, απόδειξη. 

Η χρήση τεχνικών ΔΤΕ στη διδασκαλία των μαθηματικών φάνηκε να  αποτελεί κίνητρο που ενεργοποίησε τους μαθητές και άλλαξε την αντίληψή τους για τα μαθηματικά και τη διδασκαλία τους. Μέσω του παιχνιδιού ρόλων, της δραματοποίησης και των άλλων τεχνικών είχαμε την ευκαιρία να πραγματευτούμε έννοιες και ιστορικές στιγμές των μαθηματικών οι οποίες δε συζητούνται συχνά στο πλαίσιο της τάξης διευρύνοντας μ’ αυτόν τον τρόπο τις αντιλήψεις που είχαν διαμορφώσει για τη φύση των μαθηματικών. Από την ανάλυση των κειμένων που ετοίμασαν  οι ομάδες των μαθητών για τα δρώμενα φάνηκε ότι χρησιμοποίησαν ορθά και με πολύ ευρηματικό τρόπο τις μαθηματικές έννοιες και προτάσεις που τους είχε ζητηθεί να μελετήσουν, ενώ από τις συνεντεύξεις τους, δύο σχεδόν μήνες μετά τις παρουσιάσεις, φάνηκε η διατηρησιμότητα της γνώσης αυτής. 

Από όλα τα προηγούμενα μπορούμε να συμπεράνουμε ότι η ‘Δραματική Τέχνη στη Εκπαίδευση’ λειτούργησε ως ένα αποτελεσματικό διαμεσολαβητικό εργαλείο για την επίτευξη των γνωστικών μας στόχων, ενώ βοήθησε στο να διαμορφωθούν νέες πρακτικές σε μια τάξη ενεργών μαθητών οι οποίοι συνεργάστηκαν για να αναπτύξουν μαθηματική γνώση.
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