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Περίληψη 
Παρουσιάζουµε την εµπλοκή µιας οµάδας µαθητών λυκείου σε ένα 
διαθεµατικό πρόγραµµα µε θέµα την Υπερβολική Γεωµετρία, η διδασκαλία 
της οποίας έγινε µέσω του µοντέλου Poincare. Για την κατανόηση του 
µοντέλου αξιοποιήσαµε τις νέες τεχνολογίες και τη µαθηµατική λογοτεχνία, 
ενώ  για να ενεργοποιήσουµε τους µαθητές σχεδιάσαµε διδασκαλίες µε 
χρήση τεχνικών Δραµατικής Τέχνης στην Εκπαίδευση (ΔΤΕ). Από την 
ανάλυση του πραγµατολογικού υλικού φάνηκε ότι η χρήση του µοντέλου 
Poincare λειτούργησε ως ένα αποτελεσµατικό διαµεσολαβητικό εργαλείο 
για την κατανόηση βασικών στοιχείων της Υπερβολικής Γεωµετρίας, ενώ οι 
τεχνικές δράµατος βοήθησαν να διαµορφωθούν νέες πρακτικές σε µια τάξη 
ενεργών µαθητών οι οποίοι συνεργάστηκαν για να αναπτύξουν µαθηµατική 
γνώση. 
Εισαγωγή 
‘‘Στις µεγαλύτερες τάξεις οι µαθητές καλούνται να αποδεχθούν τα 
µαθηµατικά ως ένα τυπικό παραγωγικό σύστηµα και αυτή η όχι καλά 
σχεδιασµένη «υπέρβαση» έχει συχνά δυσάρεστες επιπτώσεις τόσο στην 
κατανόησή τους, όσο και στη διαµόρφωση στάσεων και αντιλήψεων για το 
συγκεκριµένο αντικείµενο’’ (Κολέζα 2009, σελ. 87). Στην παραδοσιακή 
διδασκαλία της Ευκλείδειας Γεωµετρίας η Γεωµετρία παρουσιάζεται ως ένα 
διαµορφωµένο υλικό για µαθηµατική δραστηριότητα και µε τη µορφή αυτή 
δεν ταιριάζει σε αναλυτικά προγράµµατα, στα οποία καλούνται οι µαθητές 
να παίζουν ενεργό ρόλο στην ανάπτυξη της µαθηµατικής γνώσης. Σύµφωνα 
µε τον Freudenthal (1971: σελ. 417-418) ‘‘Η παραγωγική δοµή της 
παραδοσιακής γεωµετρίας δεν είχε ποτέ µια πειστική διδακτική επιτυχία... 
απέτυχε  επειδή ο παραγωγικός της χαρακτήρας  δεν µπορούσε να επινοηθεί 
εκ νέου από τον µαθητή αλλά µόνο να επιβληθεί σ’ αυτόν.’’  

Η παρουσίαση της Γεωµετρίας ως ενός ολοκληρωµένου και πλήρους 
συστήµατος δηµιουργεί πολύ συγκεκριµένες εικόνες για τη φύση των 
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Μαθηµατικών. Η επαφή των µαθητών µε τις µη-Ευκλείδειες Γεωµετρίες 
φαίνεται να τους αιφνιδιάζει και  να τους δίνει τη δυνατότητα να 
αντιληφθούν τα Μαθηµατικά ως µια δηµιουργία υπό συνεχή 
διαπραγµάτευση, τροποποιώντας µε τον τρόπο αυτό τις επιστηµολογικές 
αντιλήψεις τους για τα µαθηµατικά καθώς και αυτή καθαυτή η ανακάλυψη 
των µη-Ευκλείδειων Γεωµετριών αποτελεί σηµείο καµπής (ρήξης) στην 
ιστορία και εξέλιξη των Μαθηµατικών.  

Η διδασκαλία της ενότητας των µη-Ευκλειδείων Γεωµετριών 
συντελεί στο να αναγνωρίσουν οι µαθητές ότι υπάρχουν αρκετές άλλες 
Γεωµετρίες και χώροι εκτός της Ευκλείδειας, να καταλάβουν ότι τα 
Μαθηµατικά δεν είναι απόλυτες αλήθειες και να εκτιµήσουν την αξία της 
λογικής και της αξιωµατικής µεθόδου (Kazim, 1988, ο.α στο Θωµαϊδης 
κ.α., 1989). Η διερεύνηση των ιδιοτήτων των µη-Ευκλείδειων Γεωµετριών 
και η διαπίστωση ότι διαφορετικά αξιώµατα οδηγούν σε διαφορετικά —και 
συχνά αντίθετα— µε γνωστά θεωρήµατα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας 
συντελούν  στην καλλίτερη κατανόηση της Ευκλείδειας Γεωµετρίας ως 
αξιωµατικού συστήµατος (NCTM. 1989 στο Gray και Sarhangi). Στην 
καλλίτερη κατανόησή της επιπλέον συντελεί και η µελέτη αντίστοιχων 
γεωµετρικών εννοιών στα διάφορα συστήµατα, καθώς και ο εντοπισµός των 
οµοιοτήτων και διαφορών τους. (Lénárt 2004a, 2004b).  

Σε µια σειρά από έρευνες που αφορούν στη διδασκαλία µη 
Ευκλείδειων Γεωµετριών, όπως η Σφαιρική (Lénárt, 1993; Sharp και 
Heimer, 2002; Van den Brick 1993), Υπερβολική, Ριµάνεια, (Krauss και 
Okolika, 1977), η Γεωµετρία του Minkowski (Felsager, 2004), Γεωµετρία 
των Fractal (Sriraman, 2003),  Γεωµετρία των taxi (taxi-cab geometry) 
(Sriraman, 2004), σε όλες τις βαθµίδες της Εκπαίδευσης, αναδείχθηκε µια 
θετική επίδραση στους µαθητές ή φοιτητές τόσο σε γνωστικό όσο και σε 
συναισθηµατικό επίπεδο.  

Η Υπερβολική Γεωµετρία επιλέγεται για εισαγωγή στους µαθητές 
στις µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες, γιατί αποτελεί το ‘‘πλησιέστερο’’ στην 
Ευκλείδεια Γεωµετρία παράδειγµα, διαφοροποιώντας ένα µόνο αξίωµά της 
το γνωστό 5ο αξίωµα (Dwyer και Pfeifer, 1999). Προσφέροντας έναν 
‘κόσµο’ στον οποίο όλα τα σχήµατα είναι αλλαγµένα, µπορεί να βοηθήσει 
τους µαθητές να αναστοχαστούν πάνω στους ορισµούς των γεωµετρικών 
αντικειµένων βασισµένων στο σχήµα και µε τον τρόπο αυτό να 
κατανοήσουν τους τυπικούς ορισµούς των σχηµάτων (Austin, et al. 1993). 

2.Η διδασκαλία της Υπερβολικής Γεωµετρίας και το µοντέλο 
Poincare 
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Το 1881 ο Γάλλος µαθηµατικός Henri Poincare δηµιούργησε ένα από 
τα πιο δηµοφιλή µοντέλα  της Υπερβολικής Γεωµετρίας, το γνωστό ως 
‘Δίσκο του Poincare’. Με ένα Ευκλείδειο µοντέλο της υπερβολικής 
Γεωµετρίας, ο Poincare αντικατέστησε το άπειρο επίπεδο µε έναν 
πεπερασµένο κυκλικό δίσκο µε όριο την περιφέρεια του δίσκου. 
Αντικατέστησε επίσης πρωταρχικές έννοιες όπως ευθείες, γωνίες, µε 
συγκεκριµένες οντότητες και ερµήνευσε τα αξιώµατα της Υπερβολικής 
Γεωµετρίας µε τους όρους αυτούς. Στο µοντέλο αυτό τα ‘‘σηµεία’’ είναι τα 
σηµεία που βρίσκονται στο εσωτερικό του κυκλικού δίσκου, ενώ οι 
‘‘ευθείες γραµµές’’ είναι ευκλείδεια τόξα κύκλων που τέµνουν την 
περιφέρεια κατά ορθές γωνίες καθώς και οι διάµετροι του δίσκου. Στο 
εσωτερικό του υπερβολικού µας ‘κόσµου’ τα υπόλοιπα σχήµατα ορίζονται 
µε το συνήθη τρόπο. Οι γωνίες µετρώνται κατά τον ευκλείδειο τρόπο, 
δηλαδή, από την γωνία που σχηµατίζουν οι εφαπτόµενες γραµµές των 
καµπυλών, στην κορυφή της γωνίας, ενώ ο ορισµός της απόστασης είναι µη 
ευκλείδειος (Davis, 2007). 

Ο δίσκος του Poincare, όπως και κάθε µοντέλο, µας βοηθάει να 
διαπιστώσουµε τη συνέπεια της Υπερβολικής Γεωµετρίας ως αξιωµατικού 
συστήµατος. Στο δίσκο του Poincare επαληθεύονται και τα πέντε αιτήµατα 
της Υπερβολικής Γεωµετρίας (µε τα τέσσερα πρώτα ίδια µε αυτά της 
Ευκλείδειας) και για το λόγο αυτό αποτελεί ένα µοντέλο της.  Δείχνει 
εποµένως ότι η Υπερβολική Γεωµετρία είναι συνεπής, στο βαθµό που είναι 
και η Ευκλείδεια. Η συνέπεια της Υπερβολικής γεωµετρίας απέδειξε ότι το 5ο 
αίτηµα είναι ανεξάρτητο από τις άλλες υποθέσεις τις Ευκλείδειας γεωµετρίας 
και δεν µπορεί να εξαχθεί από τα άλλα τέσσερα αιτήµατα. Διότι, αν µπορούσε 
να εξαχθεί, τότε αυτή η πρόταση στην Υπερβολική Γεωµετρία  θα αποτελούσε  
αντίφαση µε το αίτηµα των παραλλήλων και θα αποτελούσε  µια ασυνέπεια 
για το µη Ευκλείδειο αυτό σύστηµα ( Eves, σελ. 111) 

Για τη διδασκαλία της υπερβολικής Γεωµετρίας προτείνεται κυρίως η 
χρήση του ηµισφαιρικού µοντέλου του Poincare (Lénárt, 2004a) ή  του 
δίσκου του Poincare (Thibault et al., 1996). Ειδικά η χρήση του δίσκου του 
Poincare έχει δοκιµαστεί σε συνδυασµό µε χρήση: των νέων τεχνολογιών --
µέσω των λογισµικών Geometer’s Sketchpad (Dwyer and Pfeifer, 1999) ή 
Interactive Java software ‘NonEuclid’ ( Joel Castellanos et al, 1993)--  
πινάκων ζωγραφικής του γνωστού Ολλανδού ζωγράφου Cornelius Escher 
(Menguini, 1989 ο.α στο Furinghetti and Somaglia, 1998), καθώς και µε την 
αξιοποίηση του βιβλίου Flatterland του Ian Stewart  το οποίο µπορεί να 
οδηγήσει τους µαθητές  σε ερωτήµατα οντολογικού και επιστηµολογικού 
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περιεχοµένου για τις µη-Ευκλείδειες Γεωµετρίες και γενικότερα για τα 
Μαθηµατικά (Sriraman, 2004a). 

Η εργασία που παρουσιάζεται εδώ έχει βασιστεί σε δραστηριότητες οι 
οποίες πραγµατοποιήθηκαν σε µια τάξη Β Λυκείου. Οι περισσότερες 
δραστηριότητες είχαν βιωµατικό χαρακτήρα καθώς αξιοποιήσαµε τεχνικές 
Δραµατικής Τέχνης στην Εκπαίδευση i . Οι µαθητές έπρεπε να 
δηµιουργήσουν ‘ραδιοφωνικές εκποµπές’ µε θέµα τη ‘Δισκοχώρα’ το 
µοντέλο δηλ. του Poincare.  Για να κατανοήσουν το µοντέλο Poincare και 
κατ’ επέκταση βασικά στοιχεία της Υπερβολικής Γεωµετρίας και να 
µπορέσουν να τα παρουσιάσουν µέσα από τις ραδιοφωνικές εκποµπές 
αξιοποιήσαµε όλα τα προηγούµενα προτεινόµενα µέσα, όπως  ένα Java 
applet, το βιβλίο Flatterland του Ian Stewart καθώς και τα έργα Circle Limit 
Ι, ΙΙ, ΙΙΙ, του Escher. 
 
3. Η έρευνα: σχεδιασµός και υλοποίηση 
Τα πραγµατολογικά δεδοµένα  για αυτήν την εργασία προέκυψαν από την 
έρευνα µε θέµα ‘‘Η διδασκαλία των Μαθηµατικών µέσα από τη χρήση 
τεχνικών της ΔΤΕ: διερεύνηση της επίδρασης της Δραµατικής Τέχνης στην 
Εκπαίδευση στη µάθηση των µαθηµατικών σε τάξεις του Λυκείου’’, η οποία 
πραγµατοποιήθηκε στο πλαίσιο διδακτορικής διατριβής µε το ίδιο θέµα. 
Στην παρούσα εισήγηση εστιάζουµε στη διερεύνηση του τρόπου µε τον 
οποίο η διδασκαλία µέσω του µοντέλου Poincare και τη χρήση τεχνικών 
ΔΤΕ επέδρασε στη µάθηση εννοιών της Υπερβολικής Γεωµετρίας  
Το πλαίσιο της έρευνας: Η έρευνα  πραγµατοποιήθηκε σε τµήµα µε 26 
µαθητές-τριες Β΄Λυκείου (16 κορίτσια, 10 αγόρια, εκ των οποίων 17 
θετικής και τεχνολογικής κατεύθυνσης και 9 θεωρητικής) του 
Πειραµατικού Λυκείου Ιλίου, σε διάρκεια τεσσάρων µηνών (σχολ. έτος 
2010-201). 
Μέθοδος της έρευνας: για τη συλλογή των δεδοµένων αξιοποιήσαµε 
τεχνικές εθνογραφικής έρευνας (παρατήρηση, συνεντεύξεις), ενώ για την 
παρέµβασή µας στηριχτήκαµε στη λογική του  διδακτικού πειράµατος 
(Χρονάκη, 2007). Το διδακτικό πείραµα αφορούσε στη διδασκαλία µε 
χρήση τεχνικών ΔΤΕ της αξιωµατικής θεµελίωση της Υπερβολικής 
Γεωµετρίας µέσω του µοντέλου Poincare και πραγµατοποιήθηκε κατά τη 
διάρκεια 6 διδακτικών ωρών στα µαθήµατα Γεωµετρίας, Νεοελληνικής 
Γλώσσας και  Λογοτεχνίας. Το διδακτικό πείραµα πραγµατοποιήθηκε µε 
κύριους στόχους: α) να κατανοήσουν οι µαθητές πώς θεµελιώνεται η 
Υπερβολική Γεωµετρία, β) να αντιληφθούν το ρόλο του αξιώµατος και να 
επαναπροσδιορίσουν την Ευκλείδεια Γεωµετρία, γ) να αντιληφθούν το ρόλο 
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του µοντέλου, δ) να κερδίσουν µια βαθύτερη κατανόηση της Γεωµετρίας 
γενικότερα συγκρίνοντας  τις οµοιότητες και διαφορές της Υπερβολικής µε 
την Ευκλείδεια Γεωµετρία, ε) να αλλάξουν τις στερεοτυπικές εικόνες για τα 
µαθηµατικά και τη διδασκαλία τους. 
Στις δραστηριότητες του  project περιλαµβάνονταν: 
§ Ψηφιακή παρουσίαση για την Υπερβολική Γεωµετρία και το µοντέλο 

Poincare. 
§ Δραστηριότητα στο εργαστήρι πληροφορικής µε τη βοήθεια του 

Interactive Java software ‘NonEuclid’ των Joel Castellanos, και των 
συνεργατών του.  

§ Μελέτη του κεφαλαίου ‘Δισκοχώρα’  από το  βιβλίου του Ian Stewart, 
‘Flatterland’.  

§ Ραδιοφωνικές εκποµπές για τη ‘Δισκοχώρα’. 
Αναλυτικότερα πραγµατοποιήθηκαν τα εξής: 
Α) Στο µάθηµα της Νεοελληνικής Γλώσσας (3 ώρες): Παρουσιάστηκε 
από την ερευνήτρια ψηφιακή παρουσίαση µε ιστορικά στοιχεία, βασικές 
έννοιες και θεωρήµατα της Υπερβολικής Γεωµετρίας, στοιχεία του 
µοντέλου Poincare, καθώς και έργα του Escher. Ακολούθησε συζήτηση 
σχετική µε το τι σηµαίνει αξιωµατικό σύστηµα, για τη συνέπειά του, τη 
ανεξαρτησία των αξιωµάτων του, καθώς και για την έννοια του µοντέλου. 
Στη συνέχεια, αφού οι µαθητές χωρίστηκαν σε οµάδες, τους µοιράστηκε 
κείµενο µε  αποσπάσµατα από το κεφάλαιο ‘Δισκοχώρα’  του βιβλίου του 
Ian Stewart, ‘Flatterland’, µε στόχο να ετοιµάσουν µια ραδιοφωνική 
εκποµπή µε οµώνυµο  θέµα. Οι οµάδες µελέτησαν το κείµενο και 
ετοίµασαν τα κείµενα των ραδιοφωνικών εκποµπών, σε 3 διδακτικές ώρες. 
Β) Στο µάθηµα της Γεωµετρίας (1 ώρα): Για να κατανοήσουν οι µαθητές 
το µοντέλο του Poincare, αξιοποιήσαµε τις νέες τεχνολογίες, 
χρησιµοποιώντας το διαδραστικό Java λογισµικό ‘Non Euclid’. Το εργαλείο 
αυτό, δίνει τη δυνατότητα στο χρήστη να πραγµατοποιήσει, µέσω του  
µοντέλου Poincare, κατασκευές σχηµάτων, µετρήσεις αποστάσεων και 
γωνιών στην Υπερβολική Γεωµετρία και µε τον τρόπο αυτό να διερευνήσει 
έννοιες και θεωρήµατα της Γεωµετρίας αυτής. Για τους λόγους αυτούς 
αποτελεί ένα βοήθηµα για τον εκπαιδευτικό στη διδασκαλία της 
αξιωµατικής θεµελίωσης της Υπερβολικής Γεωµετρίας.	
   
Οι µαθητές εργάστηκαν στους υπολογιστές σε οµάδες των δύο (7 οµάδες) ή 
τριών µαθητών (3 οµάδες),  µε φύλλα εργασίας.  Ξεκίνησαν τη διερεύνηση 
του µοντέλου, σχεδιάζοντας σηµεία, ευθείες, ευθύγραµµα τµήµατα, γωνίες 
και ευθεία κάθετη σε δοθείσα ευθεία.	
  Επίσης  µέτρησαν ένα ευθύγραµµο 
τµήµα καθώς και µία γωνία και στη συνέχεια έγραψαν  τις παρατηρήσεις 
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τους από την κατασκευή κύκλου, ευθυγράµµων τµηµάτων ίδιου µήκους και 
από την µέτρηση των πλευρών και γωνιών ενός τριγώνου. Τέλος έγινε 
αξιωµατική θεµελίωση της Υπερβολικής Γεωµετρίας µέσω του µοντέλου.	
  
Δ) Η παρουσίαση των ραδιοφωνικών εκποµπών: Παρουσιάστηκαν έξι 
‘ραδιοφωνικές εκποµπές’ µε την εξής µορφή: ένας ραδιοφωνικός 
παραγωγός συζητά µε καλεσµένους της εκποµπής ή µε κατοίκους της 
δισκοχώρας, ή θέτει κουίζ στους ακροατές της ή δέχεται τηλεφωνήµατα 
από ακροατές. Οι µαθητές πραγµατοποίησαν τις παρουσιάσεις τους 
‘κρυµµένοι’ πίσω από ένα παραβάν για να µην έχουν πρόβληµα  να 
εκτεθούν σε κοινό.  
 
4. Ανάλυση των αποτελεσµάτων 
Α. Η ανάλυση των φύλλων εργασίας: Η ανάλυση των φύλλων εργασίας 
των µαθητών έδειξε ότι οι µαθητές κατανόησαν τις βασικές έννοιες του 
µοντέλου, µε την πλειοψηφία των οµάδων να απαντά σωστά στα 
περισσότερα ερωτήµατα που αφορούσαν στην ευθεία, τον κύκλο, τη 
φαινοµενική σµίκρυνση των ευθυγράµµων τµηµάτων όσο αποµακρύνονται 
από το κέντρο του δίσκου, τη γωνία και το µέτρο της και τέλος το τρίγωνο 
(4 οµάδες απάντησαν στα 4 ερωτήµατα, 4 σε 3 ερωτήµατα και µόνον 2 σε 2 
ερωτήµατα). Ορισµένοι από τους µαθητές µάλιστα έδωσαν επιπλέον και 
ερµηνείες για ορισµένα φαινόµενα, τις οποίες είχαν διαβάσει στο βιβλίο 
Flatterland και είχαµε συζητήσει σε προηγούµενη διδακτική ώρα.  
Στη συνέχεια παραθέτουµε  αναλυτικά τις παρατηρήσεις  των  µαθητών 
κατά την κατασκευή διαφόρων γεωµετρικών σχηµάτων. 
Κατά την κατασκευή του κύκλου όλες οι οµάδες παρατήρησαν ότι κάτι 
διαφορετικό συµβαίνει µε τους κύκλους στο µοντέλο Poincare. 
Παρατήρησαν δηλ. ότι το κέντρο του δε βρίσκεται στο σηµείο που θα 
περίµενε κανείς, δεν ταυτίζεται δηλ. µε το κέντρο του Ευκλείδειου κύκλου 
και έγραψαν γι’ αυτό τα εξής: ‘το κέντρο του κύκλου δεν είναι το ίδιο µε τον 
κύκλο της Ευκλείδειας Γεωµετρίας’, ‘το κέντρο του δεν είναι όπως σε έναν 
συνηθισµένο κύκλο’. Δύο οµάδες προσπάθησαν επιπλέον να το 
αιτιολογήσουν: ‘τα κέντρα είναι αποµακρυσµένα όσο µετακινούµαστε προς 
την περιφέρεια. Αυτό γίνεται καθώς κατά µήκος της περιφέρειας ΄ψύχεται΄-
σµικρύνεται’, ‘Κάθε κύκλος δεν έχει το ίδιο κέντρο όπως ο κύκλος στην 
Ευκλείδεια Γεωµετρία. Αυτό γίνεται γιατί όσο αποµακρυνόµαστε απ’ το 
κέντρο, φαινοµενικά αλλάζουµε εµείς οι ίδιοι, αλλά όχι οι αποστάσεις των 
σηµείων του κύκλου.’ Σε επόµενο ερώτηµα, ζητήθηκε να µετρήσουν 
διάφορες ακτίνες ενός κύκλου. Και οι 8 οµάδες που απάντησαν, δίνουν την 
ίδια απάντηση γράφοντας ότι οι ακτίνες είναι ίσες αν και φαινοµενικά είναι 
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άνισες. ‘Αν και οι ακτίνες έχουν το ίδιο µήκος φαίνονται διαφορετικές και 
όχι ίσες µεταξύ τους’, ‘ είναι ίσες παρόλο που το κέντρο του δε βρίσκεται στο 
κέντρο του κύκλου κατά την Ευκλείδεια Γεωµετρία’. Όταν τους  ζητήθηκε να 
σχεδιάσουν στον δίσκο ευθύγραµµα τµήµατα ίδιου µήκους, όλες οι οµάδες 
εκτός από µία, παρατήρησαν ότι τα ευθύγραµµα τµήµατα, αν και είναι ίδιου 
µήκους, φαίνονται άνισα. Μερικές από τις απαντήσεις τους, άλλες 
εκφρασµένες πότε µε καθαρά τυπική µαθηµατική γλώσσα πότε όχι, είναι: 
‘Σχεδιάσαµε ευθύγραµµα τµήµατα ίδιου µήκους και παρατηρήσαµε ότι το 
ευθύγραµµο τµήµα προς την περιφέρεια φαίνεται πιο µικρό, σε αντίθεση µε το 
ευθύγραµµο τµήµα που είναι κοντά στο κέντρο του κύκλου. Έχουν το ίδιο 
µήκος αλλά µικραίνει το όργανο µέτρησης’, ‘Τα ευθύγραµµα τµήµατα, τα 
οποία πλησιάζουν στο κέντρο του κύκλου είναι µεγαλύτερα από όσο 
αποµακρύνονται από αυτό σύµφωνα µε την Ευκλείδεια γεωµετρία’. Τέλος 
σχεδιάζοντας ένα τρίγωνο, πέντε από τις οµάδες έκαναν τις µετρήσεις των 
γωνιών του τριγώνου και διαπιστώνουν ότι είναι µικρότερο από 180ο, ενώ 
οι υπόλοιπες οµάδες δεν πρόλαβαν να απαντήσουν σ’ αυτήν την ερώτηση 
Μερικές οµάδες προσπάθησαν να σχεδιάσουν ορθογώνιο σύµφωνα µε τον 
Ευκλείδειο ορισµό του σχήµατος. Η διαπίστωση ότι δεν υπάρχουν 
ορθογώνια στον Υπερβολικό κόσµο τους εξέπληξε. 
Β. Ανάλυση των ραδιοφωνικών εκποµπών ως προς το γνωστικό πεδίο: 
Από την ανάλυση των κειµένων των ραδιοφωνικών εκποµπών που 
ετοίµασαν οι µαθητές παρατηρούµε ότι δύο οµάδες στις εκποµπές τους, 
έκαναν πληρέστατες περιγραφές του µοντέλου Poincare, αναφερόµενες στο 
πώς ορίζονται ο δίσκος Poincare και οι ευθείες του, στη φαινοµενική 
µείωση του µήκους και στα αξιώµατα ή στις γωνίες και το µέτρο τους. Οι 
υπόλοιπες οµάδες αναφέρθηκαν σε ορισµένες µόνο έννοιες—σε αυτές που 
έκριναν σηµαντικές ή τους έκαναν εντύπωση.  
Αυτό που έκανε τη µεγαλύτερη εντύπωση στους µαθητές, γιατί το 
αναφέρουν οι πέντε από τις έξι οµάδες, είναι η φαινοµενική µείωση του 
µήκους ενός ευθυγράµµου τµήµατος.  
‘Στην υπερβολική Γεωµετρία όσο περισσότερο αποµακρυνόµαστε από την 
περιφέρεια , τόσο  µικραίνει η µονάδα µέτρησης, χωρίς να αλλοιώνεται 
φυσικά το πραγµατικό µήκος της’,  ‘… γιατί τα αντικείµενα συρρικνώνονται 
ανάλογα µε τη θερµοκρασία. Στην περιφέρεια η θερµοκρασία είναι µηδέν 
βαθµούς Κελσίου και όσο πάει προς τα κείθε συρρικνώνονται’, ‘Τα 
αντικείµενα της δισκοχώρας καθώς αποµακρύνονται προς το άπειρο, 
συρρικνώνονται, αν και αυτό δε µπορεί να το αντιληφθεί το άτοµο που 
κινείται στη δισκοχώρα γιατί, καθώς µικραίνει το αντικείµενο, µικραίνει και 
το µέτρο. Οπότε, σε κάθε µέτρηση έχουµε το ίδιο αποτέλεσµα’. 
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• Η έννοια της ευθείας στο δίσκο Poincare αναφέρεται από τέσσερεις 
οµάδες οι οποίες µάλιστα δίνουν και το σωστό ορισµό. 
‘Ορίζοντας λοιπόν στο µοντέλο αυτό ως ευθείες τα τόξα που τέµνουν την 
περιφέρεια κατά  ορθές  γωνίες , φανταστείτε αγαπητοί µας  έναν κύκλο και 
µέσα σε αυτό καµπύλες’, ‘Στην Υπερβολική Γεωµετρία ο συντοµότερος 
δρόµος προσδιορίζεται στις καµπύλες γραµµές’, ‘Δηλ. αυτό που στην 
Ευκλείδεια Γεωµετρία ορίζουµε ως καµπύλη, στην Υπερβολική είναι ευθεία 
και  το αντίστροφο’. 
• Τρεις οµάδες αναφέρονται στην έννοια του Δίσκου Poincare, δίνοντας το 
σωστό ορισµό.  
‘Το µοντέλο της ΄Φανταστικής Γεωµετρίας’, γνωστό και ως δίσκος του 
Poincare. ορίζεται στο επίπεδο, ως το εσωτερικό ενός κυκλικού δίσκου χωρίς 
την περιφέρειά του’, ‘Εντύπωση µου προκάλεσε το γεγονός ότι στη 
δισκοχώρα υπάρχουν µόνο δύο διαστάσεις και πως αν και από µακριά η 
χώρα φαίνεται ότι έχει ορισµένη έκταση, στην πραγµατικότητα φτάνοντας 
εκεί αντιλαµβάνεσαι ότι είναι άπειρη’. 
• Δύο από τις οµάδες αναφέρονται στην παραλληλία των ευθειών 
τονίζοντας την χαρακτηριστική ιδιότητα ότι οι παράλληλες ευθείες δεν 
είναι ισαπέχουσες. 
‘Η απόσταση ανάµεσα στις παράλληλες δεν είναι σταθερή γιατί τα 
αντικείµενα συρρικνώνονται ανάλογα µε τη θερµοκρασία’, ‘Δύο ευθείες στην 
Ευκλείδεια Γεωµετρία είναι παράλληλες, όταν οι αποστάσεις µεταξύ τους 
είναι ίσες. Κάτι τέτοιο δεν ισχύει. στην Υπερβολική Γεωµετρία, τουλάχιστον 
φαινοµενικά, αλλά η απόσταση στις παράλληλες γραµµές πλησιάζει όλο και 
περισσότερο στο µηδέν, χωρίς όµως να συναντιούνται ποτέ’. 
• Δύο οµάδες µιλούν για τα αιτήµατα της Υπερβολικής Γεωµετρίας 
‘Οι θεµελιωτές της Υπερβολικής Γεωµετρίας απέρριψαν το 5ο αίτηµα 
δεχόµενοι ότι από σηµείο εκτός ευθείας διέρχονται άπειρες παράλληλες’, 
‘Ισχύουν και αυτά	
  (τα άλλα τέσσερα αιτήµατα του Ευκλείδη) και οι 28 πρώτες 
προτάσεις. Βέβαια, από την 28 πρόταση και µετά δεν ισχύουν όλες οι 
προτάσεις’. 
• Μία από τις οµάδες αναφέρεται στο σχήµα του κύκλου. 
‘Για παράδειγµα  στην Ευκλείδεια Γεωµετρία ο κύκλος έχει το κέντρο του σε 
ένα σηµείο που όλες οι ευθείες ισαπέχουν, στην Υπερβολική Γεωµετρία το 
κέντρο του κύκλου τείνει στην περιφέρεια, παρόλα αυτά οι ευθείες πάλι 
ισαπέχουν’, ‘Σύµφωνα µε την  Ευκλείδεια Γεωµετρία το σηµείο που ορίζουµε 
ως κέντρο του  κύκλου, βρίσκεται πράγµατι στο κέντρο του κύκλου και δεν 
πλησιάζει τον κύκλο’. 
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• Τέλος µία οµάδα αναφέρθηκε στο µέτρο της γωνίας: 
‘Το µέτρο της γωνίας αντιστοιχεί στο Ευκλείδειο µέτρο της γωνίας που 
σχηµατίζουν  οι εφαπτόµενες γραµµές στην κορυφή των δύο τεµνόµενων 
καµπυλών’. 
Γ. Συνεντεύξεις των µαθητών 
Οι µαθητές, 2 µήνες σχεδόν µετά τις δραστηριότητες, απάντησαν στο 
πλαίσιο συνεντεύξεων (16 συνεντεύξεις) σε ερωτήµατα σχετικά µε την 
Υπερβολική Γεωµετρία. Φάνηκε να έχουν εντυπωσιαστεί σε τέτοιο βαθµό 
µε το δίσκου του Poincare ώστε τον ταύτισαν πλήρως  µε τον υπερβολικό 
χώρο. Σε ερωτήσεις γενικά για τον υπερβολικό χώρο οι απαντήσεις των 
µαθητών περιορίζονταν σε αναφορές πάνω στο συγκεκριµένο µοντέλο.  Η 
πλειοψηφία των µαθητών απάντησε ότι εντυπωσιάστηκε από το σχήµα των 
ευθειών (11 απαντήσεις) 
‘Καταρχήν οι γραµµές οι ευθείες θεωρούνταν ότι ήταν καµπύλες. Για όσους 
βρίσκονταν στον υπερβολικό κόσµο σε εισαγωγικά, φαινόταν σαν να είναι µια 
κανονική ευθεία, δεν είχε στην ουσία καµία αλλαγή, απλά υπήρχε θέµα στο 
πώς βλέπεις. Τα βλέπεις εξωτερικά ή από µέσα’, ‘Είναι τελείως διαφορετικό 
αυτό που λέµε στην Ευκλείδεια Γεωµετρία ευθεία  και αυτό που λέµε στην 
Υπερβολική Γεωµετρία ευθεία’. 
Το δεύτερο που τους εντυπωσίασε ήταν η φαινοµενική µεταβολή µεγέθους, 
έστω και αν µερικοί µαθητές διατύπωσαν λανθασµένα το πότε φαίνονταν 
να µικραίνει το µέγεθος. 
‘ Ήτανε ότι καθώς πηγαίναµε προς την περιφέρεια της δισκοχώρας ήτανε πιο 
µικρά, τα µίκραινε το µέγεθος του σχήµατος αλλά µίκραινε και το µέτρο, 
οπότε θεωρούνταν ίσο µε της υπόλοιπης’, ‘Διέφερε το µέγεθος, τουλάχιστον 
στο µάτι µας όσο επεκτεινόταν προς το κέντρο’, ‘Ότι είναι κοντά στο κέντρο 
είναι πιο µεγάλα  στο µήκος’. 
Δύο µαθητές µόνο αναφέρονται στις παράλληλες: 
‘Οι παράλληλες ήταν δύο ηµικύκλια, ουσιαστικά, κατά κάποιον τρόπο... Πάλι 
βέβαια σε συνδυασµό µε τις γνώσεις που είχες από τη Γεωµετρία ότι δεν 
πρέπει να τέµνονται’ 
Αρκετοί µαθητές αναφέρονται στο τρίγωνο, γιατί  τους εντυπωσίασε το 
άθροισµα των γωνιών του και το σχήµα των πλευρών του αθροίσµατος:  
‘Γιατί στην Ευκλείδεια είναι 180 στην Υπερβολική είναι πάνω από 180, ενώ 
στη σφαιρική είναι µικρότερο από 180’, ‘Γενικώς τα σχήµατα ήταν πιο 
περίεργα. Ας πούµε, απ’ ότι θυµάµαι βλέπαµε τρίγωνα που δεν είχαν 180 
µοίρες, µου φαίνεται; Θέλω να πω ότι µε ξάφνιασε γιατί ήµουνα 
συνηθισµένος σε αυτό και γενικά όλα τα παιδιά ανεξαρτήτως άµα είναι καλά 
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ή όχι αυτό το ξέρανε. Γενικά εγώ πιστεύω, όλους µας ξάφνιασε αυτό στην 
αρχή’. 
Μερικές άλλες παρατηρήσεις των µαθητών ήταν:  
‘ Αλλάζοντας το 5ο αίτηµα αλλάζει στην ουσία όλη η θεωρία της γεωµετρίας’ 
‘Η διαφορετική οπτική γωνία που θα έπρεπε να κοιτάξεις το οτιδήποτε’ 
‘Ειδικά εκείνο το εύρηµα µε το τετράγωνο. Δε θα ξεχάσουµε ποτέ ότι δεν 
υπάρχει τετράγωνο’ 
Οι µαθητές έχοντας κατανοήσει τις έννοιες µπορούσαν να τις 
ενσωµατώσουν στο κείµενο των ραδιοφωνικών εκποµπών. 
‘Ναι, γιατί είχα καταλάβει, όταν ήταν να πω το κείµενο είχα καταλάβει τι 
έλεγε, οπότε µου ήταν και πιο εύκολο ας πούµε αν δεν τα θυµάµαι ακριβώς 
όπως τα έλεγε µέσα, επειδή άµα δεν τα είχα καταλάβει θα έπρεπε να τα πω 
παπαγαλία , ενώ εκεί τα είχα καταλάβει και µπορούσα να τα αλλάξω και 
λίγο’.  
Ορισµένες τελικές επισηµάνσεις  
Παρουσιάσαµε την εµπλοκή µιας οµάδας µαθητών λυκείου σε ένα 
διαθεµατικό πρόγραµµα µε θέµα την Υπερβολική Γεωµετρία, η διδασκαλία 
της οποίας έγινε µέσω του µοντέλου Poincare. Για την κατανόηση του 
µοντέλου αξιοποιήσαµε τις νέες τεχνολογίες και τη µαθηµατική λογοτεχνία, 
ενώ  για να ενεργοποιήσουµε τους µαθητές σχεδιάσαµε διδασκαλίες µε 
χρήση τεχνικών Δραµατικής Τέχνης στην Εκπαίδευση (ΔΤΕ). Από την 
ανάλυση του πραγµατολογικού υλικού φάνηκε ότι η χρήση του µοντέλου 
Poincare λειτούργησε ως ένα αποτελεσµατικό διαµεσολαβητικό εργαλείο 
για την κατανόηση βασικών στοιχείων της Υπερβολικής Γεωµετρίας, ενώ οι 
τεχνικές δράµατος βοήθησαν να διαµορφωθούν νέες πρακτικές σε µια τάξη 
ενεργών µαθητών οι οποίοι συνεργάστηκαν για να αναπτύξουν µαθηµατική 
γνώση.	
  Βασικός στόχος ήταν να εµπλέξουµε µε ενεργό τρόπο τους µαθητές 
ώστε να κατανοήσουν βασικές έννοιες της Υπερβολικής Γεωµετρίας και 
παράλληλα να επαναδιαπραγµατευτούν έννοιες από  την ευκλείδεια 
γεωµετρία. Οι µαθητές µέσα από τη συνεργασία και βιωµατικές διαδικασίες 
κατάφεραν να αντιληφθούν το µοντέλο Poincare και µέσα από αυτό να 
κατανοήσουν βασικά στοιχεία της Υπερβολικής Γεωµετρίας, διευρύνοντας 
µ’ αυτόν τον τρόπο την ιδέα που είχαν διαµορφώσει για τη φύση των 
µαθηµατικών.  Όπως χαρακτηριστικά απάντησε ένας από τους µαθητές µας  
‘Όταν το βιώσεις σου µένει περισσότερο. Γιατί πρόκειται για έννοιες τις 
οποίες  δε µπορείς να τις καταλάβεις απλώς  διαβάζοντας µερικές γραµµές σ’ 
ένα βιβλίο, για παράδειγµα δε θα καταλαβαίναµε µε τίποτα, ούτε ποια είναι η 
Υπερβολική Γεωµετρία ούτε ποια είναι η Ελλειπτική Γεωµετρία αν δεν 
βλέπαµε την Ελλειπτική και την Υπερβολική Γεωµετρία στα µοντέλα. Αν 
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µέναµε µόνο στο ιστορικό σηµείωµα, απλά είναι κάποιες γραµµές µε 
ορισµούς που εξηγούν κάποια πράγµατα, δύσκολα θα καταλαβαίναµε’. 
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i 	
  Η Δραµατική Τέχνη στην Εκπαίδευση (ΔΤΕ) αποτελεί µια αυστηρά δοµηµένη 
παιδαγωγική διαδικασία η οποία χρησιµοποιεί ασκήσεις και τεχνικές της δραµατικής 
τέχνης και στην οποία η έµφαση δίνεται στη διαδικασία και όχι στο τελικό προϊόν 
(Άλκηστις 2000). 


