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ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 
 
 
 
 
1. ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 
 
 H απλούστερη συνεχής κατανοµή πιθανότητας είναι η οµοιόµορφη η οποία 
εκχωρεί ίσες (οµοιόµορφες) πιθανότητες στα στοιχειώδη δυνατά αποτελέσµατα ενός 
τυχαίου (στοχαστικού) πειράµατος µε συνεχή (µη απαριθµητό) δειγµατικό χώρο Ω. 
Συγκεκριµένα, ας θεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ ορισµένη στον Ω µε 
πεδίο τιµών το διάστηµα , όπου ] ,[ βα βα <  πραγµατικοί αριθµοί. Η οµοιόµορφη 
εκχώρηση πιθανότητας εκφράζεται από τη σχέση 

)()( 1221 xxcxXxP −=≤< , α βxx ≤<≤ 21 ,                        (1.1) 

όπου c προσδιοριστέα σταθερή. Θέτοντας αx =1 , βx =2

1
 και χρησιµοποιώντας τη 

σχέση )()( =≤≤=≤< βXαPβXαP  συµπεραίνουµε ότι 
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Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση αυτή, στην οποια η τυχαία µεταβλητή Χ είναι 
συνεχής, οπότε  για κάθε 0)( == xXP Rx∈ , η εκχώρηση πιθανότητας δεν γίνεται 
σε σηµεία αλλά σε διαστήµατα και είναι ανάλογη του µήκους των. Τούτο είναι 
ισοδύναµο µε το ότι διαστήµατα του ιδίου µήκους είναι ισοπίθανα. 
 Η συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Χ, όπως προκύπτει από τις (1.1) 
και (1.2), δίδεται από την 
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Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής και έτσι παραγωγίζοντάς την συνάγουµε τη 
συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής Χ: 
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Ορισµός 1.1. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας την 
(1.4). Η κατανοµή της τ.µ. Χ συµβολίζεται µε  και καλείται οµοιόµορφη ή 
ορθογώνια στο διάστηµα [ . Τα σηµεία α και β είναι παράµετροι της κατανοµής. 
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 Σχετικά µε τις ροπές της οµοιόµορφης κατανοµής αποδεικνύουµε το επόµενο 
θεώρηµα. 

Θεώρηµα 1.1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την οµοιόµορφη κατανοµή 
. Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από τις ) ,( βαU

2
)( βαXEµ +
== , 

12
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2
2 αβXV −

==σ .                           (1.5) 

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, είναι 
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Η διασπορά της τ.µ. Χ είναι τότε 

12
)(

4
2

3
)]([)()(

22222
222 αββαβαβαβαXEXEXVσ −

=
++

−
++

=−== . 

Παράδειγµα 1.1. Ας θεωρήσουµε ένα όργανο µέτρησης µε ακρίβεια τριών 
δεκαδικών ψηφίων. Το παρεχόµενο από το όργανο αυτό τέταρτο δεκαδικό ψηφίο 
αποτελεί στρογγύλευση προς τον πλησιέστερο ακέραιο. Τα σφάλµατα που 
προκύπτουν από τη στρογγύλευση της µέτρησης δύνανται να θεωρηθούν ότι έχουν 
την οµοιόµορφη κατανοµή U  µε , . Να υπολογισθούν 
(α) η πιθανότητα όπως το σφάλµα µέτρησης µιας ποσότητας είναι κατ’ απόλυτη τιµή 
µεγαλύτερο του  και (β) η µέση τιµή και η διασπορά του σφάλµατος 
µέτρησης. 
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 (α) Χρησιµοποιώντας την (1.3) µε α ,  παίρνουµε 2 2/10 4−=β/10 4−−=
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 (β) Σύµφωνα µε τις (1.5) έχουµε 

0)( == XEµ , σ . 12/10)( 82 −== XV
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Παράδειγµα 1.2. Έστω ότι ο σειρµός φθάνει σε συγκεκριµένο σταθµό του υπογείου 
σιδηροδρόµου κάθε 10 λεπτά, αρχίζοντας τα δροµολόγιά του στις 5 π.µ. Αν ένας 
επιβάτης φθάνει στο σταθµό σε χρόνο ο οποίος κατανέµεται οµοιόµορφα στο 
διάστηµα 7:20 ως 7:40 να υπολογισθούν οι πιθανότητες να περιµένει το σειρµό (α) το 
πολύ 4 λεπτά και (β) τουλάχιστο 7 λεπτά. 
 Έστω Χ ο χρόνος άφιξης του επιβάτη στο σταθµό, µετρούµενος σε λεπτά µε αρχή 
τη χρονική στιγµή 7:20. Τότε η τ.µ. Χ έχει την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 

 και έτσι ]20,0[
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(α) Το ενδεχόµενο Α ο επιβάτης να περιµένει το πολύ 4 λεπτά είναι ισοδύναµο µε 
το ενδεχόµενο να φθάσει στο σταθµό στο διάστηµα 7:26 ως 7:30 ή στο διάστηµα 7:36 
ως 7:40. Εποµένως 

5
2)}16()20({)}6()10({)2016()106()( =−+−=≤<+≤<= FFFFXPXPAP . 

 (β) Το ενδεχόµενο Β ο επιβάτης να περιµένει τουλάχιστο 7 λεπτά είναι ισοδύναµο 
µε το ενδεχόµενο να φθάσει στο σταθµό στο διάστηµα 7:20 ως 7:23 ή 7:30 ως 7:33. 
Εποµένως 

10
3)}10()13({)}0()3({)1310()30()( =−+−=≤<+≤<= FFFFXPXPBP . 

 
2. ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΚΑΙ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG 
 
2.1. Εκθετική κατανοµή 
 
Ορισµός 2.1. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 
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όπου . Η κατανοµή της τ.µ. Χ καλείται εκθετική µε παράµετρο θ. ∞<< θ0

 Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση (2.1) είναι µη αρνητική και 
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όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας. 
 Η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε την (2.10) του Κεφ. 2, είναι η 
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Θεώρηµα 2.1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την εκθετική κατανοµή µε συνάρ-
τηση πυκνότητας τη (2.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από τις 

θ
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Απόδειξη. Η µέση τιµή της τ.µ. Χ, σύµφωνα µε τον ορισµό, δίδεται από την 
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όπου χρησιµοποιήθηκε ο µετασχηµατισµός xθy = . Εφαρµόζοντας την ολοκλήρωση 
κατά παράγοντες το τελευταίο ολοκλήρωµα είναι 
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Εποµένως 
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 Η ιδιότητα του αµνήµονος είναι χαρακτηριστική της εκθετικής κατανοµής. Την 
ιδιότητα αυτή αποδεικύουµε στο επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την εκθετική κατανοµή µε 
συνάρτηση πυκνότητας τη (2.1). Τότε 

)()|( yXPxXyxXP >=>+> , , .                      (2.4) 0≥x 0≥y

Απόδειξη. Η δεσµευµένη πιθανότητα του ενδεχοµένου }{ yxX +>
}{ yxX

 δεδοµένου του 
ενδεχοµένου } , λαµβάνοντας υπόψη ότι { xX > }{ xX >⊆+>  και 
χρησιµοποιώντας την (2.2), είναι ίση µε 
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έπεται η (2.4). 
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Παρατήρηση 2.1. Ας θεωρήσουµε µια ανέλιξη Poisson ,  µε µέση τιµή 
 (βλ. Παρατήρηση 5.2 του Κεφ. 3) και ας παραστήσουµε µε Τ το χρόνο 

αναµονής µέχρι την πραγµατοποίηση της πρώτης επιτυχίας (εµφάνισης του 
ενδεχοµένου Α). Επειδή το ενδεχόµενο }, όπως η πρώτη επιτυχία 
πραγµατοποιηθεί µετά τη χρονική στιγµή t, είναι ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο 

, όπως ο αριθµός των επιτυχιών µέχρι τη χρονική στιγµή t είναι µηδέν, 
χρησιµοποιώντας την (5.6) του Κεφ. 3, συνάγουµε τη σχέση 
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θtXE t =)(

}0{ =tX
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και από αυτή τη συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Τ, 
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Εποµένως, σύµφωνα µε τη (2.2) ο χρόνος αναµονής Τ µέχρι την πραγµατοποίηση της 
πρώτης επιτυχίας σε µια ανέλιξη Poisson έχει εκθετική κατανοµή. Γενικότερα 
δύναται να δειχθεί ότι οι ενδιάµεσοι χρόνοι µεταξύ διαδοχικών επιτυχιών σε µια 
ανέλιξη Poisson έχουν εκθετική κατανοµή. 

Παράδειγµα 2.1. Έστω ότι η διάρκεια σε λεπτά ενός τηλεφωνήµατος, σ’ ένα δηµόσιο 
τηλεφωνικό θάλαµο, ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 10 λεπτά. 
Επίσης, έστω ότι τη στιγµή που κάποιος µπαίνει στον τηλεφωνικό αυτό θάλαµο για 
ένα τηλεφώνηµα ένας άλλος φθάνει εκεί και δεν συναντά κανένα να περιµένει. Να 
υπολογισθούν οι πιθανότητες ο δεύτερος να περιµένει (α) περισσότερο από 10 λεπτά 
(β) µεταξύ 10 και 20 λεπτών. 
 Αν Χ είναι η διάρκεια του τηλεφωνήµατος του πρώτου ατόµου, τότε 
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και οι ζητούµενες πιθανότητες είναι (α) 
3679,0)10(1)10( 1 ==−=> −eFXP , 

και (β) 
2326,01353,03679,0)10()20()2010( 21 =−=−=−=≤< −− eeFFXP . 

 
2.2. Κατανοµή Erlang 
 
Ορισµός 2.2. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 
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όπου ν θετικός ακέραιος και ∞<< θ0 . Η κατανοµή της τ.µ. Χ καλείται κατανοµή 
Erlang µε παραµέτρους ν και θ. 

 Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση (2.6) είναι µη αρνητική και επειδή 
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συµπεραίνουµε ότι 
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όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας. 

 Το ολοκλήρωµα ,  δύναται να υπολογισθεί, εφαρµόζοντας την 
ολοκλήρωση κατά παράγοντες, ως εξής: 
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Εφαρµόζοντας διαδοχικά την αναγωγική αυτή σχέση και επειδή 

1
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συνάγουµε τη (2.7). 

Θεώρηµα 2.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την κατανοµή Erlang µε συνάρτηση 
πυκνότητας τη (2.6). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από τις 
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Απόδειξη. Η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Χ, δίδεται από την 
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και χρησιµοποιώντας την (2.7) συνάγουµε την 

θ
ν

νθ
νXE =
−

=
)!1(

!)( . 

Οµοίως 

∫∫ ∫
∞

−+
∞

∞−

∞
−+

−
=

−
==

0

1
2

0

122

)!1(
1

)!1(
)()( dyey

νθ
dxex

ν
θdxxfxXE yx νθν
ν

 

και 

22
2 )1(

)!1(
)!1()(

θ
νν

νθ
νXE +

=
−
+

= . 

Εποµένως η διασπορά της τ.µ. Χ είναι 

22

2

2
222 )1()]([)()(

θ
ν

θ
ν

θ
ννXEXEXVσ =−

+
=−== . 



 87

Παρατήρηση 2.2. Ας θεωρήσουµε µια ανέλιξη Poisson ,  µε µέση τιµή 
 (βλ. παρατήρηση 5.2 του Κεφ. 3) και ας παραστήσουµε µε  το χρόνο 

αναµονής µέχρι την πραγµατοποίηση της ν-οστής επιτυχίας (εµφάνισης του 
ενδεχοµένου Α). Επειδή το ενδεχόµενο } , όπως η ν-οστή επιτυχία 
πραγµατοποιηθεί µετά τη χρονική στιγµή t είναι ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο 

, όπως ο αριθµός των επιτυχιών µέχρι τη χρονική στιγµή t είναι µικρότερος 
του ν, χρησιµοποιώντας την (5.6) του Κεφ. 3, συνάγουµε τη σχέση 
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και εποµένως η συνάρτηση πυκνότητας της τ.µ.  είναι η νT
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Η κατανοµή αυτή µελετήθηκε από το ∆ανό µαθηµατικό A. K. Erlang (1878-1929). 
Σηµειώνουµε ότι η σχέση (2.10), επειδή 
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συνεπάγεται τη χρήσιµη στις εφαρµογές σχέση 
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Παράδειγµα 2.2. Η ηµερήσια κατανάλωση ηλεκτρικής ενέργειας σε εκατοµύρια 
κιλοβατόρες σε µια πόλη είναι µια τυχαία µεταβλητή Χ η οποία ακολουθεί την 
κατανοµή Erlang µε µέση τιµή 10)( =XE  εκατοµύρια κιλοβατόρες και διασπορά 

 εκατοµύρια κιλοβατόρες. Η µέγιστη ποσότητα ενέργειας που µπορεί να 
δοθεί στην πόλη σε µια µέρα είναι 15 εκατοµύρια κιλοβατόρες. Να υπολογισθεί η 
πιθανότητα να µη ικανοποιηθούν οι ηµερήσιες ανάγκες της πόλης σε ηλεκτρική 
ενέργεια. 

5)( =XV

Η τυχαία µεταβλητή Χ έχει συνάρτηση πυκνότητας 
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όπου ν θετικός ακέραιος και ∞<< θ0 . Η µέση τιµή και διασπορά της Χ, σύµφωνα 
µε τις (2.9) είναι 

θ
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και επειδή 10)( =XE , V , παίρνουµε 5)( =X

4=ν , 5/2=θ . 
Εποµένως 
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και η πιθανότητα να µη ικανοποιηθούν οι ηµερήσιες ανάγκες της πόλης σε ηλεκτρική 
ενέργεια δίδεται από την 
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4

!3
)5/2()15( dxexXP x . 

Χρησιµοποιώντας τη (2.11) και τον Πίνακα 2 της συνάρτησης πιθανότητας της 
κατανοµής  παίρνουµε 

1422,0
!

6)15(
3

0

6 ==> ∑
=

−

κ

κ

κ
eXP . 

Παράδειγµα 2.3. Έστω ότι ο αριθµός των τραυµατιών σε αυτοκινητιστικά 
δυστυχήµατα µε σοβαρά κατάγµατα που εισάγονται σε νοσοκοµεία των Αθηνών 
ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε µέση τιµή 8 άτοµα ανά ηµέρα. Να υπολογισθούν 
(α) η πιθανότητα όπως ο χρόνος αναµονής µέχρι την άφιξη του τρίτου τραυµατία, 
µετρούµενος από την αρχή της ηµέρας, είναι τουλάχιστο 12 ώρες και (β) ο µέσος 
χρόνος αναµονής µέχρι την άφιξη του τρίτου τραυµατία. 
 (α) Ο αριθµός  των τραυµατιών σε χρονικό διάστηµα t ωρών ακολουθεί την 
κατανοµή Poisson µε µέση τιµή 

tX
θtXE t =)( , όπου 3/124/8 ==θ . Ο χρόνος 

αναµονής T  ακολουθεί την κατανοµή Erlang µε συνάρτηση κατανοµής 3

∑
=

−−=
2

0

3/

!
)3/(1)(

κ

κ
t

κ
tetF . 

Εποµένως 

∑
=

−−=−=>
2

0

4
3 !

41)12(1)12(
κ

κ

κ
eFTP  

και χρησιµοποιώντας τον Πίνακα 2 της συνάρτησης πιθανότητας της κατανοµής 
Poisson παίρνουµε 

7619,0)1465,00733,00183,0(1)12( 3 =++−=>TP . 

 (β) Η µέση τιµή της T , σύµφωνα µε την πρώτη από τις (2.9), είναι 3

93)( 3 ==
θ

TE . 

 
3. ΚANONIKH KATANOMH 
 
 Η σηµαντικότερη κατανοµή πιθανότητας τόσο από θεωρητική άποψη όσο και από 
άποψη εφαρµογών είναι η κανονική κατανοµή. Η κατανοµή αυτή χρησιµοποιήθηκε 
αρχικά από τους De Moivre και Laplace για την προσέγγιση της διωνυµικής 
κατανοµής για µεγάλο ν. Ο Gauss, ο οποίος διατύπωσε τη θεωρία των σφαλµάτων, 
χρησιµοποίησε την κανονική κατανοµή ως προσεγγιστική της κατανοµής των 
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τυχαίων σφαλµάτων. Η ονοµασία κανονική είναι σχετικά πρόσφατη και οφείλεται 
στον Karl Pearson. 

Ορισµός 3.1. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή X µε συνάρτηση πυκνότητας 

,
2

1)(
2

2
1







 −

−

= σ
µx

e
πσ

xf  ∞<<∞− x ,                              (3.1) 

όπου ∞<<∞− µ  και ∞<< σ0  είναι παράµετροι. Η κατανοµή της τυχαίας 
µεταβλητής Χ συµβολίζεται µε  και καλείται κανονική κατανοµή µε 
παραµέτρους 

),( 2σµN
µ  και . 2σ

Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση (3.1) είναι µη αρνητική και χρησιµοποιώντας 
διαδοχικά τους µετασχηµατισµούς σµxz /)( −=  και 2/zu =  και το ολοκλήρωµα 
του Euler, 

∫
∞

∞−

− =
2

2 πdue u , 

συµπεραίνουµε ότι 

12
2
1

2
1)(

0

2/2
1 22

2

∫∫∫∫
∞

−
∞

∞−

−
∞

∞−







 −

−∞

∞−

==== due
π

dze
π

dxe
πσ

dxxf uzσ
µx

, 

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας. 

Παρατήρηση 5.1. Η εξέχουσα θέση την οποία κατέχει η κανονική κατανοµή στη 
Θεωρία Πιθανοτήτων και Στατιστική οφείλεται και στη µεγάλη ποικιλία των 
εφαρµογών της. Συγκεκριµένα, τα τυχαία σφάλµατα που εµφανίζονται σε διάφορες 
µετρήσεις έχουν κανονική κατανοµή. Για το λόγο αυτό, η κανονική κατανοµή 
αναφέρεται πολλές φορές και ως κατανοµή σφαλµάτων. Επίσης, πολλές κατανοµές 
τόσο διακριτές όσο και συνεχείς µπορούν κάτω από ορισµένες συνθήκες να 
προσεγγισθούν από την κανονική κατανοµή. Το άθροισµα και ο µέσος όρος µεγάλου 
αριθµού παρατηρήσεων ακολουθεί κατά προσέγγιση κανονική κατανοµή ανεξάρτητα 
από το ποιά κατανοµή ακολουθούν οι αρχικές παρατηρήσεις. Ακόµη, πολλά πλη-
θυσµιακά χαρακτηριστικά (π.χ. ύψος, βάρος, βαθµολογία σε τεστ κλπ) ακολουθούν 
(περιγράφονται ικανοποιητικά από) την κανονική κατανοµή 

Η µέση τιµή και η διασπορά της κανονικής κατανοµής συνάγονται στο ακόλουθο 
θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την κανονική κατανοµή µε 
συνάρτηση πυκνότητας την (3.1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίδονται από 
τις 

µXE =)( , V .                                         (3.2) 2)( σX =

Απόδειξη. Η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Χ δίδεται από την 

∫
∞

∞−







 −

−
= dxxe

πσ
XE σ

µx 2

2
1 

2
1)( . 

Θέτοντας , οπότε σµxz /)( −= σzµx += , παίρνουµε 
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[ ] µe
π

σµdzze
π

σdze
π

µXE zzz =+=+=
∞

∞−
−

∞

∞−

−
∞

∞−

− ∫∫ 2/2/2/ 222

2
1

2
1

2
1)( . 

Η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής Χ δίδεται από την 

∫
∞

∞−







 −

−
−= dxeµx

πσ
XV σ

µx 2

2
1 

2)(
2

1)( . 

Θέτοντας  και ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες παίρνουµε σµxz /)( −=

∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

− −== 2/22/22 22

2
1

2
1)( zz zde

π
σdzez

π
σXV  

            [ ] ∫
∞

∞−

−∞

∞−
− =+ 22/22/2 22

2
1

2
1 σdze

π
σze

π
σ zz= , 

και έτσι συµπληρώνεται η απόδειξη του θεωρήµατος. 

 Το διάγραµµα της συνάρτησης πυκνότητας , )(xf ∞<<∞− x  της κανονικής 
κατανοµής είναι κωδωνοειδούς µορφής. Η παράµετρος µ προσδιορίζει τη θέση της 
καµπύλης ως προς τον άξονα των x και η παράµετρος σ το οξύ ή πεπλατισµένο του 
σχήµατός της. Συγκεκριµένα, όσο πιο µικρό είναι το σ τόσο πιο οξεία είναι η 
καµπύλη και όσο πιο µεγάλο είναι το σ τόσο πιο πεπλατισµένη είναι αυτή (βλέπε 
Σχήµα 3.1). 

 

Σχήµα 3.1. Η συνάρτηση πυκνότητας )  της κανονικής κατανοµής (xf

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η ειδική περίπτωση κανονικής κατανοµής µε 
µέση τιµή 0  και διασπορά 1. Σχετικά σηµειώνουµε ότι η τυποποιηµένη 
τυχαία µεταβλητή  έχει συνάρτηση πυκνότητας (βλέπε Παράδειγµα 
3.1 του Κεφαλαίου 3) 

=µ 2

µXZ /)( −=
=σ

σ

2/2

2
1)( ze
π

zφ −= , ∞<<∞− z . 

Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Ζ, η οποία είναι ) , καλείται τυποποιηµένη 
κανονική κατανοµή. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας της 
τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής δίδεται στο Σχήµα 3.2. Η χρησιµότητα της 

1 ,0(N
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τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής οφείλεται στην πινακοποίηση της κατανοµής 
της 

∫
∞−

−=
z

t dte
π

zΦ 2/2

2
1)( , ∞<<∞− z . 

Ο συνήθης πίνακας της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής δίδει της τιµές )Φ  για 
z από 0 µέχρι 3 µε βήµα 0,01. Για τον προσδιορισµό των τιµών της )  για z από 

 µέχρι 0 χρησιµοποιείται η ακόλουθη ιδιότητα της τυποποιηµένης κακονικής 
κατανοµής. 

(z
(zΦ

3−

 
Σχήµα 3.1. Η συνάρτηση πυκνότητας της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής 

Θεώρηµα 3.2. Η συνάρτηση κατανοµής της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής 
, , ικανοποιεί τη σχέση )(zΦ ∞<<∞− z

1)()( =−+ zΦzΦ , ∞<<∞− z . 

Απόδειξη. Η συνάρτηση Φ  )( z−

∫
−

∞−

−=−
z

t dte
π

zΦ
 

2/2

2
1)( , 

χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό t u−= , παίρνει τη µορφή 

∫∫
∞

−
−

∞−

− ==−
z

u
z

t due
π

dte
π

zΦ 2/
 

2/ 22

2
1

2
1)( . 

Εποµένως 

1
2
1

2
1

2
1)()( 2/2/2/ 222

==+=−+ ∫∫∫
∞

∞−

−
∞

−

∞−

− dte
π

due
π

dte
π

zΦzΦ t

z

u
z

t . 

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Η προσέγγιση της συνάρτησης πιθανότητας της διωνυµικής κατανοµής για µεγάλο 
ν (θεωρητικά ) από τη συνάρτηση πυκνότητας της κανονικής κατανοµής, η 
οποία αποδείχθηκε αρχικά για 2

∞→ν
/1=p  από τον De Moivre το 1733 και για οποιο-

δήποτε p  από τον Laplace το 1812, δίδεται χωρίς απόδειξη στο επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.3. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε 
συνάρτηση πιθανότητας 



 92

xνxqp
x
ν

xf −








=)( , νx ...,,1,0= , 

όπου  και . Τότε για µεγάλο ν (θεωρητικά ) ισχύει η 
προσέγγιση 

pq −= 1 10 << p ∞→ν

2

2
1

2
1)(










 −
−

≅ νpq
νpx

e
πνpq

xf , ∞<<∞− x . 

Χρήσιµο στις εφαρµογές είναι το ακόλουθο πόρισµα. 

Πόρισµα 3.1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε 
παραµέτρους ν και p. Τότε για µεγάλο ν (θεωρητικά ∞→ν ) ισχύει η προσέγγιση 










 −
−









 −
≅≤≤

νpq
νpαΦ

νpq
νpβΦβXαP )( , βα < . 

Παρατήρηση 3.1. ∆ιόρθωση συνέχειας. Η προσέγγιση της διωνυµικής κατανοµής 
από την κανονική κατανοµή δεν είναι ικανοποιητική όταν το ν δεν είναι αρκετά 
µεγάλο. Γενικά, στις περιπτώσεις προσέγγισης µιας διακριτής κατανοµής απο µια 
συνεχή έχει αποδειχθεί ότι οι προσεγγίσεις βελτιώνονται σηµαντικά µε τη χρησιµο-
ποίηση της διόρθωσης συνέχειας. Σύµφωνα µε αυτή η πιθανότητα , 

 προσεγγίζεται από την πιθανότητα 
)()( xXPxf ==

)2/1...,1,0=x 2/1( +≤≤− xXxP  και έτσι στην 
περίπτωση κανονικής προσέγγισης 










 −−
−









 +−
≅=

νpq
/νpxΦ

νpq
/νpxΦxXP 2121)( . 

Γενικότερα 










 −−
−









 +−
≅≤≤

νpq
/νpαΦ

νpq
/νpβΦβ)XP(α 2121 , α β≤ . 

Παράδειγµα 3.1. Ας υποθέσουµε ότι η διάρκεια κύησης X µιας γυναίκας ακολουθεί 
την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 270=µ  ηµέρες και τυπική απόκλιση  
ηµέρες. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως η διάρκεια κύησης παιδιού είναι 
µικρότερη από επτά µήνες. 

30=σ

 Εισάγοντας την τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή σµXZ /)( −= , όπου  
και , συνάγουµε για τη ζητουµένη πιθανότητα την έκφραση 

270=µ
30=σ

)2(1)2()2(
30

270210
30

270)210( ΦΦZPXPXP −=−=−<=





 −

<
−

=< . 

Από τον πίνακα της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής έχουµε  και 
έτσι 

9772,0)2( =Φ

%20228,09772,01)210( ≅=−=<XP . 

Παράδειγµα 3.2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί την κανονική κατανοµή 
. Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως η Χ απέχει από το µέσο µ το πολύ κ 

τυπικές αποκλίσεις , για . 
),( σµN 2

σ 3 ,2 ,1=κ
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 Εισάγοντας την τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή σµXZ /)( −=  συνάγουµε για 
τη ζητουµένη πιθανότητα την έκφραση 

1)(2)()()()|(|)(| −=−−=≤≤−=≤=≤− κΦκΦκΦκZκPκZPκσµ|XP . 

Από τον πίνακα της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής έχουµε , 
, Φ  και έτσι 

8413,0)1( =Φ
9772,0)2( =Φ 9987,0)3( =

%686826,0)(|)( ≅=≤−=+≤≤− σµ|XPσµXσµP , 

%959544,0)2(|)22( ≅=≤−=+≤≤− σµ|XPσµXσµP , 

%7,999974,0)3(|)33( ≅=≤−=+≤≤− σµ|XPσµXσµP . 

Συµπερασµατικά, το 68% περίπου των τιµών ενός κανονικού πληθυσµού βρίσκονται 
σε απόσταση το πολύ µιας τυπικής απόκλισης, το 95% περίπου σε απόσταση δύο 
τυπικών αποκλίσεων και το 99.7% περίπου σε απόσταση τριών αποκλίσεων από το 
µέσο του πληθυσµού. 

Παράδειγµα 3.3. Ας θεωρήσουµε ότι ο χρόνος εµφάνισης X ενός φωτογραφικού φιλµ 
ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 30=µ  λεπτά και τυπική απόκλιση 

 λεπτά. Να υπολογισθούν (α) η πιθανότητα όπως ο χρόνος εµφάνισης ενός 
φιλµ µη υπερβεί τα 28 λεπτά και (β) η πιθανότητα όπως σε τουλάχιστον 2 από 10 
φιλµ ο χρόνος εµφάνισης µη υπερβεί τα 28 λεπτά. 

2,1=σ

(α) Εισάγοντας την τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή σµXZ /)( −= , όπου  
και 2 , η πιθανότητα όπως ο χρόνος εµφάνισης ενός φιλµ µη υπερβεί τα 28 
λεπτά ισούται µε 

30=µ
,1=σ

%50475,0)67,1(1)67,1(
2,1
3028

2,1
30)28( ≅=−=−≤=







 −
≤

−
=≤ ΦZPXPXP  

(β) Ο αριθµός Υ των φιλµ µε χρόνο εµφάνισης το πολύ 28 λεπτών ακολουθεί τη 
διωνυµική κατανοµή µε αριθµό δοκιµών 10=ν  και πιθανότητα επιτυχίας 

, οπότε 05,0)28( =≤= XPp

yy

y
yYP −









== 10)95,0()05,0(

10
)( , 10...,,1,0=y . 

Εποµένως η πιθανότητα όπως σε τουλάχιστον 2 από 10 φιλµ ο χρόνος εµφάνισης µη 
υπερβεί τα 28 λεπτά είναι 

                  ==−=−=<−=≥ )1()0(1)2(1)2( YPYPYPYP  

                                . 086,0)95,0()05,0(
1

10
)95,0()05,0(

0
10

1 91100 =







−








−=

Παράδειγµα 3.4. Έστω ότι ένα δείγµα ν ατόµων εκλέγεται τυχαία από ένα πληθυσµό 
για την εκτίµηση του ποσοστού p των ατόµων του πληθυσµού που πάσχουν από µια 
συγκεκριµένη ασθένεια. (α) Να υπολογισθεί το µέγεθος ν του δείγµατος έτσι ώστε το 
ποσοστό των ατόµων στο δείγµα που πάσχουν από την ασθένεια να διαφέρει από το 
πραγµατικό ποσοστό p κατ’ απόλυτη τιµή λιγότερο από 1% µε πιθανότητα 
τουλάχιστον 95%. (β) Αν είναι γνωστό ότι  (δηλαδή ότι πρόκειται περί 
σπάνιας ασθένειας) ποιό πρέπει να είναι το µέγεθος ν του δείγµατος; 

03,0≤p
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 (α) Αν Χ είναι ο αριθµός των ατόµων του δείγµατος που πάσχουν από την 
ασθένεια, τότε η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε 
παραµέτρους ν και p. Το ποσοστό των ατόµων του δείγµατος που πάσχουν από την 
ασθένεια είναι ίσο µε , οπότε το ζητούµενο µπορεί να διατυπωθεί ως εξής νX /

95,001,0 ≥







≤− p

ν
XP . 

Χρησιµοποιώντας την προσέγγιση της διωνυµικής κατανοµής από την κανονική 
κατανοµή το αριστερό µέλος της συνθήκης µετασχηµατίζεται στο 
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XPp
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XP 
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≤
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pqν
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pqν
pνX

pqν
ν,P 010010  
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νpq
ν,Φ

pq
ν,Φ 010010

≅ 10102 −









=

pq
ν,Φ  

και η συνθήκη παίρνει τη µορφή 

95,010102 ≥−










pq
ν,Φ  

ή ισοδύναµα 

975,001,0
≥











pq
νΦ . 

Από τον Πίνακα 3 της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής έχουµε 975,0)96,1( =Φ  
και οπότε 

96,101.0
≥

pq
ν  

και εποµένως 

)1(38416 qpν −≥ . 

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση  µεγιστοποιείται για 
, οπότε  

2)1()( pppppg −=−=
5,0=p

25,0)5,01(5,0)1( =−≤− pp  

και έτσι το απαιτούµενο µέγεθος του δείγµατος είναι 

960425,038416 ≅⋅≥ν . 

(β) Αν είναι γνωστό ότι , τότε 03,0≤p

0021,0)03,01(03,0)1( =−≤− pp  

και έτσι το απαιτούµενο µέγεθος του δείγµατος είναι 

810021,038416 ≅⋅≥ν . 
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6. ΑΣΚΗΣΕΙΣ  
 

1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 
. Αν ],[ βα 1)( =XE

(YE

 και 3V , (α) να υπολογισθούν οι σταθερές α και β, (β) να 
προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής |  και (γ) να 
βρεθούν οι )  και V . 

)( =X

)Y
| XY =

(

2. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 
. ∆είξετε ότι η συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής ]1 ,0[

Xθ
Y

−
=

1
1log1  

δίδεται από την 





∞<≤−

<<∞−
=

− .0 ,1
0,0

)(
ye
y

yF yθY  

και συµπεράνετε ότι ακολουθεί την εκθετική κατανοµή. 

3. (Συνέχεια). Έστω , όπου )(XhZ = zxh =)(  για 1 , , 
µε 1 . ∆είξετε ότι η τυχαία µεταβλητή Ζ ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή 
µε συνάρτηση πιθανότητας 

11 +−≤<− zz qxq ,...1 ,0=z
0 << q

z
Z pqzf =)( , ,...1 ,0=z , 

όπου  qp −= 1 .

4. Έστω  ο αριθµός των θανάτων σε νοσοκοµείο των Αθηνών από µια σπάνια 
ασθένεια σε χρονικό διάστηµα t ωρών. Αν σε συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα  
συνέβη ένας θάνατος, δείξετε ότι η χρονική στιγµή Τ του θανάτου ακολουθεί την 
οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [ . 

tX
]

]

,0[ s

,0 s

5. Ο χρόνος ζωής Χ σε ώρες µιας ορισµένης ηλεκτρονικής λυχνίας ακολουθεί την 
εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 1000)( =XE  ώρες. Το εργοστάσιο που κατασκευ-
άζει τις λυχνίες δίδει εγγύηση α ωρών στους πελάτες του. Να υπολογισθεί το α έτσι 
ώστε µε πιθανότητα τουλάχιστο 0,95 οι λυχνίες να επιζούν του χρόνου εγγύησης. 

6. Ο χρόνος ζωής Χ του ιού της γρίππης µέσα στον οργανισµό ενός ατόµου 
ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 3 µέρες. Να υπολογισθούν (α) η 
πιθανότητα όπως ένα άτοµο που προσβλήθηκε από τον ιό γίνει καλά στο χρονικό 
διάστηµα από 2 µέχρι 4 µέρες και (β) η δεσµευµένη πιθανότητα όπως ένα άτοµο που 
προσβλήθηκε από τον ιό γίνει καλά σε λιγότερο από 5 συνολικά µέρες δεδοµένου ότι 
έχει 2 µέρες άρρωστος. (γ) Επίσης να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως 3 τουλάχιστο 
από 10 άτοµα που προσβλήθηκαν από τον ιό γίνουν καλά στο χρονικό διάστηµα από 
2 µέχρι 4 µέρες. 

7. Έστω ότι η ποσότητα Χ σε χιλιάδες λίτρα που πωλεί ένα πρατήριο βενζίνης σε 
µια µέρα πέραν των χιλίων λίτρων ακολουθεί την κατανοµή Erlang µε µέση τιµή 5 
χιλιάδες λίτρα και τυπική απόκλιση 2,5 χιλιάδες λίτρα. Αν οι δεξαµενές του 
πρατηρίου µια συγκεκριµένη µέρα έχουν 8 χιλιάδες λίτρα να υπολογισθούν η 
πιθανότητα το πρατήριο να µη µπορέσει να ανταποκριθεί στη ζήτηση. 
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8. Το βάρος των νεογέννητων παιδιών σε µια συγκεκριµένη χώρα ακολουθεί την 
κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 3,400 κιλά για τα αγόρια και 3,350 κιλά για τα 
κορίτσια και τυπική απόκλιση 0,400 κιλά για τα αγόρια και 0,350 κιλά για τα 
κορίτσια. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) ένα νεογέννητο αγόρι να έχει βάρος 
µεγαλύτερο των 4,000 κιλών και (β) ένα νεογέννητο κορίτσι να έχει βάρος 
µεγαλύτερο των 3,000 κιλών και µικρότερο των 3,700 κιλών. 

9. Το ύψος X των ανδρών ενός πληθυσµού ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε 
µέση τιµή 175 εκατοστόµετρα και τυπική απόκλιση 5 εκατοστόµετρα. Να υπολο-
γισθούν τα ποσοστά του πληθυσµού των ανδρών µε ύψος (α) µεγαλύτερο των 175, 
(β) µεγαλύτερο των 180 και (γ) µεταξύ των 170 και των 180. Να υπολογισθούν οι 
πιθανότητες όπως σε τυχαίο δείγµα 6 ανδρών (δ) όλοι είναι ύψους άνω των 180 και 
(ε) οι δύο είναι υψηλότεροι του µέσου και τέσσερεις χαµηλότεροι του µέσου. 

10. Μία αυτόµατη µηχανή κατασκευάζει βίδες των οποίων το µήκος σε 
χιλιοστόµετρα ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 40 και τυπική 
απόκλιση 1. Αν το µήκος µιας βίδας είναι εκτός του διαστήµατος ] , η βίδα 
θεωρείται ελαττωµατική. Να υπολογισθούν (α) το ποσοστό των ελαττωµατικών 
βίδων που παράγει η µηχανή, (β) η πιθανότητα όπως σε µια τυχαία επιλογή 5 βίδων 
µια το πολύ είναι ελαττωµατική και (γ) η πιθανότητα όπως σε µια τυχαία επιλογή 100 
βίδων 20 το πολύ είναι ελαττωµατικές. 

40 ,39[

11. Έστω ότι η αντοχή Χ ενός υφάσµατος (χιλιόγραµµα δύναµης) ακολουθεί την 
κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 50 και διασπορά 4. Ένα τόπι 25 µέτρων του 
υφάσµατος µε  αποφέρει κέρδος 25 ευρώ. Αν 47>X 47≤X  το ύφασµα πωλείται 
ως δεύτερης διαλογής και αποφέρει κέρδος 15 ευρώ. Να υπολογισθεί το αναµε-
νόµενο κέρδος ανά τόπι. 

12. (α) Αν X είναι µια κανονική τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή µ και διασπορά 
 και c ένας πραγµατικός αριθµός τέτοιος ώστε 2σ

)(2)( cXPcXP ≤=> , 
να δειχθεί ότι 

µσc =+ 43,0  
(β) Αν οι τιµές του σιδήρου στο αίµα των ανδρών ενός πληθυσµού ακολουθούν την 
κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 110 mg/dl και διασπορά 25 mg/dl να βρεθεί η τιµή 
c του σιδήρου για την οποία το ποσοστό ανδρών που την υπερβαίνει είναι διπλάσιο 
του ποσοστού που δεν την υπερβαίνει. 

13. (α) Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως σε 40 ρίψεις ενός συνήθους 
νοµίσµατος εµφανιστούν 20 κεφαλές χρησιµοποιώντας κανονική προσέγγιση µε 
διόρθωση συνέχειας. (β) Ποιά είναι η ακριβής τιµή της πιθανότητας αυτής; 

14. Σε µια δίκη που αφορούσε την πατρότητα ενός παιδιού ο κατηγορούµενος 
µπόρεσε να αποδείξει ότι βρισκόταν εκτός της χώρας για το χρονικό διάστηµα που 
άρχιζε 295 µέρες πριν τη γέννηση του παιδιού και τελείωνε 240 ηµέρες πριν τη 
γέννηση. Αν υποθέσουµε ότι η διάρκεια κύησης ακολουθεί κανονική κατανοµή µε 
µέση τιµή 9 µήνες και τυπική απόκλιση 10 ηµέρες, ποιά είναι η πιθανότητα ο 
κατηγορούµενος να είναι πράγµατι ο πατέρας του παιδιού; 

15. Η τιµή Χ της χοληστερόλης στο αίµα των ατόµων ενός συγκεκριµένου 
πληθυσµού ακολουθεί κατά προσέγγιση την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 250 
και τυπική απόκλιση 50. (α) Να υπολογισθεί το ποσοστό των ατόµων του πληθυσµού 



 97

των οποίων η τιµή χοληστερίνης είναι µεταξύ 200 και 260. (β) Να βρεθεί η τιµή της 
χοληστερόλης c τέτοια ώστε στο 10% των ατόµων του πληθυσµού η χοληστερόλη 
υπερβαίνει το c. 

16. Έστω ότι ένα δείγµα ν ατόµων εκλέγεται τυχαία από ένα πληθυσµό για την 
εκτίµηση του ποσοστού p των καπνιστών. (α) Να υπολογισθεί το ν ώστε το ποσοστό 
των καπνιστών στο δείγµα να διαφέρει από το πραγµατικό ποσοστό p κατ’ απόλυτη 
τιµή λιγότερο του 0,05 µε πιθανότητα τουλάχιστον 0,99. (β) Αν είναι γνωστό ότι το 
πραγµατικό ποσοστό των καπνιστών είναι 3,0≤p , ποιό πρέπει να είναι το µέγεθος ν 
του δείγµατος; 

17. Έστω ότι η απόκλιση Χ της βολής ενός σκοπευτή από το κέντρο στόχου είναι 
µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 

)1(2)( xxf −= , 0 1≤≤ x . 

Ο σκοπευτής κερδίζει το στοίχηµα αν η απόκλιση της βολής από το κέντρο του 
στόχου δεν είναι µεγαλύτερη από το  Να υπολογισθεί ο αριθµός ν των βολών 
που απαιτούνται έτσι ώστε η πιθανότητα να κερδίσει ο σκοπευτής το στοίχηµα να 
είναι τουλάχιστο 0,98. 
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