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1. ΤΥΧΑΙΑ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 
 
 Τα δειγµατικά σηµεία (στοιχειώδη ενδεχόµενα) ενός δειγµατικού χώρου 
στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή φαινοµένου) δύνανται να είναι αριθµοί, όπως 
για παράδειγµα στην περίπτωση που εκφράζουν ποσοτικό χαρακτηριστικό του 
στοχαστικού πειράµατος, ή συµβολικές εκφράσεις µε γράµµατα του αλφαβήτου, 
όπως για παράδειγµα στην περίπτωση που περιγράφουν ποιοτικό χαρακτηριστικό του 
στοχαστικού πειράµατος. Οι περιπτώσεις αυτές αντιµετωπίζονται ενιαία µε την 
αντιστοίχηση σε κάθε δειγµατικό σηµείο ενός πραγµατικού αριθµού. Επιπλέον, σε 
ένα στοχαστικό (τυχαίο) πείραµα (ή φαινόµενο) το ενδιαφέρον και από πρακτική 
άποψη εστιάζεται στην πραγµατοποίηση ή µη αριθµητικών µεγεθών τα οποία 
αντιστοιχούν σε δειγµατικά σηµεία. Σχετικά θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.1. Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος ενός στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος. 
Μια πραγµατική συνάρτηση Χ που ορίζεται στο δειγµατικό χώρο Ω καλείται τυχαία 
µεταβλητή (τ.µ.). Η συνάρτηση αυτή αντιστοιχεί σε κάθε δειγµατικό σηµείο  έναν 
πραγµατικό αριθµό . 

Ωω∈
)(ωXx =

 Σηµειώνουµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές συµβολίζονται µε τα κεφαλαία γράµµατα 
χωρίς δείκτες  ή µε δείκτες  και οι τιµές τους µε τα 
αντίστοιχα µικρά γράµµατα 

WZYX ,,, κXXX ...,,, 21

wzyx ,,,  ή . κxx ...,,2x ,1

RR ⊆ Το σύνολο X  των τιµών της τυχαίας µεταβλητής Χ αποτελεί το νέο δειγµα-
τικό χώρο του στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή φαινοµένου). Το διάστηµα 

 είναι βασικό ενδεχόµενο στο νέο αυτόν δειγµατικό χώρο. Οποιοδήποτε άλλο 
ενδεχόµενο 

],( x−∞

XR⊆B  δύναται να εκφρασθεί συναρτήσει του διαστήµατος αυτού. 
Είναι εποµένως χρήσιµη η εισαγωγή της ακόλουθης συνάρτησης. 

Ορισµός 1.2. Η συνάρτηση 

}))(:({)()( xωXΩωPxXPxF ≤∈=≤= , ∞<<∞− x  

καλείται συνάρτηση κατανοµής (σ.κ.) ή αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (α.σ.κ.) της 
τ.µ. Χ. 

 Στις περιπτώσεις που υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. 
Χ συµβολίζεται µε XF  και η τιµή της στο x µε )(xFX . 

Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση κατανοµής, ως πιθανότητα, λαµβάνει τιµές στο 
διάστηµα [ : ]1,0

1)(0 ≤≤ xF , ∞<<∞− x . 
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Επίσης είναι αύξουσα συνάρτηση, 

)()( 21 xFxF ≤ , ∞<<<∞− 21 xx , 

εφ’ όσον { })(:{})(: 21 xωXΩωxωXΩω ≤∈⊆≤∈  και 

0)(lim)( =≡−∞
−∞→

xFF
x

, 1)(lim)( =≡+∞
+∞→

xFF
x

, 

εφ’ όσον ∅=≤∈
−∞→

})(:{lim xωXΩω
x

, ΩxωXΩω
x

=≤∈
+∞→

})(:{lim . 

 Η πιθανότητα όπως µια τυχαία µεταβλητή βρίσκεται σε συγκεκριµένο διάστηµα 
των πραγµατικών αριθµών δύναται να εκφρασθεί συναρτήσει της συνάρτησης 
κατανοµής της. Σχετικά αποδεικνύουµε το ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 1.1. Έστω F η συνάρτηση κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής Χ. Τότε 

)()()( αFβFβXαP −=≤<                                       (1.2) 

για κάθε πραγµατικούς αριθµούς α και β µε α β< . 

Απόδειξη. Το ενδεχόµενο }{ : βXαΩω ≤<∈  δύναται να εκφρασθεί ως διαφορά δύο 
ενδεχοµένων ως εξής: 

})(:{})(:{}:{ αωXΩωβωXΩωβXαΩω ≤∈−≤∈=≤<∈  

µε })(:{})(:{ βωXΩωαωXΩω ≤∈⊆≤∈ , εφ’ όσον βα < . Εποµένως, χρησιµο-
ποιώντας την (6.5) του Κεφ. 1, συνάγουµε, σύµφωνα µε τη (2.1), τη σχέση (2.2). 

Παράδειγµα 1.1. Ας θεωρήσουµε δύο διαδοχικές ρίψεις ενός συνήθους νοµίσµατος. 
Ένας κατάλληλος δειγµατικός χώρος για τη µελέτη του τυχαίου αυτού πειράµατος 
είναι το σύνολο 

)},(),,(),,(),,{( κκγκκγγγΩ = , 

όπου σηµειώνεται µε κ η όψη κεφαλή και µε γ η όψη γράµµατα. Η συνάρτηση 









=
∈
=

=
),(,2

)},(),,{(,1
),(,0

)(
γγω

γκκγω
κκω

ωX  

η οποία ορίζεται στο δειγµατικό χώρο Ω και παίρνει τιµές στο σύνολο 

}2,1,0{=XR  

είναι τυχαία µεταβλητή και εκφράζει τον αριθµό εµφανίσεων της όψης γράµµατα. 
 Η συνάρτηση κατανοµής F της τ.µ. Χ υπολογίζεται ως εξής: Παρατηρούµε ότι 
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})(:{  

και σύµφωνα µε τον ορισµό 1.2, 
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Η γραφική παράσταση της )  δίδεται στο Σχήµα 1.1. Παρατηρούµε ότι αυτή 
είναι σκαλωτή συνάρτηση µε άλµατα στα σηµεία 2

(xF
,1,0=x  µεγέθους 1/4, 1/2, 1/4 

αντίστοιχα. 
 

        0         1        2        3        4          x 

F(x) 
 
   1 
 
3/4 
 
1/2 
 

1/4 

 
Σχήµα 1.1. Η συνάρτηση κατανοµής . )(xF

 
Παράδειγµα 1.2. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός συνήθους κύβου. 
Καταγράφοντας την ένδειξη της επάνω έδρας του κύβου ο δειγµατικός χώρος του 
τυχαίου αυτού πειράµατος είναι το σύνολο 

}6,5,4,3,2,1{=Ω . 

Έστω Χ το αποτέλεσµα της ρίψης (η ένδειξη της επάνω έδρας) του κύβου. 
Η ταυτοτική αυτή συνάρτηση 

ωωX =)( , ω Ω∈  

είναι µια τυχαία µεταβλητή. Η συνάρτηση κατανοµής F της Χ υπολογίζεται ως εξής: 
Παρατηρούµε ότι 
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})(:{  

και σύµφωνα µε τον ορισµό 1.2, 
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65,6/5
54,6/4
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Η γραφική παράσταση της )  δίδεται στο Σχήµα 1.2. Παρατηρούµε ότι αυτή είναι 
σκαλωτή συνάρτηση µε άλµατα στα σηµεία 6

(xF
,5,4,3,2,1=x  µεγέθους 1/6 το καθ’ 

ένα. 
 

    0         1        2        3        4        5        6            x 

F(x) 
 
1 
 
5/6 
 
4/6 
 
3/6 
 
2/6 
 

1/6 

 
Σχήµα 1.2. Η συνάρτηση κατανοµής  )

1

(xF

Παράδειγµα 1.3. Ας θεωρήσουµε µία τυχαία µεταβλητή Χ µε τιµές x στο διάστηµα 
 και ας υποθέσουµε ότι η συνολική πιθανότητα ]1,0[ )10( =≤≤ XP

10 21

 κατανέµεται 
οµοιόµορφα στο διάστηµα ]  (κατά το ανάλογο της οµοιόµορφης κατανοµής της 
µάζας µιας ράβδου µε άκρα τα σηµεία 0 και 1). Σύµφωνα µε την υπόθεση αυτή η 
πιθανότητα η Χ να βρίσκεται στο διάστηµα  µε 

1,0[

],( 21 xx ≤≤≤ xx  είναι ανάλογη 
του µήκους του: )(( 121 xxcXxP )2x −=≤

)0
<

(
, όπου η c είναι η σταθερή αναλογίας. 

Επιπλέον έχουµε 0=<<−∞ XP 1(, 0) =∞<< X
0

P . 
=x 1=xΗ σταθερή c υπολογίζεται αν θέσουµε 1  και 2 , οπότε 

cXP =≤< )10(  

και επειδή 1 είναι )10( =≤< XP 1=c . Η συνάρτηση κατανοµής F της Χ είναι τότε η 









∞<≤
<≤
<<∞−

=≤=
.1,1

10,
0,0

)()(
x
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x
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Η γραφική παράσταση της )  δίδεται στο Σχήµα 1.3. Παρατηρούµε ότι αυτή είναι 
µια συνεχής συνάρτηση. 

(xF

 

        0                          1                          x 

F(x) 

 1 

 
Σχήµα 1.3. Η συνάρτηση κατανοµής  )(xF
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2. ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 
 
 Η µελέτη πολλών σηµαντικών εννοιών που συνδέονται µε τις τυχαίες µεταβλητές 
διευκολύνεται µε το διαχωρισµό των δύο βασικών κατηγοριών: των διακριτών και 
των συνεχών τυχαίων µεταβλητών. Σχετικά θέτουµε τους ακόλουθους ορισµούς. 

Ορισµός 2.1. Μία τυχαία µεταβλητή Χ καλείται διακριτή (ή απαριθµητή) αν παίρνει, µε 
πιθανότητα 1, αριθµήσιµο (πεπερασµένο ή αριθµησίµως άπειρο) σύνολο τιµών 

. Η συνάρτηση f η οποία σε κάθε σηµείο , , εκχωρεί 
την πιθανότητά του 

...},...,,,{ 10 νX xxxR = κx ...,1,0=κ

}))(:({)()( κκκ xωXΩωPxXPxf =∈=== , ...,1,0=κ ,               (2.1) 

καλείται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ή απλώς συνάρτηση πιθανότητας της 
τυχαίας µεταβλητής Χ.  

Στις περιπτώσεις που υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης η συνάρτηση πυκνότητας της 
τ.µ. Χ συµβολίζεται µε Xf  και η τιµή της στο  µε ) . Σηµειώνουµε ότι, 
χρησιµοποιώντας την παράσταση 

κx ( κX xf
L L++++= }{ νx}}{ 0X xR { 1x , η συνθήκη 

)( XRXP ∈  δύναται να γραφεί στη µορφή 

1)(
0

==∑
∞

=κ
κxXP . 

Επίσης η συνάρτηση πιθανότητας, όπως προκύπτει άµεσα από τον ορισµό της, είναι 
µη αρνητική 

0)( ≥κxf , ...,1,0=κ  και 0)( =xf , XRx∉                         (2.2) 
και 

∑
∞

=

=
0

1)(
κ

κxf .                                                  (2.3) 

Στην περίπτωση που το σύνολο των τιµών της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι 
πεπερασµένο, }...,,,{ 10 νxxxRX = , η σειρά (2.3) γίνεται ένα πεπερασµένο άθροισµα 

∑
=

=
ν

0
1)(

κ
κxf . 

 Η συνάρτηση πιθανότητας )()( κκ xXPxf == , ...,1,0=κ  µιας διακριτής τυχαίας 
µεταβλητής συνδέεται µε τη συνάρτηση κατανοµής αυτής , )()( xXPxF ≤=

∞<<∞− x . Συγκεκριµένα, στη µερική περίπτωση που L<<< 21 xx0x , ισχύουν οι 
σχέσεις 

∑
=

=
r

κ
κxfxF

0
)()( , 1+<≤ rr xxx , ...,1,0=r ,                          (2.4) 

µε  για 0)( =xF 0xx <<∞−  και 

)()()( 1−−= κκκ xFxFxf , ...,2,1=κ                               (2.5) 

µε ) . Γενικότερα ισχύει η σχέση ()( 00 xFxf =

∑
≤

=
xx

κ
κ

xfxF )()( , ∞<<∞− x ,                                    (2.6) 
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όπου η άθροιση εκτείνεται σε όλα τα  τα οποία είναι µικρότερα ή ίσα του x. κx

Ορισµός 2.2. Μία τυχαία µεταβλητή Χ καλείται συνεχής αν υπάρχει µη αρνητική 
συνάρτηση, 

0)( ≥xf , ∞<<∞− x ,                                         (2.7) 
µε 

∫
∞

∞−

= 1)( dxxf ,                                                 (2.8) 

τέτοια ώστε για κάθε πραγµατικούς αριθµούς α και β µε βα <  να ισχύει 

∫=≤<
β

α

dxxfβXαP )()( .                                       (2.9) 

Η  καλείται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ή απλώς συνάρτηση πυκνότητας 
της τυχαίας µεταβλητής Χ. 

)(xf

 Άµεση συνέπεια των ορισµών της συνάρτησης κατανοµής )  και της 
συνάρτησης πυκνότητας )  µιας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής Χ είναι η σχέση 

(xF
(xf

∫
∞−

=
x

dttfxF )()( , ∞<<∞− x .                                 (2.10) 

Αν η συνάρτηση )  είναι συνεχής στο σηµείο x τότε παραγωγίζοντας τη σχέση 
αυτή παίρνουµε την 

(xf

)()( xf
dx

xdF
= .                                               (2.11) 

 Σηµειώνουµε ότι οι σχέσεις (2.10) και (2.11) είναι οι αντίστοιχες των (2.4) και 
(2.5) για συνεχείς τυχαίες µεταβλητές. Η συνάρτηση πυκνότητας ) , σε αντίθεση 
µε τη συνάρτηση πιθανότητας, δεν παριστάνει την πιθανότητα κάποιου ενδεχοµένου. 
Η πιθανότητα 0  και εποµένως η )  δεν παριστάνει βέβαια αυτή την 
πιθανότητα. Μόνον όταν η συνάρτηση αυτή ολοκληρώνεται µεταξύ δύο σηµείων, 
όπως στην (2.9), δίδει κάποια πιθανότητα. Κατά προσέγγιση για µικρό  έχουµε 

(xf

)( == xXP (xf

0>

0 0

xf ()

h

≅ hhxXxP )( +≤< . 

Παράδειγµα 2.1. Ας επανέλθουµε στο τυχαίο πείραµα, του παραδείγµατος 1.1, των 
δύο διαδοχικών ρίψεων ενός συνήθους κύβου. Ο αριθµός Χ των εµφανίσεων της όψης 
γράµµατα είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή εφ’ όσον το σύνολο των τιµών της 

 είναι διακριτό (απαριθµητό). Η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ 
υπολογίζεται ως εξής: 

}2,1,0{=XR

4
1)],[()0()0( ==== κκPXPf , 

2
1)],(),,[()1()1( ==== γκκγPXPf , 

4
1)],[()2()2( ==== γγPXPf . 
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Σηµειώνουµε ότι 

∑
=

=++=
2

0

1
4
1

2
1

4
1)(

x

xf , 

όπως απαιτείται από τον ορισµό µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής. 

Παράδειγµα 2.2. Ας θεωρήσουµε µια τυχαία µεταβλητή Χ µε τιµές x στο διάστηµα 
 και ας υποθέσουµε ότι η συνολική πιθανότητα κατανέµεται οµοιόµορφα στο 

διάστηµα αυτό (βλ. Παράδειγµα 1.3). Να προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας της 
Χ. 

]1,0[

 Η συνάρτηση κατανοµής της Χ έχει υπολογισθεί στο Παράδειγµα 1.3 και είναι η 
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Παραγωγίζοντας αυτή συνάγουµε, σύµφωνα µε τη (2.10), τη συνάρτηση πυκνότητας 
της τ.µ. Χ 


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
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≤≤

=
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)(

xx
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xf  

Παράδειγµα 2.3. Έστω ότι ο χρόνος απορρόφησης ενός φαρµάκου µετρούµενος σε 
ώρες είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ µε συνάρτηση πυκνότητας 

2

)(2)(
θ

xθxf −
= , θx ≤≤0 , 

όπου  είναι παράµετρος της κατανοµής. Να υπολογισθούν η συνάρτηση 
κατανοµής , 

0>θ
) ∞<<∞−(xF x , και οι πιθανότητες )( βXαP ≤< ,  µε 

. 
)( αXP >

θ≤βα <
Η συνάρτηση κατανοµής για θx ≤≤0  είναι 

∫∫ ∫∫ 






 −
−=−=+==

∞−∞−

x xxx

θ
tθdttθ

θ
dttfdttfdttfxF

0 0
2

2

2

0

0

)()(2)()()()(  

                     2

2)(1
θ

xθ −
−= . 

Επίσης , 0 0<<∞)( =xF − x  και 1)( =xF , ∞<≤ xθ . 
 Χρησιµοποιώντας την (1.2) και τη συνάρτηση κατανοµής οι ζητούµενες 
πιθανότητες υπολογίζονται ως 

2

22 )()()()()(
θ

βθαθαFβFβXαP −−−
=−=≤<  

και 

2

2)()(1)(1)(
θ
αθαFαXPαXP −

=−=≤−=> . 
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3. ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 
 

 Στην πιθανοθεωρητική µελέτη ενός στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου), όπως επίσης και στη στατιστική συµπερασµατολογία, αναφύεται συχνά 
η ανάγκη προσδιορισµού της κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής , η 
οποία είναι συνάρτηση µιας άλλης τυχαίας µεταβλητής Χ µε γνωστή κατανοµή. 
Συνήθως το ενδιαφέρον αφορά την περίπτωση που τόσο η τυχαία µεταβλητή Χ όσο 
και η τυχαία µεταβλητή Υ είναι συνεχείς. Στην περίπτωση αυτή ο προσδιορισµός της 
κατανοµής της Υ επιτυγχάνεται ευκολότερα µε την εύρεση, αρχικά, της συνάρτησης 
κατανοµής. Η συνάρτηση πυκνότητας της Υ προσδιορίζεται µε παραγώγιση της 
συνάρτησης κατανοµής. Η έκφραση της συνάρτησης κατανοµής της τυχαίας 
µεταβλητής Y , 

)

)

(XgY =

(Xg=

])([)()( yXgPyYPyFY ≤=≤= , 

συναρτήσει της συνάρτησης κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Χ απαιτεί τον 
προσδιορισµό του συνόλου })(:{ yxgx ≤ . Τούτο επιτυγχάνεται εύκολα αν ο 
µετασχηµατισµός )  είναι ένα προς ένα από το σύνολο  των τιµών της Χ 
επί του συνόλου  των τιµών της Υ και µονότονος. Τότε υπάρχει ο αντίστροφος 
µετασχηµατισµός )  και είναι µονότονος. Στην περίπτωση αυτή η σχέση 

 είναι ισοδύναµη µε τη σχέση , αν η )

(xgy =

YR
(1 ygx −=

XR

xyxg ≤)( )(1 y−gx ≤ (gy =  είναι αύξουσα και 
µε τη σχέση , αν η ))(1 y−gx ≥ (xgy =  είναι φθίνουσα και εποµένως 

))(()]([)( 11 ygFygXPyF XY
−− =≤= , 

αν η )  είναι αύξουσα και (xgy =

))((1)]([1)]([)( 111 ygFygXPygXPyF XY
−−− −=<−=≥= , 

αν η )  είναι φθίνουσα. Αν η αντίστροφη συνάρτηση  
παραγωγίζεται και η παράγωγος  είναι συνεχής για κάθε y στο , τότε 
παραγωγίζοντας την ανωτέρω έκφραση της συνάρτησης κατανοµής , σύµφωνα 
µε τον κανόνα παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης , συνάγουµε τη σχέση 

(xgy = )(1 ygx −=

YR
)

dyydg /)(1−

( yFY

dy
ydgygfyf XY

)())(()(
1

1
−

−= , 

αν η )  είναι αύξουσα και τη σχέση (xgy =

dy
ydgygfyf XY

)())(()(
1

1
−

−−= , 

αν η )  είναι φθίνουσα. Εποµένως (xgy =

dy
ydgygfyf XY

)())(()(
1

1
−

−= . 

 Τα αποτελέσµατα αυτά συνοψίζονται στο ακόλουθο θεώρηµα 
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Θεώρηµα 3.1. ‘Εστω ότι η Χ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πυκνότητας , . Αν ο µετασχηµατισµός )(xf X XRx∈ )(XgY =  είναι ένα προς ένα από 
το σύνολο  επί του συνόλου XR )( XY RgR =  και υπάρχει η παράγωγος  
και είναι συνεχής για κάθε y στο , τότε η τυχαία µεταβλητή Y

dyydg /)(1−

YR )(Xg=  είναι συνεχής 
µε συνάρτηση πυκνότητας 

dy
ydgygfyf XY

)())(()(
1

1
−

−= , YRy∈ .                              (3.1) 

 Στη µερική περίπτωση που βαxxgy +== )( , όπου α και β πραγµατικές σταθερές 
µε , ο αντίστροφος µετασχηµατισµός είναι ο  και 

. Έτσι συνάγουµε από το ακόλουθο πόρισµα. 
0≠α

y /)(1−

αβyygx /)()(1 −== −

αdydg /1=

Πόρισµα 3.1. Έστω ότι η Χ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πυκνότητας , . Τότε η )(xf X XRx∈ βαΧY += , 0≠α , είναι µια συνεχής τυχαία 
µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 

||
1)(
αα

βyfyf XY 





 −

= , YRy∈ .                                 (3.2) 

Παράδειγµα 3.1. Ας θεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ µε συνάρτηση 
πυκνότητας 








 −
−= 2

2

2
)(exp

2
1)(

σ
µx

πσ
xf X , ∞<<∞− x , 

όπου ∞<<∞− µ  και  είναι παράµετροι της κατανοµής. Σηµειώνουµε ότι 
αυτή είναι η συνάρτηση πυκνότητας της κανονικής κατανοµής. Να προσδιορισθεί η 
συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής Y

∞<< σ0

βαX += . 

 Χρησιµοποιώντας την (3.2) παίρνουµε 








 −−
−= 2

2

)(2
)(exp

2||
1)(

ασ
βαµy

πσα
yfY , ∞<<∞− y . 

Θέτοντας 

βαµµY += , σ|ασY |= , 

η πυκνότητα αυτή γράφεται στη µορφή 








 −
−= 2

2

2
)(

exp
2

1)(
Y

Y

Y
Y σ

µy
πσ

yf , ∞<<∞− y , 

η οποία είναι η συνάρτηση πυκνότητας της κανονικής κατανοµής µε παραµέτρους 
 και . βαµµY += σ|ασY |=

 Ειδικά για /σα 1=  και µ/σβ −= , οπότε 0=Yµ  και 1=Yσ , η συνάρτηση 
πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής 

σ
µXY −

=  
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παίρνει τη µορφή 

2/2

2
1)( y

Y e
π

yf −= , ∞<<∞− y , 

η οποία είναι η γνωστή ως τυποποιηµένη κανονική πυκνότητα. 

 Η περίπτωση που ο µετασχηµατισµός )(xgy =  δεν είναι ένα προς ένα από το 
σύνολο  των τιµών της Χ επί του συνόλου  των τιµών της Υ δύναται να 
αντιµετωπισθεί µε τον προσδιορισµό του συνόλου }

XR Y

{
R

)(: yxgx ≤  και την εύρεση, 
αρχικά, της συνάρτησης κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Υ. Μια τέτοια περίπτωση 
εξετάζεται στα επόµενα παραδείγµατα. 

Παράδειγµα 3.2. Ας θεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ µε συνάρτηση 
πυκνότητας ,  και συνάρτηση κατανοµής , )(xf X XRx∈ )(xFX Rx∈ . (α) Να 
προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας , )(yfY YRy∈  της τυχαίας µεταβλητής 

2XY = . (β) Στη µερική περίπτωση που η τυχαία µεταβλητή Χ έχει την τυποποιηµένη 
συνάρτηση πυκνότητας 

2/2

2
1)( x

X e
π

xf −= , ∞<<∞− x , 

να προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας , )(yfY YRy∈  της 2XY = . 
 (α) Η τυχαία µεταβλητή Υ δεν µπορεί να πάρει αρνητικές τιµές και έτσι  
για , ενώ 

0)( =yFY

0≤<∞− y

)()()()()()( 2 yFyFyXyPyXPyYPyF YYY −−=≤≤−=≤=≤=  

για . Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση αυτή, σύµφωνα µε τον κανόνα 
παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης, συνάγουµε τη συνάρτηση πυκνότητας 

∞<< y0

)}()({
2

1)( yfyf
y

yf XXY −+= , ∞<< y0 . 

 (β) Παρατηρούµε ότι η  είναι άρτια συνάρτηση, )(xf X )()( xfxf XX =− , και έτσι 
η ανωτέρω έκφραση της  συναρτήσει της  γίνεται )( yYf )(xf X

)(1)( yf
y

yf XY = , ∞<< y0 . 

Εποµένως 

2/

2
1)( y

Y e
πy

yf −= , ∞<< y0 . 

Παράδειγµα 3.3. Έστω Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ µε συνάρτηση 
πυκνότητας ,  και συνάρτηση κατανοµής , )(xf X XRx∈ )(xFX Rx∈ . (α) Να 
προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας , )(yfY YRy∈  της τυχαίας µεταβλητής 

. (β) Αν  || XY =

2/2

2
1)( x

X e
π

xf −= , ∞<<∞− x , 
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να προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας , )(yfY YRy∈  της Y || X= . 
 (α) Η τυχαία µεταβλητή Υ δεν µπορεί να πάρει αρνητικές τιµές και έτσι  
για , ενώ  

0)( =yFY

0<<∞− y

)()()()|(|)()( yFyFyXyPyXPyYPyF YYY −−=≤≤−=≤=≤= , 

για . Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση αυτή, σύµφωνα µε τον κανόνα 
παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης, συνάγουµε τη συνάρτηση πυκνότητας 

∞<≤ y0

)()()( yfyfyf XXY −+= , ∞<≤ y0 . 

 (β) Παρατηρούµε ότι η  είναι άρτια συνάρτηση, )(xf X )()( xfxf XX =− , και έτσι 
η ανωτέρω έκφραση της  συναρτήσει της  γίνεται )( yYf )(xf X

)(2)( yfyf XY = , ∞<≤ y0 . 

Εποµένως 
2/2)( y

Y e
π

yf −= , ∞<≤ y0 . 

 
4. ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΚΑΙ ∆ΙΑΣΠΟΡΑ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 
 
 Η κατανοµή πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής, όπως έχουµε ήδη παρατη-
ρήσει, δύναται να εκφρασθεί είτε από τη συνάρτηση κατανοµής είτε από τη 
συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας αυτής. Μια περιληπτική περιγραφή της 
πιθανοθεωρητικής συµπεριφοράς µιας τυχαίας µεταβλητής παρέχεται από τη 
θεώρηση και µελέτη µερικών βασικών παραµέτρων της κατανοµής της. Η µέση τιµή 
που αποτελεί µέτρο θέσης ή κεντρικής τάσης και η διασπορά που αποτελεί µέτρο 
συγκεντρωτικότητας ή µεταβλητότητας είναι οι πιο βασικές παράµετροι της 
κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής. Στο εδάφιο αυτό εισάγονται διαδοχικά και 
µελετώνται η µέση τιµή και η διασπορά µιας τυχαίας µεταβλητής. 
 Η µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής αποτελεί γενίκευση του αριθµητικού µέσου 
µιας ακολουθίας τιµών. Συγκεκριµένα έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 4.1. (α) Έστω ότι η Χ είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πιθανότητας , )()( κκ xXPxf == ...,1,0=κ

∞

. Τότε η µέση τιµή αυτής, συµβολιζόµενη 
µε  ή  ή απλώς µ αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, ορίζεται από τη σχέση )(ΧΕ Χµ

∑
=

=≡
0

)()(
κ

κκ xfxXEµ .                                         (4.1) 

 (β) Έστω ότι η Χ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 
 −)(xf , ∞<<∞ x . Τότε η µέση τιµή αυτής ορίζεται από τη σχέση 

∫
∞

∞−

=≡ dxxxfXEµ )()( .                                         (4.2) 

 Αξίζει να σηµειωθεί η αναλογία µεταξύ της µέσης τιµής µιας τυχαίας µεταβλητής 
και του κέντρου βάρους µάζας στη µηχανική. Αν µια µονάδα µάζας κατανέµεται στα 
σηµεία  µιας ευθείας και )  είναι η µάζα στο σηµείο ,  τότε 
η (4.1) παριστάνει το κέντρο βάρους (περί την αρχή). Κατά τον ίδιο τρόπο αν η 
µονάδα µάζας έχει συνεχή κατανοµή σε µια ευθεία και αν η )  παριστάνει την 

...,, 10 xx ( κxf κx

(x

...,1,0=κ

f
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πυκνότητα µάζας στο x τότε η (4.2) ορίζει και πάλιν το κέντρο βάρους. Με την έννοια 
αυτή η µέση τιµή θεωρείται ως το κέντρο της κατανοµής πιθανότητας. 

Παράδειγµα 4.1. Έστω Χ ο αριθµός της επάνω έδρας στο τυχαίο πείραµα της ρίψης 
ενός συνήθους κύβου (βλ. Παράδειγµα 1.2). Να υπολογισθεί η µέση τιµή . )(XE
 Η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ δίδεται από την 

6
1)()( === xXPxf , 6...,,2,1=x . 

Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό 4.1 (α), 

∑
=

==
+++++

===
6

1 2
7

6
21

6
654321

6
1)(

x
xXEµ . 

Σηµειώνουµε ότι, όπως φαίνεται και από το απλό αυτό παράδειγµα, η µέση τιµή µιας 
διακριτής τυχαίας µεταβλητής δεν είναι κατ’ ανάγκη µια από τις δυνατές τιµές της. 

Παράδειγµα 4.2. Ας θεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή Χ η οποία 
κατανέµεται οµοιόµορφα στο διάστηµα ][ ,θθ− . Να υπολογισθεί η µέση τιµή . )(XE
 Η συνάρτηση πυκνότητας της τ.µ. Χ δίδεται από την 

θ
xf

2
1)( = , θxθ ≤≤− . 

Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό 4.1 (β), 

0
42

1)()(
2

=







====

−

∞

∞− −
∫ ∫

θ

θ

θ

θ θ
xxdx

θ
dxxxfXEµ . 

Σηµειώνουµε ότι η µέση τιµή της Χ είναι 0)( =ΧΕ , ανεξάρτητη της παραµέτρου θ. 
Στην κατανοµή αυτή η παράµετρος θ καθορίζει τη συγκεντρωτικότητα των τιµών της 
Χ περί τη µέση τιµή. Όσο πιο µικρό είναι το θ τόσο πιο µεγάλη είναι η 
συγκεντρωτικότητα. 

 Ας θεωρήσουµε µια τυχαία µεταβλητή Χ, διακριτή µε συνάρτηση πιθανότητας 
,  ή συνεχή µε συνάρτηση πυκνότητας , )()( κκX xXPxf ==

∞<<∞−
...,1,0=κ )(xf X

x . Σηµειώνουµε ότι µια συνάρτηση αυτής )(XgY =  είναι επίσης τυχαία 
µεταβλητή και η συνάρτηση πιθανότητας )ryY()( rY Pyf == , ...,1,0=r  ή πυκνότη-
τας ,  αυτής προσδιορίζεαι µέσω της συνάρτησης πιθανότητας 

,  ή πυκνότητας  της τυχαίας µεταβλητής Χ. Είναι εποµένως 
ενδιαφέρον και έχει έννοια ο υπολογισµός της µέσης τιµής της . Ο 
υπολογισµός αυτός δύναται να γίνει, σύµφωνα µε τον ορισµό 4.1, αφού πρώτα 
υπολογισθεί η συνάρτηση πιθανότητας ή πυκνότητας της Υ. Τούτο δεν είναι αναγκαίο 
να γίνεται σε κάθε µερική περίπτωση. Σχετικά ισχύει η ακόλουθη έκφραση 

)(yfY <∞− y
)( κX xf ...,1,0=κ

∞<
)(xf X

)(Xg=Y

∑
∞

=

=≡
0

)()()]([)(
κ

κXκ xfxgXgEYE ,                               (4.3) 

αν η Χ είναι διακριτή και η έκφραση 

∫
∞

∞−

=≡ dxxfxgXgEYE X )()()]([)( ,                               (4.4) 

αν η Χ είναι συνεχής. 
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 Η διασπορά µιας τυχαίας µεταβλητής αποτελεί ένα µέτρο της συγκεντρωτικότητας 
ή µεταβλητότητας της κατανοµής της. Η ύπαρξη κατανοµών οι οποίες έχουν την ίδια 
µέση τιµή και των οποίων οι τιµές είναι περισσότερο ή λιγότερο διασπαρµένες (βλ. 
Παράδειγµα 4.2) καθιστά αναγκαία την εισαγωγή ενός τέτοιου µέτρου. Η διασπορά, 
η οποία δύναται να χρησιµοποιηθεί για τη διάκριση των κατανοµών αυτών, είναι η 
µέση τιµή του τετραγώνου της απόκλισης , της τυχαίας µεταβλητής 
Χ από τη µέση της τιµή )  και υπολογίζεται µε τη χρησιµοποίηση των (4.3) 
και (4.4) ανάλογα µε το αν Χ είναι διακριτή ή συνεχής τυχαία µεταβλητή. 

2)()( µXXg −=
(XEµ =

Ορισµός 4.2. Έστω Χ µια τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή )(XEµ = . Τότε η διασπορά 
ή διακύµανση της Χ, συµβολιζόµενη µε ή  ή απλώς  αν δεν υπάρχει 
κίνδυνος σύγχυσης, ορίζεται από τη σχέση 

)(XV  2
Xσ

2σ

])[()( 22 µXEXVσ −=≡ .                                       (4.5) 

Η θετική τετραγωνική ρίζα της διασποράς V , )(X

)(XVσσ X =≡                                               (4.6) 

καλείται τυπική απόκλιση της τυχαίας µεταβλητής Χ. 

 Σύµφωνα µε τις (4.3) και (4.4), αν η Χ είναι µια διακριτή τ.µ. µε συνάρτηση 
πιθανότητας , ) ...,1,0()( κκ xXPxf == =κ , τότε 

∑
∞

=

−=
0

2 )()()(
κ

κκ xfµxXV  

και αν η Χ είναι µια συνεχής τ.µ. µε συνάρτηση πυκνότητας ) , τότε (xf

∫
∞

∞−

−= dxxfµxXV )()()( 2 . 

Σηµειώνουµε ότι η αναλογία που υπάρχει µεταξύ της µέσης τιµής µιας τυχαίας 
µεταβλητής και του κέντρου βάρους µάζας στη µηχανική επεκτείνεται και µεταξύ της 
διασποράς και της ροπής αδρανείας περί το κέντρο βάρους. 

 Στο επόµενο θεώρηµα αποδεικνύουµε βασικές ιδιότητες της µέσης τιµής και της 
διασποράς. 

Θεώρηµα 4.1. Έστω Χ µια τυχαία µεταβλητή και α, β σταθερές. Τότε 

βXαEβαXE +=+ )()( ,                                        (4.7) 

)]([)]([)]()([ XhEXgEXhXgE +=+ ,                             (4.8) 
και 

)()( 2 XVαβαXV =+ ,                                           (4.9) 
22 )]([)()( XEXEXV −= .                                      (4.10) 

Απόδειξη. Έστω ότι η Χ είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πιθανότητας ) , ()( κκ xXPxf == ...,1,0=κ

∞

. Τότε σύµφωνα µε την (4.3) παίρνουµε 
∞

∑ ∑ ∑
= =

∞

=

+=+=+=+
0 0 0

)()()()()()(
κ κ κ

κκκκκ βXαExfβxfxαxfβαxβαΧE  
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και 

∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

+=+=+
0 0 0

)()()()()()]()([)]()([
κ κ κ

κκκκκκκ xfxhxfxgxfxhxgXhXgE  

                                 = . )]([)]([ XhEXgE +

Στην περίπτωση που η Χ είναι συνεχής, χρησιµοποιώντας την (4.4), συνάγουµε κατά 
τον ίδιο τρόπο τις (4.7) και (4.8). 
 Σύµφωνα µε τον ορισµό 4.2 της διασποράς και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (4.7) 
και (4.8) συνάγουµε τη σχέση 

)])(([)]()([)( 22 βXαEβαXEβαXEβαXEβαXV −−+=+−+=+  

                               = . )(])[())]([( 22222 XVαXEαXEXαE =−=− µ

Αναπτύσσοντας το τετράγωνο , της απόκλισης της τ.µ. Χ από τη µέση τιµή 
, κατά το διώνυµο του Νεύτωνα , και χρησιµοποιώντας τις (4.7) και (4.8) 

παίρνουµε 

2)( µX −
)(XEµ =

)2()()2(])[()( 22222 µµXEXEµµXXEµXEXV −−=+−=−=  

                        = . 2222 )]([)()(2)( XEXEµXµEXE −=+−

Παρατήρηση 4.1. Τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή. Αν Χ είναι µια τυχαία µεταβλητή 
µε και V  τότε η τυχαία µεταβλητή µXE =)(  2)( σX =

σ
µXZ −

=                                                  (4.11) 

έχει µέση τιµή, σύµφωνα µε την (4.7), 

0/])([]/)[()( =−=−= σµXEσµXEZE  

και διασπορά, σύµφωνα µε την (4.9), 

1/)(]/)[()( 2 ==−= σXVσµXVZV . 

Η τυχαία µεταβλητή Ζ που ορίζεται από την (4.11) καλείται τυποποιηµένη τυχαία 
µεταβλητή που αντιστοιχεί στη Χ. 

Παρατήρηση 4.2. Παραγοντικές ροπές. Η έκφραση (4.10) διευκολύνει τον 
υπολογισµό της διασποράς µιας τυχαίας µεταβλητής Χ, ιδιαίτερα στην περίπτωση που 
αυτή είναι συνεχής. Αν η τυχαία µεταβλητή Χ είναι διακριτή τότε η διασπορά αυτής 
υπολογίζεται ευκολότερα µε τη χρησιµοποίηση της παραγοντικής ροπής δεύτερης 
τάξης, 

])[( 2)2( XEµ = , 

όπου ( )1()2 −= XXX . Συγκεκριµένα έχουµε 
2

2 )]([)(])[()( XEXEXEXV −+= .                              (4.12) 

Η σχέση αυτή συνάγεται άµεσα από την (4.10) και την 

)()()()]1([])[( 22
2)2( XEXEXXEXXEXEµ −=−=−== . 

Παράδειγµα 4.3. Έστω Χ ο αριθµός της επάνω έδρας στο τυχαίο πείραµα της ρίψης 
ενός συνήθους κύβου. Να υπολογισθεί η διασπορά V . )(X
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 Η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ δίδεται από την 

6
1)()( === xXPxf , 6...,,2,1=x . 

Εποµένως, σύµφωνα µε την (4.3) 

∑
=

=
+++++

==
6

1

22

6
91

6
362516941

6
1)(

x
xXE . 

Χρησιµοποιώντας την (4.10) και το ότι (βλ. Παράδειγµα 4.1) 

2
7)( =XE  

παίρνουµε 

12
35

4
49

6
91

2
7

6
91)]([)()(

2
22 =−=






−=−= XEXEXV . 

Παράδειγµα 4.4. Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία ρίψεων ενός συνήθους νοµίσµατος 
η οποία τερµατίζεται όταν εµφανισθεί για πρώτη φορά η όψη γράµµατα. Έστω Χ ο 
αριθµός των απαιτουµένων προς τούτο ρίψεων. Η συνάρτηση πιθανότητας της 
διακριτής τυχαίας µεταβλητής Χ δίδεται από την 

x

xXPxf 





===

2
1)()( , ...,2,1=x . 

Να υπολογισθούν ο αναµενόµενος αριθµός των ρίψεων )  και η διασπορά του 
αριθµού των ρίψεων V . 

(XE
)(X

Παρατηρούµε ότι παραγωγίζοντας διαδοχικά τη γεωµετρική σειρά 

1

0
)1( −

∞

=

−=∑ tt
x

x , 11 <<− t  

συνάγουµε τις σχέσεις 

2

1

1 )1( −
∞

=

− −=∑ txt
x

x , ∑ , 3

2

2 )1(2)1( −
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− −=− ttxx
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x 11 <<− t . 

Εποµένως 

2
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xxxfXE , 

4
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1)1(

2
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3

2

22

2
22 =






 −=






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




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−∞

=

−∞

=
∑∑
x

x

x
xxxfxXE  

και σύµφωνα µε την (4.12) 

2224)]([)(])[()( 22
2 =−+=−+= XEXEXEXV . 

Παράδειγµα 4.5. Να υπολογισθεί η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής Χ µε 
συνάρτηση πυκνότητας 

θ
xf

2
1)( = , θxθ ≤≤− . 



 55

Χρησιµοποιώντας την (4.4) παίρνουµε 

∫ ∫
∞

∞− − −

=







===

θ

θ

θ

θ

θ
θ

xdxx
θ

dxxfxXE
362

1)()(
23

222  

και σύµφωνα µε την (4.10) και επειδή (βλ.Παράδειγµα 4.2) 

0)( =XE  
συµπεραίνουµε ότι 

3
)()(

2
2 θXEXV == . 

Παράδειγµα 4.6. Έστω ότι ο χρόνος απορρόφησης ενός φαρµάκου µετρούµενος σε 
ώρες είναι µια συνεχής µεταβλητή Χ µε συνάρτηση πυκνότητας 

2

)(2)(
θ

xθxf −
= , θx ≤≤0 , 

όπου θ  είναι παράµετρος της κατανοµής (βλ. Παράδειγµα 2.3). Να υπολογισθούν 
ο µέσος χρόνος απορρόφησης του φαρµάκου )  και η διασπορά του χρόνου 
απορρόφησης V . 

0>
(XE

)(X
(XE Η µέση τιµή ) , σύµφωνα µε τον ορισµό 4.1, δίδεται από την 

33
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dxxxfXE
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Επίσης χρησιµοποιώντας την (4.4), παίρνουµε 

623
2)(2)()(
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dxxfxXE
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και έτσι 

1896
)]([)()(

222
22 θθθXEXEXV =−=−= . 

Παράδειγµα 4.7. Έστω ότι η ταχύτητα Χ του ανέµου (σε χιλιόµετρα ανά ώρα) είναι 
µια συνεχής οµοιόµορφη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας  

θ
xf 1)( = , θx ≤≤0 . 

Η πίεση Υ (ατµόσφαιρες) που ασκείται στην επιφάνεια των πτερύγων ενός αεροσκά-
φους δίδεται από τη σχέση . Να υπολογισθούν η µέση πίεση )  και η 
διασπορά της πίεσης V . 

2aXY =
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(XE
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Χρησιµοποιώντας την (4.4) παίρνουµε 
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οπότε 

45
4

95
)]([)()(

424242
22 θαθαθαYEYEYV =−=−= . 

 
5. AΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ έχει συνάρτηση κατανοµής 



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













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.4,1

,43,
25
23

,32,
25
19

,21,
25
13

,10,
5
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,0,0

)(

x

x

x

x

x

x

xF  

 Να υπολογισθούν (α) οι πιθανότητες )31( ≤< XP ,  και (β) η 
συνάρτηση πιθανότητας )

)2( >XP
()( xXPxf == , 4,3,2,1,0=x . 

 2. Έστω ότι ο χρόνος αναµονής Χ σε λεπτά σε συγκεκριµένο σταθµό του υπογείου 
σιδηροδρόµου είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση κατανοµής 


















∞<≤

<≤

<≤

<≤

<<∞−

=

.4,1

,42,
4

,21,
2
1

,10,
2

,0,0

)(

x

xx

x

xx
x

xF  

 Να υπολογισθούν (α) οι πιθανότητες )2( ≤XP , )31( ≤< XP ,  και (β) η 
συνάρτηση πυκνότητας . 

)3( >XP
)(xf

 3. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα της ρίψης δύο διακεκριµένων κύβων και 
έστω Χ η τυχαία µεταβλητή η οποία στο σηµείο )  του δειγµατικού χώρου 
αντιστοιχεί το σηµείο , 

,( ji
2 6...,,2,1−+ ji =i , 6...,,2,1=j . Να υπολογισθούν η 

συνάρτηση πιθανότητας )( xXP)(xf X == , 10...,,1,0=x  και η συνάρτηση 
κατανοµής )x≤()( XPxFX = , ∞<<∞− x  της τυχαίας µεταβλητής Χ. 

4. (Συνέχεια). Έστω Υ η απόλυτη τιµή της διαφοράς των εµφανιζοµένων εδρών. 
Να υπολογισθούν η συνάρτηση πιθανότητας )()( yYPyfY == ,  και η 
συνάρτηση κατανοµής 

5...,,1,0=y
)()( yYPyFY ≤= , ∞<<∞− y  της τυχαίας µεταβλητής Υ. 
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5. Έστω ότι η Χ είναι µια µη αρνητική ακέραιη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πιθανότητας 










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.2 ,1 ,0       ,0
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)()(

3

x
xpp
xpp
xp

xXPxf  

Να υπολογισθούν οι πιθανότητες p, )1( ≤XP  και )20( ≤< XP . 

6. Έστω ότι η Χ είναι µια µη αρνητική ακέραιη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση 
πιθανότητας 
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



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x

cxf , νκκx ,...,1, += . 

Χρησιµοποιώντας το τρίγωνο του Pascal, 
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υπολογίστε τη σταθερή  και τη συνάρτηση κατανοµής , c ) ∞<(xF <∞− x . 

 7. Έστω ότι η Χ είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 

||)( xcxf −= , cx ≤|| , 

όπου . Να υπολογισθούν (α) η σταθερή c, (β) η συνάρτηση κατανοµής , 0>c
∞<

)(xF
<∞− x  και (γ) η πιθανότητα )4/3|(| ≤XP . 

 8. Η ποσότητα βενζίνης Χ (σε χιλιόλιτρα) που πωλεί πρατήριο βενζίνης σε µια 
µέρα είναι συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 







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,32),3(
,21,
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)(
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Να υπολογισθούν (α) η σταθερή c και (β) οι πιθανότητες , 
,  και (γ) η µέση τιµή )  και η διασπορά V . 

)4/3( ≤XP
)(X)2/52/1( ≤< XP )4/9( >XP (XE

 9. Η εκατοστιαία περιεκτικότητα σε οινόπνευµα ενός παρασκευάσµατος είναι µια 
συνεχής µεταβλητή Χ µε συνάρτηση πυκνότητας 

)1()( 3 xcxxf −= , 10 << x . 

 (α) Να υπολογισθούν η σταθερή c και οι πιθανότητες )3/10(1 ≤<= XPp
j4

3/j

 και 
. (β) Αν το παρασκεύασµα πωλείται προς  ευρώ το λίτρο 

όταν η περιεκτικότητα σε οινόπνευµα είναι 
)3/23/1(2 ≤<= XPp

3/)1( Xj ≤<− , ενώ κοστίζει 
ευρώ, , να υπολογισθεί το µέσο κέρδος ανά λίτρο και η διασπορά του 
κέρδους. 

j3  
3,2,1=j
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 10. Έστω ότι ετήσιο εισόδηµα µισθωτού Χ, µετρούµενο σε χιλιάδες ευρώ, είναι 
µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 

5

4104)(
x

xf X
⋅

= , ∞<≤ x10 . 

Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση κατανοµής , )(xFX ∞<<∞− x  και (β) το µέσο 
εισόδηµα )  και η διασπορά του εισοδήµατος V . (XE )(X

11. (Συνέχεια). Ο συντελεστής φορολογίας (ποσοστό) Υ αυξάνεται κλιµακωτά 
συναρτήσει του εισοδήµατος Χ. Έστω ότι Y )(Xg= , όπου 
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Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση πιθανότητας , )(yfY 10/3  ,10/2  ,10/1  ,0=y  και 
(β) ο µέσος συντελεστής φορολογίας .  )(YE

12. (Συνέχεια). Ο φόρος εισοδήµατος Ζ εκφράζεται συναρτήσει του εισοδήµατος Χ 
από την , όπου )(XhZ =
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Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση κατανοµής , )(zFZ ∞<<∞− z  (β) η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας , )(zf z ∞<<∞− z , και (γ) ο µέσος φόρος εισοδήµατος 

. )(ZE

 13. Ο χρόνος πέψης Χ, µετρούµενος σε ώρες, µιας µονάδας τροφής είναι µια 
συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 

xθxeθxf −= 2)( , ∞<< x0 , )0( ∞<< θ . 

Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση κατανοµής , )(xF ∞<<∞− x , (β) η πιθανότητα 
όπως για την πέψη µιας µονάδας τροφής απαιτηθεί περισσότερο από µια ώρα και (γ) 
ο µέσος χρόνος πέψης µιας µονάδας τροφής . )X(E

 14. Έστω ότι Χ µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας 

ν
xf

2
1)( = , νx ±±±= ...,,2,1 . 

Να υπολογισθούν η µέση τιµή )  και η διασπορά V . (XE )(X
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 15. Έστω ότι Χ µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας 

3/1)( =xf X , 21 ≤≤− x . 

Να προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας  της |Y)(yfY | X= . 

 16. Η διακύµανση ηλεκτρικού ρεύµατος µπορεί να θεωρηθεί ως µια συνεχής 
τυχαία µεταβλητή Χ η οποία κατανέµεται οµοιόµορφα στο διάστηµα ] . Αν το 
ρεύµα αυτό διέρχεται από αντίσταση 2 ohm, να προσδιορισθεί η συνάρτηση 
πυκνότητας της τάσης 

12 ,10[

22XY = . 


