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◊ Τα ψηφιακά συστήµατα, φίλτρα, αλγόριθµοι κλπ υλοποιούνται σε υλικό
στο οποίο τα δεδοµένα (τιµές δειγµάτων, συντελεστές) αποθηκεύονται ως
δυαδικοί αριθµοί µε πεπερασµένο µήκος λέξης.

◊ Η αναπαράσταση δεδοµένων (αριθµών) µπορεί να γίνει είτε µε κινητή
υποδιαστολή (floating point) είτε µε σταθερή υποδιαστολή (fixed point)

◊ Ο τρόπος αναπαράστασης επηρεάζει: (α) το εύρος των αριθµών που µπορούν να
αναπαρασταθούν, (β) την ακρίβεια της αναπαράστασης, και (γ) τον τρόπο µε τον
οποίο πραγµατοποιούνται οι πράξεις µεταξύ δυαδικών αριθµών (αριθµητική)   

◊ Το πεπερασµένο µήκος λέξης πρέπει να λαµβάνεται υπόψη δεδοµένου ότι:

◊ Επηρεάζει την αναπαράσταση των δειγµάτων

◊ Επηρεάζει την αναπαράσταση των συντελεστών των ψηφιακών συστηµάτων
επηρεάζοντας την απόδοση τους.

◊ ∆ηµιουργεί προβλήµατα υπερχείλισης η/και υποχείλισης µε αποτέλεσµα τη
δηµιουργία ανακριβών ή και εσφαλµένων αποτελεσµάτων
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◊ Στους επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ η αναπαράσταση αριθµών γίνεται (όπως σε
κάθε ψηφιακό σύστηµα) από µια σειρά από δυαδικά ψηφία (bits).

◊ Το πλήθος των bits που χρησιµοποιείται για την αναπαράσταση των αριθµών σε
ένα επεξεργαστή ονοµάζεται µέγεθος λέξης αναπαράστασης δεδοµένων ή µήκος
λέξης (data width ή word length)

◊ Συνήθως οι επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ έχουν µήκος λέξης πολλαπλάσιο του 8. Οι
σύγχρονοι επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ έχουν µήκος λέξης που φτάνει τα 64 bits αν και
το σύνηθες είναι 32 bits.

◊ Με δεδοµένο το µήκος λέξης η αναπαράσταση αριθµών µπορεί να γίνει
είτε µε σταθερή είτε µε κινητή υποδιαστολή. Οπότε αντίστοιχα έχουµε:

◊ επεξεργαστές κινητής υποδιαστολής (floating point processors)

◊ επεξεργαστές σταθερής υποδιαστολής (fixed point processors)

◊ Οι επεξεργαστές κινητής υποδιαστολής παρέχουν µεγαλύτερη ακρίβεια
αποτελεσµάτων, δεν παρουσιάζουν εύκολα φαινόµενα υπερχείλισης, και
προγραµµατίζονται ευκολότερα. Από την άλλη πλευρά απαιτούν πιο
σύνθετα κυκλώµατα και κατά συνέπεια είναι πιο ακριβοί.

◊ Συνήθως σε µαζική παραγωγή απλών προϊόντων στα οποία οι επεξεργαστές
Ψ.Ε.Σ εκτελούν συγκεκριµένους αλγορίθµους (π.χ. Modems, mp3 players, κλπ) 
χρησιµοποιούνται επεξεργαστές σταθερής υποδιαστολής

Αριθµοί και Αριθµητική
Σταθερής Υποδιαστολής
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◊ Υπάρχουν τρεις βασικές µορφές αναπαράστασης αριθµών
σταθερής υποδιαστολής:

◊ Μορφή πρόσηµο-µέτρο (sign-magnitude)

◊ Για παράδειγµα µε µήκος λέξης 4 bits oι αριθµοί 7, -6 θα αναπαραστασθούν
ως 0111 (MSB 0=>θετικός αριθµός), και 1110 (MSB 1=>θετικός αριθµός) 
αντίστοιχα

◊ MSB = Most Significant Bit  και είναι το αριστερότερο δυαδικό ψηφίο στη
δυαδική συµβολοσειρά αναπαράστασης του αριθµού

◊ Για την αναπαράσταση ενός αριθµού µε τη µορφή πρόσηµο-µέτρο πρώτα
µετατρέπουµε το µέτρο του αριθµού σε δυαδικό και στη συνέχεια
προσθέτουµε το MSB ανάλογα µε το πρόσηµο του.  

◊ Μορφή συµπλήρωµα ως προς 1 (one’s complement)

◊ Στο παραπάνω παράδειγµα οι αριθµοί 7, -6 θα αναπαραστασθούν ως 0111 
και 1001 (το οποίο είναι το συµπλήρωµα του 0110 που αντιστοιχεί στο 6) 

◊ Για την αναπαράσταση ενός αρνητικού αριθµού µε τη µορφή συµπλήρωµα
ως προς 1, πρώτα µετατρέπουµε τον αντίστοιχο θετικό αριθµό σε δυαδικό
και στη συνέχεια παίρνουµε το συµπλήρωµα του αποτελέσµατος. Για τους
θετικούς αριθµούς η αναπαράσταση είναι ίδια µε αυτήν της µορφής
πρόσηµο-µέτρο

Τρόποι αναπαράστασης αριθµών
σταθερής υποδιαστολής
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◊ Μορφή συµπλήρωµα ως προς 2 (two’s complement)

◊ Στη µορφή πρόσηµο-µέτρο και συµπλήρωµα ως προς 1 έχουµε διπλή
αναπαράσταση του 0 (µηδέν), είτε ως -0 είτε ως +0.

◊ Το συµπλήρωµα ως προς 2 αποφεύγει αυτή την περίπτωση.

◊ Στο προηγούµενο παράδειγµα οι αριθµοί 7, -6 θα αναπαραστασθούν
ως 0111 και 1010 (το οποίο είναι το συµπλήρωµα ως προς ένα του
0110 που αντιστοιχεί στο 6 +0001) 

◊ Για την αναπαράσταση ενός αρνητικού αριθµού µε τη µορφή
συµπλήρωµα ως προς 2 προχωράµε ως εξής:

◊ Πρώτα µετατρέπουµε τον αντίστοιχο θετικό αριθµό σε δυαδικό

◊ Παίρνουµε το συµπλήρωµα του αποτελέσµατος. 

◊ Προσθέτουµε το δυαδικό 1 στο αποτέλεσµα

◊ Σηµειώνεται ότι για τους θετικούς αριθµούς η αναπαράσταση είναι ίδια
µε αυτήν της µορφής πρόσηµο-µέτρο, και συµπλήρωµα ως προς 1. 

◊ Η µορφή αναπαράστασης συµπλήρωµα ως προς δύο είναι η µορφή
που χρησιµοποιείται στην πράξη στους επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ

Τρόποι αναπαράστασης αριθµών
σταθερής υποδιαστολής (ΙΙ)
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◊ Για την αναπαράσταση κλασµατικών αριθµών µε τη µορφή συµπλήρωµα
ως προς δύο χρησιµοποιούνται διάφορα formats τα οποία δηλώνονται µε
τη µορφή Qm.n

◊ Ισχύει N = m+n+1 (όπου Ν το µήκος λέξης, m το πλήθος των bits για την
αναπαράσταση του ακέραιου µέρους, n το πλήθος των bits για την
αναπαράσταση του κλασµατικού µέρους και 1 bit για το πρόσηµο)

◊ Για παράδειγµα το format Q3.4 αναπαριστά αριθµούς χρησιµοποιώντας 8 bits, 3 
από τα οποία διατίθενται για το ακέραιο µέρος και 4 για το κλασµατικό.

◊ Το format Q0.15 τις περισσότερες φορές συµβολίζεται απλά µε Q.4 όπως και
κάθε format που δεν αποθηκεύει το κλασµατικό µέρος ενός αριθµού.

◊ Για να αποφεύγονται προβλήµατα υπερχείλισης στον πολλαπλασιασµό οι
επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ χρησιµοποιούν format της µορφής Q.x (π.χ Q.15, Q.31 
κλπ). Αυτό όµως πρέπει να λαµβάνεται υπόψη από τον προγραµµατιστή ώστε τα
δεδοµένα να κανονικοποιούνται (µετατρέπονται έτσι ώστε να παίρνουν τιµές
στο διάστηµα [-1 1]) πριν την επεξεργασία τους.

◊ Η τιµή ενός κλασµατικού αριθµού σε Qm.n δίνεται από τη σχέση: 

όπου bN-1 είναι η τιµή του MSB bit και b0 είναι η
τιµή του LSB

Ακέραιοι και κλασµατικοί
αριθµοί σταθερής υποδιαστολής
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◊ Για το format Q3.4 να βρεθούν:

◊ Ο µέγιστος αριθµός που µπορεί να αναπαρασταθεί

ΑΠ.: 0111 1111 => 7.9375

◊ Ο ελάχιστος θετικός αριθµός που µπορεί να αναπαρασταθεί

ΑΠ.: 0000 0001 => 0.0625

◊ Ο ελάχιστος αρνητικός αριθµός που µπορεί να αναπαρασταθεί

ΑΠ.: 1000 0000 => -8

◊ Ο µέγιστος αρνητικός αριθµός που µπορεί να αναπαρασταθεί

ΑΠ.: 1111 1111 => -0.0625

◊ Το διάστηµα κβαντισµού (για το κλασµατικό µέρος)

ΑΠ.: ∆ =1/(2^4) = 0.0625

◊ Το µέγιστο σφάλµα κβαντισµού

ΑΠ.: emax =∆/2 = 0.0625/2

◊ Η αναπαράσταση του αριθµού 3.67 (ΑΠ.: 0011 1011)

◊ Η αναπαράσταση του αριθµού -3.67 (ΑΠ.: 1100 0101)

◊ Η αναπαράσταση του αριθµού 8 (ΑΠ.: 0111 1111 – υπερχείλιση)

◊ Η αναπαράσταση του αριθµού -0.03 (ΑΠ.: 0000 0000 – σφάλµα κβαντισµού)

Παράδειγµα
Εισαγωγή
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Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης



5

ΕΣ 08: Επεξεργαστές Ψηφιακών ΣηµάτωνΕΣ 08: Επεξεργαστές Ψηφιακών Σηµάτων

© 2008 Nicolas Tsapatsoulis
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◊ Το δυναµικό εύρος (dynamic range) της αναπαράστασης αριθµών σε ένα
δεδοµένο format ορίζεται ως ο λόγος του µέγιστου (σε µέτρο) αριθµού
που µπορεί να αναπαρασταθεί προς τον ελάχιστο (σε µέτρο), µη µηδενικό
αριθµό.

◊ Ο παραπάνω λόγος συνήθως εκφράζεται στη λογαριθµική κλίµακα ως:

◊ Το δυναµικό εύρος της αναπαράστασης αριθµών στο format Qm.n είναι:

◊ Max = 2m, Min = 2-n, εποµένως:

◊ Παρατηρούµε ότι το δυναµικό εύρος είναι ανεξάρτητο των παραµέτρων m, n και
εξαρτάται αποκλειστικά από το µήκος λέξης Ν που χρησιµοποιείται για την
αναπαράσταση των δεδοµένων.
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∆υναµικό Εύρος και Ακρίβεια
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◊ Η ακρίβεια (precision) της αναπαράστασης αριθµών σε ένα δεδοµένο
format ορίζεται ως η (κατά απόλυτη τιµή) διαφορά δύο διαδοχικών
αριθµών.

◊ Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει ότι στο format Qm.n η ακρίβεια εξαρτάται
αποκλειστικά από τον αριθµό n και ισούται µε 2-n ισούται

◊ Η ακρίβεια ισούται µε το διάστηµα κβαντισµού (∆). Εποµένως το µέγιστο σφάλµα
προσέγγισης ή σφάλµα κβαντισµού είναι ίσο µε το µισό της ακρίβειας, e = ∆/2 = 
2-(n+1) 

◊ Παράδειγµα: Για το format Q3.4 να βρεθούν

◊ Το δυναµικό εύρος

DR = (N-1)*6 = 42 db.

◊ Το εύρος τιµών

[-23 23-2-4] =[-8  7.9375]

◊ Η ακρίβεια

p = 2-n = 1/16

◊ Το σφάλµα προσέγγισης

e = 2-(n+1) = 1/32
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◊ Η πρόσθεση δύο αριθµών οι οποίοι λαµβάνουν τιµές στο διάστηµα [-α b]
παίρνει τιµές στο διάστηµα [-2α 2b]. Αυτό σηµαίνει ότι το εύρος τιµών του
αποτελέσµατος της άθροισης διπλασιάζεται (από b+a γίνεται 2(b+a)). 

◊ Εποµένως για την αναπαράσταση του αθροίσµατος δύο δυαδικών αριθµών
χρειαζόµαστε ένα επιπλέον bit (Ν+1 αντί για Ν) για να µην έχουµε
φαινόµενο υπερχείλισης

◊ Ο πολλαπλασιασµός δύο αριθµών οι οποίοι λαµβάνουν τιµές στο διάστηµα
[-α α] παίρνει τιµές στο διάστηµα [-α2 α2]. 

◊ Αν το |α|≤1 το εύρος τιµών του γινοµένου δεν αλλάζει. Αντίθετα αν |α|>1 για
την αναπαράσταση του γινοµένου δύο δυαδικών αριθµών χρειαζόµαστε επιπλέον
bits για να µην έχουµε φαινόµενο υπερχείλισης.

◊ Παράδειγµα: 

◊ ∆ύο αριθµοί σε format Qm.n (a) προστίθενται, (β) πολλαπλασιάζονται. Να βρεθεί
το µήκος λέξης που απαιτείται για την αποθήκευση του (α) αθροίσµατος και (β) 
γινοµένου

◊ Η µέγιστη (κατά µέτρο) τιµή που µπορεί να αποθηκευτεί µε βάση το format Qm.n
είναι Max = 2m. Η µέγιστη τιµή του αθροίσµατος θα είναι 2*2m=2m+1. Εποµένως
για το άθροισµα χρειαζόµαστε Μ = (m+1)+n+1 = N+1 bits

Πρόσθεση και πολλαπλασιασµός
αριθµών σταθερής υποδιαστολής
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◊ Η µέγιστη τιµή του γινοµένου θα είναι 2m*2m=22m. Εποµένως για το
γινόµενο χρειαζόµαστε Μ = (2m)+n+1 = N+m bits για να µην έχουµε
υπερχείλιση. 

◊ Για format της µορφής Q.x το γινόµενο δεν δηµιουργεί φαινόµενα υπερχείλισης
(εξαίρεση η περίπτωση πολλαπλασιασµού -1x-1). Αυτός είναι και ο λόγος που οι
επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ χρησιµοποιούν format αυτής της µορφής.

◊ Στην πράξη οι συσσωρευτές στους επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ έχουν µήκος 2*Ν για να
αντιµετωπίζουν προβλήµατα υπερχείλισης λόγω διαδοχικών αθροίσεων. Επειδή
και οι συσσωρευτές αναπαριστούν τα δεδοµένα σε Q.x κάποια από τα 2Ν bits 
κρατούνται ως φρουροί (guard bits) για την αποθήκευση του ακέραιου µέρους
του αποτελέσµατος

◊ Για format της µορφής Qx. το γινόµενο απαιτεί 2Ν-1 bits για την αποθήκευση
του γινοµένου.

◊ Η αφαίρεση δυαδικών αριθµών δεν παρουσιάζει κάποια ιδιαιτερότητα γιατί
είναι παρόµοιας λογικής µε την πρόσθεση

◊ Η διαίρεση δυαδικών σε επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ υλοποιείται µε διαδοχικές
αφαιρέσεις. Σε αντίθεση µε τον πολλαπλασιασµό δεν υλοποιείται
κατευθείαν σε υλικό.

Αφαίρεση και διαίρεση αριθµών
σταθερής υποδιαστολής

Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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◊ Οι επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ αναπαριστούν αριθµούς κινητής υποδιαστολής στη
µορφή: πρόσηµο – εκθέτης - δεκαδικό µέρος (sign-exponent-
mantissa(fraction)).

◊ Σύµφωνα µε το πρότυπο IEEE-754 οι αριθµοί κινητής υποδιαστολής απλής
ακρίβειας (single) αναπαριστώνται µε 1 bit για το πρόσηµο, 8 bit για τον
εκθέτη, και 23 bit για το δεκαδικό µέρος. Εποµένως η τιµή x ενός αριθµού
κινητής υποδιαστολής δίνεται από τη σχέση: 

x= -1sign x2(exp-127) x1.man

Αριθµοί και Αριθµητική
Κινητής Υποδιαστολής

Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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◊ Αριθµοί κινητής υποδιαστολής διπλής ακρίβειας (double)

Μορφές Αναπαράστασης
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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◊ Ένας επεξεργαστής Ψ.Ε.Σ κινητής υποδιαστολής έχει µήκος λέξης Ν=8 bits 
και αναπαριστά τους αριθµούς µε 1 bit για το πρόσηµο, 3 bit για τον εκθέτη, 
και 4 bit για το δεκαδικό µέρος. Να βρεθούν:

◊ Ποια τιµή αναπαρίσταται µε τη συµβολοσειρά 10010110

sign=1 => αρνητικός, exp = 001 =1-3=-2, mantissa=0110 =>

-2-2x1.375 = -0.3438

◊ Η δυαδική αναπαράσταση του αριθµού -12.138

δεκαδική αναπαράσταση (πρόσηµο 1) 1100.001, µετακίνηση προς τα αριστερά κατά

3 θέσεις => exp =3+3 =6 => 110, mantissa = 1000.

Τελικά -12.138 => 1 110 1000

◊ Ο µέγιστος αριθµός που µπορεί να αναπαρασταθεί

ΑΠ.: 0110 1111 => 15.5

◊ Ο ελάχιστος θετικός αριθµός που µπορεί να αναπαρασταθεί

ΑΠ.: 0000 0001 => exp = -2, fraction =0.0001 =>0.0156

◊ Ο ελάχιστος αρνητικός αριθµός που µπορεί να αναπαρασταθεί

ΑΠ.: 1000 0001 => exp = -2, fraction =0.0001 =>-0.0156

◊ Ο µέγιστος αρνητικός αριθµός που µπορεί να αναπαρασταθεί

ΑΠ.: 1110 1111 => -15.5

Παράδειγµα
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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◊ Ένας επεξεργαστής Ψ.Ε.Σ κινητής υποδιαστολής έχει µήκος λέξης Ν=8 bits 
και αναπαριστά τους αριθµούς µε 1 bit για το πρόσηµο, 3 bit για τον εκθέτη, 
και 4 bit για το δεκαδικό µέρος. Να βρεθούν:

◊ Το δυναµικό εύρος τιµών σε db

◊ Η ακρίβεια της αναπαράστασης των τιµών

◊ Το µέγιστο σφάλµα προσέγγισης

Παράδειγµα (ΙΙ)
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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◊ Η πρόσθεση δύο αριθµών κινητής υποδιαστολής, απλής ακρίβειας x και y

δίνεται από τη σχέση:

◊ Η πολλαπλασιασµός των αριθµών x και y δίνεται από τη σχέση:

Πρόσθεση και πολλαπλασιασµός
αριθµών κινητής υποδιαστολής

Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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◊ Ένας επεξεργαστής Ψ.Ε.Σ κινητής υποδιαστολής έχει µήκος λέξης Ν=8 bits 
και αναπαριστά τους αριθµούς µε 1 bit για το πρόσηµο, 3 bit για τον εκθέτη, 
και 4 bit για το δεκαδικό µέρος. Να βρεθούν το άθροισµα και το γινόµενο των
αριθµών x=2.44 και y =-12.16

◊ Οι αριθµοί x και y αναπαρίστανται ως ακολούθως: 

x = 0 100 0100, y = 1 110 1000

◊ Ισχύει |y|>|x|

◊ expx=4, manx=0.25, expy=6, many=0.5

◊ Άθροισµα:

{-1.5+(1.25*2-2)}*23=-9.5

◊ Γινόµενο:

1.875*24 = -30 

Παράδειγµα
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης



10

ΕΣ 08: Επεξεργαστές Ψηφιακών ΣηµάτωνΕΣ 08: Επεξεργαστές Ψηφιακών Σηµάτων

© 2008 Nicolas Tsapatsoulis

◊ Το πεπερασµένο µήκος λέξης για την αναπαράσταση των δεδοµένων
(αριθµητικών τιµών) στους επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ επηρεάζει την
ακρίβεια των αποτελεσµάτων της επεξεργασίας εξαιτίας:

◊ Της µειωµένης ακρίβειας στην αναπαράσταση των τιµών του αναλογικού
σήµατος που έχει ψηφιοποιηθεί και κβαντισθεί. 
◊ Το σφάλµα αναπαράστασης των τιµών λόγω χρήσης πεπερασµένου αριθµού

από bits για την αναπαράσταση των δειγµάτων στον αναλογικο-ψηφιακό
µετατροπέα (ADC) είναι γνωστό ως σφάλµα κβαντισµού.

◊ Της µειωµένης ακρίβειας στην αναπαράσταση των συντελεστών των
ψηφιακών συστηµάτων (π.χ. ψηφιακών φίλτρων) που υλοποιούνται
στους επεξεργαστές.

◊ Των φαινοµένων υπερχείλισης που παρουσιάζονται λόγω του
πεπερασµένου δυναµικού εύρους σε ενδιάµεσα αποτελέσµατα πράξεων
όπως η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός

◊ Της αποκοπής των LSB bits για την αποθήκευση ενδιάµεσων και τελικών
αποτελεσµάτων στη µνήµη των επεξεργαστών Ψ.Ε.Σ µετά την µεταφορά
τους από το συσσωρευτή. 

Οι Συνέπειες του
Πεπερασµένου Μήκους Λέξης

Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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◊ Σε πολλές περιπτώσεις οι επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ συµπεριλαµβάνουν και
αναλογικό-ψηφιακούς µετατροπείς (ADC – Analog to Digital Converters) 
έτσι ώστε να µπορούν να χειρίζονται απευθείας και αναλογικά σήµατα.

◊ Η διαδικασία της ψηφιοποίησης εισάγει ένα σφάλµα προσέγγισης της
πραγµατικής τιµής τιµής του αναλογικού σήµατος από την ψηφιακή
αναπαράσταση του (δυαδική σειρά από bits) εξαιτίας του πεπερασµένου
αριθµού από bits που διατίθενται για την αναπαράσταση των
ψηφιοποιηµένων δειγµάτων.

◊ Το ανωτέρω σφάλµα (δηλαδή η διαφορά της πραγµατικής τιµής από την
ψηφιοποιηµένη) ονοµάζεται σφάλµα κβαντισµού.

◊ Το σφάλµα κβαντισµού είναι µια στοχαστική ποσότητα και εποµένως η ισχύς του
χαρακτηρίζεται από τη µέση τιµή και τη διασπορά του:  Pe=(me)2 + (σe)2

◊ Αν VFS είναι το εύρος διακύµανσης του αναλογικού σήµατος τότε το
διάστηµα κβαντισµού ∆ δίνεται από τη σχέση:

όπου Ν ο αριθµός των bits που διατίθενται για την αναπαράσταση των
ψηφιοποιηµένων δειγµάτων

Σφάλµα Κβαντισµού
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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Σφάλµα Κβαντισµού
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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◊ Υπάρχουν τέσσερις διαφορετικές µεθοδολογίες προσέγγισης της
πραγµατικής τιµής του σήµατος από την ψηφιοποιηµένη:

◊ Προς την πλησιέστερη στάθµη (round toward nearest - round)

◊ Προς το µηδέν (round toward zero - fix)

◊ Προς µικρότερες τιµές (round toward floor - floor)

◊ Προς µεγαλύτερες τιµές (round toward ceil - ceil)

◊ Από τις παραπάνω µεθοδολογίες οι δύο πρώτες δίνουν σφάλµα
κβαντισµού µε µέση τιµή me=0 ενώ οι άλλες δύο δηµιουργούν τάση (bias)
προς αρνητικές ή θετικές τιµές καθώς η µέση τιµή του σφάλµατος
κβαντισµού είναι διάφορη του µηδέν και αρνητική ή θετική αντίστοιχα.  

◊ Με βάση τα παραπάνω προκύπτει ότι η ισχύς του σφάλµατος κβαντισµού είναι
µικρότερη όταν χρησιµοποιείται η πρώτη µεθοδολογία πράγµα που συµβαίνει στη
πράξη στους επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ

◊ Αποδεικνύεται ότι η ισχύς του σφάλµατος κβαντισµού για την προσέγγιση προς
την πλησιέστερη στάθµη είναι:

Σφάλµα Κβαντισµού (ΙΙ)
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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◊ Για ηµιτονοειδή αναλογικά σήµατα εισόδου η ισχύς τους δίνεται από τη
σχέση:

◊ Ένα µέτρο της ποιότητας κβαντισµού του αναλογικού σήµατος είναι ο
λόγος σήµατος προς σφάλµα κβαντισµού (SQNR – Signal to Noise 
Quantization Ratio) το οποίο δίνεται από τη σχέση:

◊ Η παραπάνω σχέση δηλώνει ότι µε κάθε ένα bit έχουµε αύξηση του SQNR
κατά 6 περίπου dB.

Σφάλµα Κβαντισµού (ΙΙΙ)
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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◊ Εκτός από τα δεδοµένα (δείγµατα) µε πεπερασµένο αριθµό από bits 
αναπαριστώνται και οι συντελεστές των ψηφιακών συστηµάτων (π.χ οι
συντελεστές των ψηφιακών φίλτρων). 

◊ Αυτό έχει ως αποτέλεσµα ορισµένες φορές να αλλοιώνονται οι
προδιαγραφές και η επίδοση των ψηφιακών συστηµάτων. Είναι πιθανόν
επίσης να παρουσιαστούν φαινόµενα αστάθειας (ταλαντώσεις της εξόδου)   

Κβαντισµός Συντελεστών
Ψηφιακών Συστηµάτων
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Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
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Μήκους Λέξης
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◊ Υπερχείλιση (overflow) συµβαίνει όταν µετά από αριθµητικές πράξεις όπως
άθροιση και πολλαπλασιασµός τα ενδιάµεσα αποτελέσµατα δεν µπορούν
να αποθηκευτούν (υπερβαίνουν τη µέγιστη τιµή –κατά µέτρο- που µπορεί
να αναπαρασταθεί µε δεδοµένο αριθµό από bits) χωρίς σφάλµα.

◊ Υποχείλιση (underflow) συµβαίνει όταν τα ενδιάµεσα αποτελέσµατα
λαµβάνουν τιµές µικρότερες από την ελάχιστη κατά µέτρο τιµή που µπορεί
να αποθηκευτεί.

◊ Επειδή υπερχείλιση και υποχείλιση συµβαίνουν συνήθως στον συσσωρευτή
λαµβάνονται τα εξής µέτρα:

◊ Ο συσσωρευτής έχει µήκος λέξης τουλάχιστον διπλάσιο από τον αριθµό των bits 
που χρησιµοποιούνται για τα δεδοµένα

◊ Κάποια από τα bits του συσσωρευτή κρατούνται ως φρουροί (guard bits). Αυτό
βέβαια έχεις ως συνέπεια µικρότερη ακρίβεια όσον αφορά τα ενδιάµεσα
αποτελέσµατα των πράξεων: Αν π.χ ο συσσωρευτής έχει µήκος λέξης 32 bits και
τα 4 κρατούνται ως φρουροί τότε η ακρίβεια αναπαράστασης των ενδιάµεσα
αποτελέσµατα µειώνεται σε αυτή που αντιστοιχεί στα 28  bits αντί για 32.

Υπερχείλιση
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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◊ Επειδή υπερχείλιση είναι πιθανότερο να συµβεί κατά τον πολλαπλασιασµό
είναι σύνηθες η αναπαράσταση των δεδοµένων και συντελεστών σε
επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ να γίνεται µε format κλασµατικής µορφής (π.χ Q.31, 
Q.15 κλπ).

◊ Αυτό συνεπάγεται βέβαια κανονικοποίηση των σηµάτων εισόδου (διαίρεση µε την
µέγιστη τιµή που µπορούν να πάρουν)

◊ Επιπλέον δηµιουργεί φαινόµενο υπερχείλισης στην περίπτωση του
πολλαπλασιασµού -1 x -1 …

◊ Οι επεξεργαστές Ψ.Ε.Σ αντιµετωπίζουν την υπερχείλιση µε τη µέθοδο του
κορεσµού σε αντίθεση µε τους µικροεπεξεργαστές γενικού σκοπού που
δεν λαµβάνουν καµία πρόνοια για την υπερχείλιση µε αποτέλεσµα να
έχουµε το φαινόµενο περιτυλίγµατος (wrap around)

◊ Το επόµενο σχήµα επιδεικνύει το πλεονέκτηµα της µεθόδου saturation όσον
αφορά την αντιµετώπιση της υπερχείλισης

Υπερχείλιση (ΙΙ)
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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Υπερχείλιση (ΙΙΙ)
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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Υπερχείλιση (ΙV)
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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Υπερχείλιση σε πολλαπλασιασµό
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης
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◊ Όπως ήδη αναφέρθηκε το µήκος λέξης του συσσωρευτή είναι πολύ
µεγαλύτερο (συνήθως διπλάσιο) από το µήκος λέξης για την αποθήκευση
αποτελεσµάτων στη µνήµη

◊ Για παράδειγµα ένας επεξεργαστής Ψ.Ε.Σ µήκους λέξης Ν = 16bits µπορεί να έχει
συσσωρευτές µε µήκος λέξης 2Ν = 32. 

◊ Εποµένως κατά την µεταφορά αποτελεσµάτων από το συσσωρευτή στη µνήµη
χρειάζεται η µείωση της ακρίβειας αναπαράστασης τους από 2N σε Ν. 

◊ Ο συνήθης τρόπος για την αντιµετώπιση του παραπάνω προβλήµατος είναι
η προσέγγιση προς τον πλησιέστερο ακέραιο (χρησιµοποιώντας προφανώς
τα N bits αντί τα 2Ν). 

◊ Ο ευκολότερος τρόπος επίλυσης είναι η αποκοπή των LSB bits. Η
µεθοδολογία αυτή είναι γνωστή ως truncation. 

◊ ∆υστυχώς για αναπαράσταση αριθµών µε βάση το συµπλήρωµα ως προς δύο
(δηλαδή η συνηθισµένη µορφή αναπαράστασης σε επεξεργαστές σταθερής
υποδιαστολής) η αποκοπή δηµιουργεί εσφαλµένα αποτελέσµατα (εξαιτίας και των
guard bits που χρησιµοποιούνται στο συσσωρευτή) όπως φαίνεται στο επόµενο
παράδειγµα:

Στρογγυλοποίηση και Αποκοπή
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης



17

ΕΣ 08: Επεξεργαστές Ψηφιακών ΣηµάτωνΕΣ 08: Επεξεργαστές Ψηφιακών Σηµάτων

© 2008 Nicolas Tsapatsoulis

◊ Έστω ότι σε κάποιο στάδιο της επεξεργασίας του σήµατος x(n) χρειάζεται
να εκτελεστεί η πράξη MAC (Multiply Add Computation)

y = a*x(k)+b*x(k-1)

Όπου a = 0.667, b=0.333, x(k)=-0.9, x(k-1)=-0.7

◊ O επεξεργαστής έχει µήκος λέξης 4 bits και ο συσσωρευτής έχει µέγεθος 8 
bits. 

◊ Η συντελεστές a, b θα αναπαρασταθούν ως a = 0101 (δηλαδή a =0.625), b = 
0011 (δηλαδή b =0.375)

◊ Οι τιµές x(k) και x(k-1) θα αναπαρασταθούν ως x(k) = 1001 (δηλαδή x(k) = -
0.875), και x(k-1) = 1010 (δηλαδή x(k-1) = -0.750)

◊ Το αποτέλεσµα της πράξης θα είναι y = -1.0156, το οποίο σε συσσωρευτή 8 bits 
µε ένα guard bit θα αναπαρασταθεί ως y = 10111111 (δηλαδή y = -1.0156)

◊ Εφαρµόζοντας αποκοπή στα τελευταία 4 bits θα έχουµε y = 1011 το οποίο
ισοδυναµεί µε τιµή y = -0.625 όταν χρησιµοποιήσουµε το format Q.3 στο οποίο
µε το οποίο αποθηκεύονται οι τιµές στη µνήµη του επεξεργαστή. 

◊ Προφανώς αν χρησιµοποιούσαµε προσέγγιση στη πλησιέστερη τιµή θα είχαµε y 
=-1 (y = 1000) το οποίο είναι πολύ πιο κοντά στο πραγµατικό αποτέλεσµα.     

Παράδειγµα Αποκοπής
Εισαγωγή
Αριθµοί και Αριθµητική Σταθερής
Υποδιαστολής
Αριθµοί και Αριθµητική Κινητής
Υποδιαστολής
Οι Συνέπειες του Πεπερασµένου
Μήκους Λέξης


