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Μέχρι τώρα είδαµε ότι οι γραµµικοί ταξινοµητές µπορούν να
σχεδιαστούν µε τέτοιο τρόπο ώστε να ελαχιστοποιούν το σφάλµα
ταξινόµησης σε γραµµικά διαχωρίσιµα δεδοµένα (αλγόριθµος
Perceptron, SVM) αλλά και σε µη γραµµικά διαχωρίσιµα δεδοµένα
(αλγόριθµος Pocket, SVM)

Υπάρχουν εντούτοις προβλήµατα στα οποία οι γραµµικοί
ταξινοµητές δεν έχουν αποδεκτή απόδοση
Σε τέτοιους είδους προβλήµατα πολυεπίπεδα δίκτυα Perceptron σε
συνδυασµό µε το αλγόριθµο back-propagation αποδεικνύονται
ιδιαίτερα αποτελεσµατικά
Τα πολυεπίπεδα Perceptron αποτελούν µια υποκατηγορία µιας
ευρείας κατηγορίας µη γραµµικών ταξινοµητών που ονοµάζονται
Νευρωνικά ∆ίκτυα.
Άλλα είδη Νευρωνικών ∆ικτύων είναι τα δίκτυα RBF, τα δίκτυα
Hopfiled, κ.λπ.  
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Το απλούστερο µη γραµµικό πρόβληµα
είναι το πρόβληµα XOR (βλέπε σχήµα
και πίνακα αληθείας στα αριστερά).
Είναι εµφανές ότι δεν µπορούµε να
βρούµε µια γραµµή:

για την οποία να ισχύει:

(δηλαδή να διαχωρίζει τις κλάσεις ω1, 
ω2)

Το πρόβληµα XORΕισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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Το πρόβληµα XOR µπορεί να λυθεί
χρησιµοποιώντας δύο γραµµές.
Η κλάση ω2, βρίσκεται εκτός της
σκιαγραµµισµένης περιοχής και η κλάση ω1
βρίσκεται εντός. 
Το XOR πρόβληµα µπορεί να λυθεί σε δύο
βήµατα:

Βήµα 1: Σχεδιάζουµε δύο γραµµές:

Καθεµία από τις γραµµές υλοποιείται
µε µια µηχανή Perceptron (νευρώνας). Η
έξοδος τους θα είναι:

Βήµα 2: Βρίσκουµε τη θέση του x σε σχέση και µε
τις δύο γραµµές (τιµές y1, y2)

Πολυεπίπεδες
Perceptron
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Ισοδύναµα:
Οι υπολογισµοί στο πρώτο βήµα
πραγµατοποιούν µια αντιστοίχιση: 

Η ταξινόµηση γίνεται τώρα στα
µετασχηµατισµένα δεδοµένα y (βλέπε
σχήµα).
Η ταξινόµηση αυτή πραγµατοποιείται από
µια γραµµή (υπερεπιφάνεια) και εποµένως
µπορεί να υλοποιηθεί µέσω µιας µηχανής
Perceptron.

Οι υπολογισµοί στο πρώτο βήµα εκτελούν µια
αντιστοίχιση η οποία µετασχηµατίζει το µη
γραµµικά διαχωρίσιµο πρόβληµα σε διαχωρίσιµο

Πολυεπίπεδες
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Η αρχιτεκτονική του συνολικού ταξινοµητή
για το πρόβληµα XOR φαίνεται στο σχήµα.
Η αρχιτεκτονική αυτή είναι γνωστή ως µηχανή
Perceptron δύο επιπέδων µε ένα κρυφό (hidden)
(δύο εσωτερικοί νευρώνες) επίπεδο και ένα
επίπεδο εξόδου (εξωτερικός νευρώνας)

Η συνάρτηση ενεργοποίησης f όλων των
νευρώνων δίνει έξοδο 0 ή 1.

Τα δεδοµένα εισόδου καθορίζουν το επίπεδο
εισόδου το οποίο όµως δεν πραγµατοποιεί
κάποια επεξεργασία.

Συνολικά η µηχανή Perceptron δύο επιπέδων του
παραδείγµατος υλοποιεί τις γραµµές
(υπερεπίπεδα) που δίνονται από τις σχέσεις
στα αριστερά (<=).

Perceptron δύο επιπέδωνΕισαγωγή
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Η αντιστοίχιση που πραγµατοποιείται στο πρώτο
επίπεδο µετασχηµατίζει τα δεδοµένα εισόδου στις
κορυφές ενός τετραγώνου µοναδιαίας πλευράς, 
δηλαδή στα σηµεία (0, 0), (0,1), (1,0), (1,1). 

Στη γενική περίπτωση (βλέπε σχήµα) έχουµε:

και η αντιστοίχιση του διανύσµατος x γίνεται σε µια
από τις κορυφές ενός υπερκύβου Hp. 
Η αντιστοίχιση αυτή επιτυγχάνεται από τα p
υπερεπίπεδα που ορίζουν οι εσωτερικοί νευρώνες. 
Η έξοδος καθενός από αυτούς τους νευρώνες είναι
είτε µηδέν (0) είτε ένα (1) ανάλογα µε τη σχετική
θέση του x ως προς το υπερεπίπεδο.  

Ταξινόµηση από τη µηχανή
Perceptron δύο επιπέδων

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
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Οι τοµές των υπερεπιπέδων ορίζουν
περιοχές (βλέπε σχήµα) στον l-διάστατο
χώρο. Κάθε περιοχή αντιστοιχεί σε µια
κορυφή του υπερκύβου. 
Για παράδειγµα η περιοχή 001 βρίσκεται:
στην αρνητική (-) πλευρά της g1(x)=0

στην αρνητική (-) πλευρά της g2(x)=0

στη θετική (+) πλευρά της g3(x)=0

Ο νευρώνας εξόδου υλοποιεί ένα
υπερεπίπεδο στο µετασχηµατισµένο χώρο y,
το οποίο διαχωρίζεις κάποιες κορυφές από
κάποιες άλλες.
Συγκεκριµένα µπορεί να διαχωρίσει περιοχές
των οποίων η ένωση ορίζει µια συνεχή
περιοχή αλλά όχι κάθε συνδυασµό περιοχών

Ταξινόµηση από τη µηχανή
Perceptron δύο επιπέδων (ΙΙ)
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Για τα δεδοµένα του σχήµατος στα
αριστερά (κόκκινα κλάση ω1, 
πράσινα κλάση ω2) να βρείτε µια
µηχανή Perceptron δύο επιπέδων
που να τα ταξινοµεί σωστά.

Ζητούµενα:

g1(x), g2(x), g(y)
f(•)

Παράδειγµα
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Οι παρακάτω γραµµές διαχωρίζουν τον διδιάστατο χώρο σε επτά
περιοχές:

1. Να σχηµατίσετε τις ανωτέρω περιοχές
2. Να βρείτε σε ποιά κορυφή του κύβου αντιστοιχείται κάθε περιοχή
3. Αν οι περιοχές 110 και 001 σχηµατίζουν την κλάση ω1 και οι υπόλοιπες

την κλάση ω2 να ελέγξετε κατά πόσο το ανωτέρω πρόβληµα ταξινόµησης
είναι επιλύσιµο µε µια µηχανή perceptron δύο επιπέδων. Αν είναι βρείτε
την επιφάνεια διαχωρισµού των κλάσεων (δηλαδή τη συνάρτηση g(y))

Παράδειγµα ΙΙ

0)(

0
4
1)(

0)(

213

22

211

=−=

=−=

=+=

xxxg

xxg

xxxg

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα

ΚΕΣ 03: Αναγνώριση Προτύπων και Ανάλυση Εικόνας

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Η αρχιτεκτονική της µηχανής Perceptron τριών επιπέδων φαίνεται
στο σχήµα.
Η µηχανή Perceptron τριών επιπέδων µπορεί να διαχωρίσει οποιοδήποτε
συνδυασµό περιοχών στο µετασχηµατισµένο χώρο y.

Η βασική ιδέα είναι παρόµοια µε αυτή του XOR προβλήµατος: 
Χρησιµοποιούµε περισσότερα από ένα υπερεπίπεδα για να διαχωρίσουµε
το χώρο
Τα υπερεπίπεδα αυτά συνδυάζονται στο επίπεδο εξόδου για τον τελικό
διαχωρισµό σε δύο κλάσεις.

Μηχανή Perceptron τριών
επιπέδων

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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Η µηχανή Perceptron τριών επιπέδων µπορεί να διαχωρίσει
οποιοδήποτε συνδυασµό περιοχών διότι: 
Για κάθε κορυφή του υπερκύβου που ανήκει στην κλάση ω1 µπορούµε να
ορίσουµε ένα υπερεπίπεδο που διαχωρίζει αυτή την περιοχή (+) από
όλες τις άλλες (-).

Το επίπεδο εξόδου υλοποιεί µια συνάρτηση OR (όλων των κορυφών που
ανήκουν στην κλάση ω1).

Συνοπτικά:

Το πρώτο κρυφό επίπεδο δηµιουργεί τις
υπερεπιφάνειες διαχωρισµού
Το δεύτερο σχηµατίζει τις περιοχές
Το επίπεδο εξόδου σχηµατίζει τις κλάσεις

Μηχανή Perceptron τριών
επιπέδων (ΙΙ)

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
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Οι παρακάτω γραµµές διαχωρίζουν τον διδιάστατο χώρο σε επτά
περιοχές:

1. Αν οι περιοχές 110 και 001 σχηµατίζουν την κλάση ω1 και οι υπόλοιπες
την κλάση ω2 να βρείτε τις υπερεπιφάνειες διαχωρισµού των κλάσεων
(δηλαδή τις συνάρτησεις q1(y), q2(y)) καθώς και την συνάρτηση εξόδου (OR)

Παράδειγµα ΙΙΙ
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Με τον όρο σχεδίαση αναφερόµαστε στην εύρεση, µε συστηµατικό τρόπο,
των συναρτήσεων αντιστοίχισης (πρώτο επίπεδο),  σχηµατισµού περιοχών
(δεύτερο επίπεδο), και διαχωρισµού κλάσεων (επίπεδο εξόδου) από ένα
σύνολο διανυσµάτων εκπαίδευσης [x1, x2, …, xN] για τα οποία είναι γνωστές
οι κλάσεις στις οποίες ανήκουν.
Υπάρχουν δύο βασικές κατευθύνσεις όσον αφορά τη σχεδίαση πολυεπίπεδων
µηχανών Perceptron:
Κατασκευή perceptron τριών επιπέδων για ορθή ταξινόµηση όλων των
διανυσµάτων εκπαίδευσης µε χρήση της µεθοδολογίας που περιγράφηκε
στις προηγούµενες διαφάνειες. Προφανώς σε αυτή την περίπτωση η δοµή
του δικτύου Perceptron δεν είναι γνωστή και πρέπει να προκύψει από τη
διαδικασία µάθησης. 
Με δεδοµένη µια δοµή για το δίκτυο Perceptron υπολογίζουµε τα
συναπτικά βάρη wij, wi0 για την ελαχιστοποίηση ενός κριτηρίου κόστους. Η
µεθοδολογία αυτή δεν οδηγεί πάντα σε ορθή ταξινόµηση όλων των
διανυσµάτων εκπαίδευσης.

Σχεδίαση πολυεπίπεδων
µηχανών Perceptron

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα

ΚΕΣ 03: Αναγνώριση Προτύπων και Ανάλυση Εικόνας

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Ο αλγόριθµος back-
propagation εφαρµόζεται σε
πολυεπίπεδα δίκτυα
Perceptron όπως αυτό του
σχήµατος
Συµβολισµοί:
Είσοδος => 

∆ιάνυσµα x = [x1 x2 …xL]T

Έξοδος => z = [z1 z2 … zk]T

Νευρώνας im => i-στός
νευρώνας m-στού επιπέδου

Συναπτικά βάρη wij
m => Βάρος

που συνδέει τον i-στο νευρώνα
του m-στού επιπέδου µε τον j-
στο νευρώνα του αµέσως
προηγούµενου επιπέδου

Ο αλγόριθµος back-
propagation

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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Ο αλγόριθµος back-propagation είναι µια επαναληπτική διαδικασία
υπολογισµού των συναπτικών βαρών [wik

j wi0
j] σε ένα πολυεπίπεδο δίκτυο

Perceptron µε τη βοήθεια των δεδοµένων εκπαίδευσης (xq, dq), q = 1,2, …,N, 
όπου:
xq = [xq1 xq2 …xqL]T το q-στο διάνυσµα εισόδου διάστασης L (xq є RL)
dq: η επιθυµητή έξοδος του διανύσµατος xq, µέσω της οποίας παράγεται η
τελική κλάση στην οποία ανήκει (1 => κλάση ω1, 0=> κλάση ω2)
Επειδή στον αλγόριθµο back-propagation βελτιστοποιείται ένα κριτήριο
κόστους (και όχι στο σφάλµα ταξινόµησης) είναι επιθυµητό οι συναρτήσεις
ενεργοποίησης f (•) των νευρώνων να έχουν συνεχή µορφή ώστε να είναι
παραγωγίσιµες:
Η συνάρτηση ενεργοποίησης

της µηχανής Perceptron δεν είναι αποδεκτή

Αντίθετα η σιγµοειδής συνάρτηση:

έχει παρόµοια συµπεριφορά αλλά επιπλέον είναι και παραγωγίσιµη

Ο αλγόριθµος back-
propagation (ΙΙ)

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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Η σιγµοειδής συνάρτηση µε
κατάλληλη τιµή του α προσεγγίζει
την βηµατική συνάρτηση αλλά
εξακολουθεί να είναι
παραγωγίσιµη.
Η παράγωγος της σιγµοειδούς
συνάρτησης δίνεται από τη σχέση:

Μορφή σιγµοειδούς
συνάρτησης

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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Βήµατα:
Ορισµός µιας συνάρτησης κόστους J. Η συνηθέστερη επιλογή είναι η
συνάρτηση σφάλµατος ελαχίστων τετραγώνων (least squares error).

Το σφάλµα ορίζεται ως η διαφορά ανάµεσα στο επιθυµητό διάνυσµα εξόδου
dq του διανύσµατος xq και την πραγµατική έξοδο zq που δίνει το συγκεκριµένο
διάνυσµα:

Ορισµός µιας επαναληπτικής διαδικασίας βελτιστοποίησης
(ελαχιστοποίησης) της συνάρτησης κόστους ως προς τα συναπτικά βάρη
wij

m. Η συνηθέστερη επιλογή είναι η χρήση της µεθόδου κατάβασης κατά τη
µέγιστη κλίση (Gradient descent). Εναλλακτικές επιλογές:

Αλγόριθµος Newton
Συζυγής κλίση (Conjugate gradient)

Υπολογισµός συναπτικών
βαρών

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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Η διαδικασία εύρεσης των συναπτικών βαρών είναι ένα µη γραµµικό
πρόβληµα βελτιστοποίησης εξαιτίας της συνάρτησης ενεργοποίησης f(•) η
οποία στις περισσότερες περιπτώσεις είναι µη γραµµική (π.χ. η σιγµοειδής
συνάρτηση).
Στην περίπτωση της µεθόδου κατάβασης κατά τη µέγιστη κλίση η
επαναληπτική διαδικασία υπολογισµού των συναπτικών βαρών
περιγράφεται από τις σχέσεις: 

Υπολογισµός συναπτικών
βαρών (ΙΙ)

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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∆ιαδικασία:
1. Αρχικοποίηση των συναπτικών βαρών µε µικρές τυχαίες τιµές
2. Υπολογισµός της κλίσης της συνάρτησης κόστους σε σχέση µε τα

συναπτικά βάρη από το τελευταίο επίπεδο (επίπεδο εξόδου) προς τα
πίσω

3. ∆ιόρθωση των βαρών µε µεταβολή αντίθετα προς την κλίση της
συνάρτησης κόστους

4. Επανάληψη των βηµάτων (2)-(3) µέχρι την ικανοποίηση ενός κριτηρίου
τερµατισµού (π.χ. πολύ µικρή µεταβολή των βαρών)

Υπάρχουν δύο διαφορετικές προσεγγίσεις ως προς την διόρθωση των
βαρών

1. ∆ιόρθωση µετά από τον υπολογισµό της εξόδου κάθε προτύπου (Pattern 
mode)

2. ∆ιόρθωση µετά από την εφαρµογή του συνόλου των δεδοµένων
εκπαίδευσης – προτύπων (Batch mode) 

Υπολογισµός των βαρών
στον back-propagation

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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Σχηµατική αναπαράσταση
του back-propagation

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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Έστω ότι έχουµε κριτήριο κόστους το τετραγωνικό σφάλµα:

όπου d η επιθυµητή έξοδος για το διάνυσµα εισόδου x και z η έξοδος του
δικτύου υπολογισµένη µε τα τρέχοντα βάρη.
Η διόρθωση των βαρών στο δεύτερο επίπεδο δίνεται από τις σχέσεις:

όπου 0<µ<1 είναι το βήµα προσαρµογής, f’(•) είναι η παράγωγος της
συνάρτησης ενεργοποίησης, y είναι το διάνυσµα των εξόδων του πρώτου
επιπέδου, και wi

(2) είναι το διάνυσµα συναπτικών βαρών που εισέρχονται
στον i-στο νευρώνα του δευτέρου επιπέδου.

Εξισώσεις διόρθωσης των
βαρών

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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Η διόρθωση των βαρών στο πρώτο
επίπεδο δίνεται από τις σχέσεις:

όπου x είναι το πρότυπο εισόδου,  
wj

(1) είναι το διάνυσµα συναπτικών
βαρών που εισέρχονται στον j-στο
νευρώνα του πρώτου επιπέδου, και
uj είναι το διάνυσµα συναπτικών
βαρών που εξέρχονται από τον j-στο
νευρώνα του πρώτου επιπέδου

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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Η εφαρµογή του αλγορίθµου back-propagation απαιτεί τη ρύθµιση
κάποιων παραµέτρων εξαρχής: 
Κριτήριο κόστους

Μέσο τετραγωνικό σφάλµα (Least Mean Squares Error –LMS Error):

όπου dm(i) είναι η επιθυµητή έξοδος από τον m νευρώνα εξόδου για το
πρότυπο i (µπορεί να είναι 0 ή 1) και zm(i) η πραγµατική έξοδος (στον ίδιο
νευρώνα και για το ίδιο πρότυπο) η οποία κυµαίνεται στο διάστηµα [0 1]

∆ιασταυρούµενη εντροπία (Cross Entropy)

Επιλογή ΠαραµέτρωνΕισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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Μέγεθος δικτύου Perceptron
Συνήθως επιλέγεται δίκτυο µε ένα µόνο κρυφό (hidden) επίπεδο. Οι
νευρώνες εξόδου καθορίζονται από τον αριθµό των κλάσεων στα οποία
θα ταξινοµήσουµε τα δεδοµένα. Εποµένως η επιλογή αφορά το πλήθος
των νευρώνων στο κρυφό επίπεδο (p). Υπάρχουν δύο βασικές
προσεγγίσεις: 

Μέθοδοι κλαδέµατος (pruning techniques). Ξεκινάµε από ένα δίκτυο µε
πολλούς κόµβους και σταδιακά αφαιρούµε τους πιο ανενεργούς µε χρήση
διαφόρων κριτηρίων

Μέθοδοι σύνθεσης (constructive techniques). Ξεκινάµε από ένα δίκτυ µε
λίγους κόµβους και προσθέτουµε νέους µε στόχο τη βελτίωση της
ταξινόµησης

Γενικά πολλοί κόµβοι στο εσωτερικό επίπεδο οδηγούν σε εύκολη µάθηση αλλά σε
πολλές περιπτώσεις φτωχή γενικευτική ικανότητα. Αντίθετα λίγοι κόµβοι µπορεί να
µας οδηγήσουν σε ένα τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης κόστους (µη επαρκής λύση). 
Έχουν όµως καλύτερη γενικευτική ικανότητα

Επιλογή Παραµέτρων (II)Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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1. Πιθανή σύγκλιση σε τοπικό ελάχιστο:

2. Φτωχή γενίκευση

Προβλήµατα του back-
propagation

Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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Κατά την εφαρµογή του αλγορίθµου back-propagation στην m-στη
επανάληψη έχουµε:
Είσοδο το πρότυπο x = [2 3]Τ το οποίο έχει επιθυµητή έξοδο d = [0 1]Τ

Πίνακα βαρών στο πρώτο επίπεδο W1 = [w1
(1) w2

(1) ... wp
(1)] (η τελευταία

γραµµή του πίνακα W1 αντιστοιχεί στα κατώφλια wi0
(1) των κόµβων):

Πίνακα βαρών στο δεύτερο επίπεδο W2 = [w1
(2) w2

(2) … wk
(2)] (η τελευταία

γραµµή του πίνακα W2 αντιστοιχεί στα κατώφλια wi0
(2) των κόµβων):

Παραδείγµατα
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Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
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Ζητούµενα:
1. Να σχηµατίσετε το δίκτυο
2. Να υπολογίσετε την έξοδο y του κρυφού επιπέδου για το πρότυπο x.
3. Να υπολογίσετε την έξοδο z του δικτύου για το πρότυπο x
4. Να εφαρµόσετε τον αλγόριθµο back-propagation για τον υπολογισµό των

πινάκων W1, W2 στην m+1 επανάληψη (µετά την εφαρµογή της εισόδου
x)

Θεωρήστε ότι όλοι οι κόµβοι έχουν συνάρτηση ενεργοποίησης:

για την οποία ισχύει:

Παραδείγµατα (II)Εισαγωγή
Πολυεπίπεδες Perceptron
Ο αλγόριθµος back-propagation
Επιλογή παραµέτρων
Παραδείγµατα
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