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Η εφαρµογή της ταξινόµησης σύµφωνα µε τον κανόνα του
Bayes απαιτεί τη γνώση των κατανοµών πιθανότητας
p(x|ωi), i =1,2, …,M

Αν οι ανωτέρω κατανοµές δεν είναι γνωστές πρέπει να
εκτιµηθούν από ένα σύνολο διανυσµάτων {x1, x2, …, xN} για τα
οποία είναι γνωστές οι κλάσεις στις οποίες ανήκουν

Υπάρχουν δύο βασικές κατηγορίες εκτίµησης κατανοµών
πιθανότητας:
Παραµετρικές. Η µορφή της συνάρτησης κατανοµής (π.χ. Gaussian, 
Rayleigh, Poison) είναι γνωστή και χρειάζεται να εκτιµηθούν οι
παράµετροι της
Μη παραµετρικές. ∆εν υπάρχει καµία γνώση της µορφής της
κατανοµής. Αυτή απλά εκτιµάται από τα δεδοµένα εκπαίδευσης

ΕισαγωγήΕισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
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Ο ταξινοµητής k-NN
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Ο κανόνας ταξινόµησης του Bayes µας λέει:
∆εδοµένου του x ταξινόµησε το σύµφωνα µε τον κανόνα:

όπου P(ωi|x) είναι η εκ των υστέρων (a-posteriori) πιθανότητα το
x να ανήκει στην κλάση ωi. 

Κανόνας του Bayes

ijxPxP ji ≠∀>   )()( ωω
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Σε κάποιες περιπτώσεις η µορφή των κατανοµών
πιθανότητας είναι γνωστή και χρειάζεται απλά να
εκτιµηθούν οι παράµετροι της κατανοµής
Στην (πολυδιάστατη) κατανοµή Gauss Ν(µ,Σ) οι παράµετροι µ, Σ. 
Στη µονοδιάστατη εκθετική κατανοµή οι παράµετροι α, λ. 
Στη πολυδιάστατη κατανοµή Bernouli το διάνυσµα θ.

Στις ανωτέρω περιπτώσεις η εκτίµηση των συναρτήσεων
κατανοµής πιθανότητας πραγµατοποιείται µε την εκτίµηση
των αγνώστων παραµέτρων
Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι παραµετρικής εκτίµησης. Οι πιο
συχνά χρησιµοποιούµενες αναλύονται στη συνέχεια

Παραµετρικές µέθοδοιΕισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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Η µέθοδος της µεγίστης πιθανοφάνειας (ML–Maximum Likelihood)
µε δεδοµένο ένα σύνολο από διανύσµατα παρατήρησης
{x1,x2,…,xN} που ανήκουν στην κλάση ωi, επιλέγει τις
παραµέτρους θi της κατανοµής p(x|ωi) ώστε να µεγιστοποιείται η
συνολική πιθανότητα των διανυσµάτων παρατήρησης
Παράδειγµα: Το σχήµα µας δείχνει το ιστόγραµµα των τιµών 1000 
παρατηρήσεων για τις οποίες γνωρίζουµε ότι ακολουθούν την
κανονική κατανοµή (µε άγνωστες τιµές για το µ, και σ). 
Επιλέξτε τις τιµές µ και σ σύµφωνα µε τον κανόνα της µέγιστης
πιθανοφάνειας
Υπόδειξη: Για κανονικές κατανοµές Ν(µ,σ2) ισχύουν τα κατωτέρω:   

Μέθοδος µέγιστης
πιθανοφάνειας

Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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Μέθοδος µέγιστης
πιθανοφάνειας (II)

Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
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Μέθοδος µέγιστης
πιθανοφάνειας (III)

Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
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Μέθοδος µέγιστης
πιθανοφάνειας (IV)
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Παράδειγµα
Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN

α
α
αα

µµ

µ

µ

µ

µ

µµ

π

µ

µµµµ

µµµ

A
A

AA

x
N

xΣ

L

L

L

xΣx

Σ

xp

xΣxCxpL

xpxpxxxΣNxp

T
T

k

N

kMLk

N

k

l

k
T

klk

k
T

k

N

kk

N

k

kkN

2
)(

10)(
.
.
.

)(

)(

))()(
2
1exp(

)2(

1);(

)()(
2
1);(ln)(

);()(,...,,),()(

1
1

1

1

1

2
1

2

1

11

21

=
∂

∂
⇒=

Σ=⇒=−Σ=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

≡
∂

∂

−−−=

−−Σ−=Π=

≡

=

−

=

−

−

==

Αν   :Υπόδειξη

άγνωστο,   :  :

ΚΕΣ 03: Αναγνώριση Προτύπων και Ανάλυση Εικόνας

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Έστω οι τιµές παρατήρησης {x1,x2,…,xN} που είναι γνωστό ότι
προέρχονται από την κατανοµή

Να εκτιµηθεί η τιµή της παραµέτρου θ µε τη µέθοδο της µεγίστης
πιθανοφάνειας

Παράδειγµα (II)
Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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Η µέθοδος της µεγίστης εκ των υστέρων πιθανότητας (MAP–
Maximum Aposteriori Probability) θεωρεί ότι το διάνυσµα
παραµέτρων θ είναι ένα τυχαίο διάνυσµα µε γνωστή κατανοµή
πιθανότητας p(θ). 
Με δεδοµένο ένα σύνολο από διανύσµατα παρατήρησης X =
{x1,x2,…,xN} η εκτίµηση του διανύσµατος θ πραγµατοποιείται µε
µεγιστοποίηση της συνάρτησης της εκ των υστέρων πιθανότητας:

Από τον κανόνα του Bayes έχουµε:

Μέθοδος της µέγιστης εκ των
υστέρων πιθανότητας

Εισαγωγή
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Υπολογισµός του διανύσµατος παραµέτρων θ:

Μέθοδος της µέγιστης εκ των
υστέρων πιθανότητας (II)
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Ο ταξινοµητής k-NN
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Έστω ότι ζητάµε να εκτιµήσουµε το µέσο διάνυσµα µ µιας
πολυδιάστατης κανονικής κατανοµής N(µ,σI), για την οποία
γνωρίζουµε ότι το διάνυσµα της µέσης τιµής ακολουθεί επίσης
κανονική κατανοµή N(µ,σµI):

Παράδειγµα
Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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Τα µεικτά µοντέλα (mixture models) προσεγγίζουν µια
άγνωστη κατανοµή πιθανότητας συνδυάζοντας πολλές
κατανοµές. 
Αποδεικνύεται ότι µε συνδυασµό κατανοµών µπορεί να
προσεγγίσουµε οποιαδήποτε άγνωστη κατανοµή

Εργαζόµενοι όπως και πριν µε παραµετρική µοντελοποίηση έχουµε:

Ο στόχος είναι η εκτίµηση των δεδοµένου του
συνόλου

Μεικτά µοντέλα
Εισαγωγή
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Μπορούµε να εφαρµόσουµε τη µέθοδο µεγίστης πιθανοφάνειας όπως
και πριν:

Η διαφορά είναι ότι τώρα χρειάζεται να εκτιµηθούν οι εκ των
προτέρων πιθανότητες Pj, j = 1,2,…,J για τις επιµέρους κατανοµές οι
οποίες δεν είναι άµεσα παρατηρήσιµες από το σύνολο X.
Το ανωτέρω πρόβληµα είναι ένα χαρακτηριστικό πρόβληµα µη
πλήρους συνόλου δεδοµένων (incomplete data set)
Μια πολύ διαδεδοµένη µέθοδος για την επίλυση τέτοιων
προβληµάτων είναι ο αλγόριθµος EM (Expectation Maximization)

Μεικτά µοντέλα (II)
Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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Γενική θεώρηση:
Έστω
τα οποία δεν είναι άµεσα παρατηρήσιµα
Αντίθετα παρατηρήσιµος είναι ο υπόχωρος x

Προφανώς για το µη παρατηρήσιµο µέρος των διανυσµάτων y 
µπορεί να έχει οποιαδήποτε τιµή

Ο αλγόριθµος ΕΜ συµπληρώνει τα ελλειπή δεδοµένα αναθέτοντας
σε αυτά τις πιθανότερες τιµές (αναµενόµενες)
Στο προηγούµενο παράδειγµα οι εκτιµήσεις για τις εκ των
προτέρων πιθανότητες Pj, j=1,2,…,J βασίζονται στην τρέχουσα
εκτίµηση των παραµέτρων θ.

Ο αλγόριθµος ΕΜ
Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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Έστω:

Αυτό που ζητάµε να υπολογίσουµε είναι: 

Αλλά δυστυχώς τα yk δεν είναι παρατηρήσιµα
Ο αλγόριθµος ΕΜ µεγιστοποιεί την αναµενόµενη τιµή για τα yk
δεδοµένων των xk και της τρέχουσας των αγνώστων παραµέτρων
θ.

Ο αλγόριθµος ΕΜ (II)
Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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Ο αλγόριθµος εκτελείται σε δυο βήµατα:
Εύρεση της αναµενόµενης τιµής Q(θ;θ(t)) για τις τιµές των yk
δεδοµένων των Χ= {x1, x2, …, xN} και της τρέχουσας εκτίµησης για
τις παραµέτρους θ(t).

E-step: 

Εύρεση της νέας εκτίµησης θ(t+1) για τις άγνωστες παραµέτρους
µε µεγιστοποίηση της αναµενόµενης τιµής

Μ-step:

Ο αλγόριθµος ΕΜ (III)
Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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Ο αλγόριθµος ΕΜ εφαρµόζεται στην εκτίµηση των αγνώστων
κατανοµών µε χρήση µεικτών µοντέλων:
Πλήρη δεδοµένα:

jk η κατανοµή από την οποία δηµιουργείται το διάνυσµα xk.

Παρατηρήσιµα είναι µόνο τα xk και όχι οι τιµές jk

Θεωρώντας ότι τα διανύσµατα παρατήρησης xk είναι µεταξύ τους
ανεξάρτητα λαµβάνουµε τη λογαριθµική µορφή της συνάρτησης
πιθανοφάνειας ως ακολούθως:

Ο αλγόριθµος ΕΜ στην
προσέγγιση κατανοµών

Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN

Nkjx kk ,...,2,1 ),,( =
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Άγνωστες παράµετροι:

E-step:

M-step:

Ο αλγόριθµος ΕΜ στην
προσέγγιση κατανοµών (ΙΙ)

Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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Στις µη παραµετρικές µεθόδους η συναρτήσεις πυκνότητας
πιθανότητας δεν έχουν µια προδιαγεγραµµένη µορφή.
Μπορούν να είναι απλά το ιστόγραµµα των εκτιµήσεων
πιθανότητας σε ένα εύρος τιµών των διανυσµάτων παρατήρησης

Μη παραµετρικές
µέθοδοι

Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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∆ιαιρούµε το πολυδιάστατο χώρο σε υπερκύβους:

Ορίζουµε τη συνάρτηση

∆ηλαδή ένα υπερκύβο µε πλευρά 1 και κεντραρισµένο στο 0

Υπάρχει ένα πρόβληµα:

Για εξοµάλυνση ορίζουµε τα παράθυρα Parzen µέσω κάποιων
συναρτήσεων πυρήνα (kernel functions – παράδειγµα Ν(0,I):

Μέθοδος παραθύρων Parzen
Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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Μεταβλητότητα:
Όσο µικρότερο είναι το h τόσο µεγαλύτερη είναι η διασπορά

Όσο µεγαλύτερο το Ν τόσο καλύτερη
η ακρίβεια της εκτίµησης

Μέθοδος παραθύρων Parzen (ΙΙ)
Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN

h=0.1, N=1000 h=0.8, N=1000
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Εφαρµογή της µεθόδου στη ταξινόµηση µε τον κανόνα Bayes:

Μέθοδος παραθύρων Parzen (ΙΙI)
Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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Μέθοδος Parzen
Ο όγκος του κάθε υπερκύβου
Ο αριθµός των σηµείων εντός κάθε υπερκύβου κυµαίνεται

Μέθοδος k-NN
Ο αριθµός των σηµείων διατηρείται σταθερός
Ο όγκος αυξάνεται

Μέθοδος k-NN (II)Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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Η κατάρα της διάστασης (curse of dimensionality)
Σε όλες τις µεθόδους µη παραµετρικής εκτίµησης όσο περισσότερα σηµεία
Ν λαµβάνονται σε κάθε υπερκύβο τόσο καλύτερη εκτίµηση έχουµε για τη
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

Αν στη µονοδιάστατη περίπτωση (οι παρατηρήσεις είναι απλά
µεµονωµένες τιµές και όχι διανύσµατα) απαιτούνται N σηµεία σε κάθε
διάστηµα εύρους h τότε στη πολυδίαστατη περίπτωση (διανύσµατα
µήκους l) απαιτούνται Νl σηµεία για καλή εκτίµηση.  

Η εκθετική αύξηση των απαιτούµενων σηµείων µε την αύξηση της
διάστασης του διανύσµατος ονοµάζεται κατάρα της διάστασης

Ο απλοϊκός ταξινοµητής
Bayes

Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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Έστω και ότι επιθυµούµε να εκτιµήσουµε τις κατανοµές
i = 1, 2, …, M. 

Για αποτελεσµατική εκτίµηση χρειάζονται Nℓ σηµεία (διανύσµατα
παρατήρησης). 

Υποθέτοντας ότι όλα τα στοιχεία των διανυσµάτων είναι µεταξύ
τους ανεξάρτητα (x1, x2 ,…, xℓ mutually independent). Τότε:

Σε αυτή την περίπτωση απαιτούνται N σηµεία για κάθε συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας. Εποµένως ένας συνολικός αριθµός της τάξης των
N·ℓ σηµείων είναι αρκετός.
Η ανωτέρω εκτίµηση οδηγεί στο απλοϊκό ταξινοµητή Bayes (δηλαδή
εφαρµογή της ταξινόµησης Bayes µε βάση την απλοϊκή εκτίµηση της
κατανοµής)

Ο απλοϊκός ταξινοµητής
Bayes (ΙΙ)

Εισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN

lℜ∈x
( )ixp ω|

( ) ( )∏
=

=
l

1

||
j

iji xpxp ωω

ΚΕΣ 03: Αναγνώριση Προτύπων και Ανάλυση Εικόνας

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Έστω ένα διάνυσµα εισόδου x. Επιλέγουµε τα k πλησιέστερα σε
αυτό διανύσµατα παρατήρησης (από το σύνολο των N)
Από τα k αυτά διανύσµατα τα ki ανήκουν στην κατηγορία ωi.

Ανέθεσε το x σύµφωνα µε τον κανόνα:

Στην απλούστερη περίπτωση k=1 !!!
Για µεγάλο αριθµό δειγµάτων Ν η προσέγγιση αυτή δεν απέχει
πολύ από τον βέλτιστο ταξινοµητή (κανόνας Bayes).
Έστω PB η πιθανότητα σφάλµατος ταξινόµησης µε τον κανόνα Bayes
και PNN η αντίστοιχη πιθανότητα στον ταξινοµητή 1-ΝΝ. Ισχύει:

Ο ταξινοµητής k-NNΕισαγωγή
Παραµετρικές µέθοδοι
Μη παραµετρικές µέθοδοι
Ο απλοϊκός ταξινοµητής Bayes
Ο ταξινοµητής k-NN
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