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Τυπικές εφαρµογές αναγνώρισης προτύπων
Υπολογιστική όραση
Οπτική αναγνώριση χαρακτήρων (OCR)

∆ιάγνωση µε τη βοήθεια υπολογιστή
Αναγνώριση οµιλίας
Αναγνώριση προσώπων
Ταυτοποίηση προσώπων από βιοµετρικά χαρακτηριστικά
(δακτυλικά αποτυπώµατα, γεωµετρία παλάµης, κ.ο.κ)

Στόχος: Ταξινόµησε άγνωστα αντικείµενα – πρότυπα – στη
σωστή κατηγορία.  Η διαδικασία αυτή είναι γνωστή και ως
ταξινόµηση ή κατηγοριοποίηση (classification)
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Χαρακτηριστικά:

Μετρήσιµες ποσότητες οι οποίες εξάγονται από τα πρότυπα. Η
ταξινόµηση των προτύπων σε κάποια κατηγορία βασίζεται στις
τιµές των χαρακτηριστικών

∆ιανύσµατα χαρακτηριστικών: 
Ένα σύνολο από χαρακτηριστικά
συνιστούν ένα διάνυσµα χαρακτηριστικών:
Τα διανύσµατα χαρακτηριστικών θεωρούνται ως τυχαία
διανύσµατα δεδοµένου ότι οι τιµές τους δεν είναι σταθερές για το
πλήθος των προτύπων µιας κατηγορίες. Επιπλέον τα σφάλµατα
κατά τη διάρκεια των µετρήσεων ενισχύουν τη θεώρηση αυτή

Αναπαράσταση προτύπων
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Η δοµή ενός ταξινοµητή εµφαίνεται στο
διπλανό σχήµα:

∆ύο κατηγορίες ταξινόµησης:
Supervised (ταξινόµηση µε επίβλεψη):  
Πρότυπα των οποίων η κατηγορία είναι εκ
των προτέρων γνωστή χρησιµοποιούνται
για την εκπαίδευση του ταξινοµητή.
Unsupervised (ταξινόµηση χωρίς επίβλεψη):  
∆εν υπάρχουν διαθέσιµα πρότυπα για
εκπαίδευση και το πλήθος των κατηγοριών
είναι άγνωστο

Ο ταξινοµητής απαρτίζεται από ένα σύνολο
συναρτήσεων του x (f1(x), f2(x),…, fM(x)) οι
οποίες ανάλογα µε την τιµή τους καθορίζουν
σε ποια κατηγορία ανήκει το πρότυπο µε
διάνυσµα αναπαράστασης x.

Ταξινοµητές

sensor

feature
generation

feature 
selection

classifier
design

system
evaluation

Patterns
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Η στοχαστική υφή των διανυσµάτων αναπαράστασης των
προτύπων οδηγεί στη θεωρία Bayes, η οποία προτείνει την
ταξινόµηση του διανύσµατος:

στην πιθανότερη από τις κατηγορίες: 

δεδοµένης της τιµής του διανύσµατος x:
maximum

Θεωρία Bayes και
ταξινόµηση

Εισαγωγή
Θεωρία Bayes και ταξινόµηση
Συναρτήσεις διαχωρισµού
Ταξινοµητές Bayes για κανονικές
κατανοµές
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Η εκ των υστέρων πιθανότητες i =1,2, …M 
υπολογίζονται µε βάση τον κανόνα του Bayes
Κανόνας Bayes (M=2)

όπου

Εκ των προτέρων (a-priori) πιθανότητες:
Πιθανοφάνεια (likelihood) του x ως προς τη κλάση ωi: 

Υπολογισµός της εκ-των υστέρων
(a-posteriori) πιθανότητας
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Για Μ = 2 (δύο κατηγορίες-κλάσεις):
∆εδοµένου του x ταξινόµησε το σύµφωνα µε τον κανόνα:

ή ισοδύναµα:

Για ισοπίθανες κατηγορίες ο κανόνας απλοποιείται σε:

Κανόνας ταξινόµησης Bayes
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Κανόνας ταξινόµησης Bayes (ΙΙ)

)()( 2211 ωω →→ RR  and 
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Με βάση το προηγούµενο σχήµα:

∆ιαιρούµε το πεδίο τιµών του διανύσµατος x σε δύο
περιοχές R1, R2.

Πιθανότητα εσφαλµένης ταξινόµησης:
Το εµβαδόν της σκιασµένης περιοχής:

Ο ταξινοµητής Bayes είναι βέλτιστος όσον αφορά την
ελαχιστοποίηση του σφάλµατος ταξινόµησης

Κανόνας ταξινόµησης Bayes (III)
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Κανόνας ταξινόµησης Bayes (IV)

Πραγµατικά: µετακινώντας το σηµείο διαίρεσης των
περιοχών (x0) η σκιασµένη περιοχή αυξάνει κατά το
εµβαδό της γκρι περιοχής
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Για Μ > 2 (περισσότερες από δύο κατηγορίες-κλάσεις):
∆εδοµένου του x ταξινόµησε το σύµφωνα µε τον κανόνα:

Η ανωτέρω επιλογή ελαχιστοποιεί επίσης το σφάλµα
ταξινόµησης

Κανόνας ταξινόµησης Bayes (VI)
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Σε ορισµένες περιπτώσεις η εσφαλµένη ταξινόµηση σε
κάποιες κατηγορίες είναι περισσότερο σηµαντική. 
Για παράδειγµα η ταξινόµηση σολοµού ως λαβράκι δεν είναι το
ίδιο επιβαρυντική για τον καταναλωτή (ο οποίος είναι
ωφεληµένος σε αυτή την περίπτωση) από το αντίστροφο.   

Έστω η ταξινόµηση σε δύο κατηγορίες (Μ=2):

Ορίζουµε τον πίνακα απωλειών:

όπου λij το κόστος ταξινόµησης του x στη κλάση ωj ενώ στη
πραγµατικότητα αυτό ανήκει στη κλάση ωi.

Το ρίσκο ταξινόµησης r1 ως προς την κατηγορία ω1, δίνεται από τη
σχέση:

Ελαχιστοποίηση του µέσου
ρίσκου (average risk) ταξινόµησης
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Οµοίως, το ρίσκο ταξινόµησης r2 ως προς την κατηγορία ω2,
δίνεται από τη σχέση:

=> πιθανότητες εσφαλµένης ταξινόµησης
πολλαπλασιασµένες µε το αντίστοιχο κόστος ταξινόµησης

Το µέσο ρίσκο ταξινόµησης δίνεται από τη σχέση:

Ελαχιστοποίηση του µέσου ρίσκου
ταξινόµησης (ΙΙ)
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Για την ελαχιστοποίηση του µέσου ρίσκου ταξινόµησης r
επιλέγουµε κατάλληλα τις περιοχές R1 και R2.

Η ταξινόµηση του x στην κατηγορία ω1 πραγµατοποιείται εφόσον
πληρείται η σχέση:

Ισοδύναµα: Ταξινόµησε το x στην κατηγορία ω1 (ω2) αν:

όπου l12 ο λόγος πιθανοφανειών

Ελαχιστοποίηση του µέσου ρίσκου
ταξινόµησης (ΙΙΙ)
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Παράδειγµα (συν.)

Είναι φανερό ότι το κινείται αριστερότερα του
Γιατί; Τι θα συνέβαινε αν είχαµε λ12>λ21;
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Αν οι περιοχές R1 και R2 γειτνιάζουν τότε η εξίσωση:

ορίζει την επιφάνεια διαχωρισµού των περιοχών. Στη µια
πλευρά της επιφάνειας η συνάρτηση g(x) παίρνει θετικές
τιµές (+) και στην άλλη αρνητικές (-). Η επιφάνεια
διαχωρισµού ονοµάζεται και επιφάνεια απόφασης

Συναρτήσεις
διαχωρισµού

Εισαγωγή
Θεωρία Bayes και ταξινόµηση
Συναρτήσεις διαχωρισµού
Ταξινοµητές Bayes για κανονικές
κατανοµές

0)()()( =−≡ xPxPxg ji ωω

)()(  :

)()(  :

xPxPR

xPxPR

ijj

jii

ωω

ωω

>

>

+
0xg =)(-



11

ΚΕΣ 03: Αναγνώριση Προτύπων και Ανάλυση Εικόνας

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Αν f(·) είναι µια µονοτονική συνάρτηση τότε ταξινόµηση
µπορεί να επιτευχθεί και µε τη βοήθεια του κανόνα: 

Η συνάρτηση είναι µια συνάρτηση διαχωρισµού

Συναρτήσεις διαχωρισµού µπορούν να ορισθούν ανεξάρτητα του κανόνα
του Bayes οδηγώντας όµως σε υποβέλτιστη ταξινόµηση (όχι ελάχιστο
σφάλµα ταξινόµησης)

Συναρτήσεις διαχωρισµού
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Μια πολυδίαστατη κανονική κατανοµή (κατανοµή Gauss)
ορίζεται από τις σχέσεις:

Ο πίνακας Σi ονοµάζεται πίνακας συµµεταβλητότητας.

Ταξινοµητές Bayes για
κανονικές κατανοµές
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Ταξινοµητές Bayes για
κανονικές κατανοµές

Η συνάρτηση f(x) = ln(x) για x>0
είναι µια µονοτονική συνάρτηση. 
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Παράδειγµα

Έστω

τότε

Εποµένως οι συναρτήσεις διαχωρισµού gi(x) είναι τετραγωνικής
µορφής. 
Οι επιφάνειες διαχωρισµού gi(x)-gj(x) =0 είναι ελλείψοειδή, 
παραβολοειδή, υπερβολοειδή ή ζεύγη γραµµών
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Υπερεπίπεδα απόφασης

Τετραγωνικοί όροι:  

αν ισχύει
δηλαδή όλοι οι πίνακες συµµεταβλητότητας είναι ίσοι τότε οι
τετραγωνικοί όροι δεν συµµετέχουν στις συγκρίσεις. Οι
συναρτήσεις διαχωρισµού απλοποιούνται, τότε, στη µορφή:   

Εποµένως οι συναρτήσεις διαχωρισµού gi(x) είναι γραµµικές. 
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Υπερεπίπεδα απόφασης (ΙΙ)

Αν επιπλέον οι πίνακες συµµεταβλητότητας είναι διαγώνιοι:  

2
2

02

2

)(
)(

ln)(
2
1

)(

0)()()(

1)(

ji

ji

j

i
jio

ji

o
T

jiij

i
T
ii

P
P

x

w
xxw

xgxgxg

wxxg

IΣ

µµ

µµ

ω
ω

σµµ

µµ

µ
σ

σ

−

−
−+=

−=

−=

=−=

+=

=

      

  ,     
               

     

     

τότε ,

Εισαγωγή
Θεωρία Bayes και ταξινόµηση
Συναρτήσεις διαχωρισµού
Ταξινοµητές Bayes για κανονικές
κατανοµές



14

ΚΕΣ 03: Αναγνώριση Προτύπων και Ανάλυση Εικόνας

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Υπερεπίπεδα απόφασης (ΙΙΙ)

Αν οι πίνακες συµµεταβλητότητας είναι µη διαγώνιοι:

∆ηλαδή το επίπεδο απόφασης δεν είναι πια κάθετο στην ευθεία
µi-µj αλλά στην ευθεία
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Ταξινοµητές ελάχιστης
απόστασης

Έστω (όλες οι κλάσεις ισοπίθανες)

Αν
σύµφωνα µε την ελάχιστη Ευκλείδια απόσταση

Αν
σύµφωνα µε την ελάχιστη απόσταση Mahalanobis:
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Ταξινοµητές ελάχιστης
απόστασης (II)
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Παράδειγµα
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