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Έστω ένα πρόβληµα ταξινόµησης σε δύο κλάσεις ω1, ω2

Αν τα διανύσµατα xiєRl i=1,2,…,N είναι γραµµικά διαχωρίσιµα τότε
υπάρχει µια γραµµική συνάρτηση των l-στοιχείων του x της
µορφής

η οποία διαχωρίζει τις δύο κλάσεις.
Το διάνυσµα παραµέτρων w =[w1, w2, …, wl]Τ καθώς και το
κατώφλι w0 προσδιορίζονται από µια διαδικασία µάθησης µε
βάση τα διανύσµατα εκπαίδευσης
Η συνάρτηση διαχωρισµού µπορεί να υπολογιστεί µέσω του
αλγορίθµου Perceptron
Η ταξινόµηση πραγµατοποιείται: 
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Ο αλγόριθµος Perceptron δεν
εγγυάται µοναδική λύση επειδή:
Χρησιµοποιείται τυχαία
αρχικοποίηση των βαρών
Το κριτήριο κόστους
ελαχιστοποιεί τα σφάλµατα
κόστους (και όχι κάποια
γεωµετρική απόσταση όπως
π.χ. συµβαίνει µε τον αλγόριθµο
των ελαχίστων τετραγώνων)

Αν θέλαµε να επιλέξουµε την
καλύτερη από τις λύσεις τι θα
κάναµε;

Πολλαπλές λύσειςΕισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
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Η µεθοδολογία SVM (Support 
Vector Machines) επιλέγει
εκείνη την υπερεπιφάνεια
διαχωρισµού η οποία:

Ισαπέχει από τα πλησιέστερα (σε
αυτήν) διανύσµατα των δύο
κλάσεων. Τα διανύσµατα αυτά
είναι γνωστά ως διανύσµατα
υποστήριξης (support vectors)
Μεγιστοποιεί την απόσταση των
διανυσµάτων υποστήριξης από
την υπερεπιφάνεια διαχωρισµού. 
Το διπλάσιο της απόστασης
αυτής ονοµάζεται περιθώριο
(margin)

Γραµµικά διαχωρίσιµες
κλάσεις
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Είδαµε στους γραµµικούς ταξινοµητές ότι
κάθε υπερεπιφάνεια διαχωρισµού
χαρακτηρίζεται από:
Την κατεύθυνση της όπως προσδιορίζεται από
το κάθετο στην επιφάνεια διάνυσµα w (βλέπε
σχήµα αριστερά)

Την απόσταση της από την αρχή των αξόνων
όπως προσδιορίζεται από το κατώφλι w0. 
(βλέπε σχήµα κάτω)

Βήµατα:
Για κάθε κατεύθυνση τοποθετούµε την
επιφάνεια έτσι ώστε η ελάχιστη απόσταση
από τις δύο κλάσεις να είναι ίδια
Ανάµεσα σε όλες τις υπερεπιφάνειες που
διαχωρίζουν τα δεδοµένα µας επιλέγουµε
εκείνη που µεγιστοποιεί το περιθώριο

Περιθώριο
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Η απόσταση zx ενός τυχαίου σηµείου x από την υπερεπιφάνεια
διαχωρισµού δίνεται από τη σχέση (αρνητική απόσταση σηµαίνει
ότι το x ανήκει στην κλάση ω2):

Μπορούµε πάντοτε να τροποποιήσουµε τα βάρη w, w0ώστε η
απόσταση των πλησιέστερων στην επιφάνεια σηµείων
(εκατέρωθεν αυτής) να είναι ίση µε ±1:

Το περιθώριο σε αυτή την περίπτωση δίνεται από τη σχέση:

Ισχύει επίσης:

Γραµµικός ταξινοµητής
SVM
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Για την εύρεση της βέλτιστης υπερεπιφάνειας διαχωρισµού
σύµφωνα µε την µεθοδολογία SVM ελαχιστοποιούµε:
Κριτήριο:

Υποκείµενο στους περιορισµούς:

Ελαχιστοποίηση της ποσότητας µεγιστοποιεί το περιθώριο . 

Οι περιορισµοί διασφαλίζουν ότι δεν υπάρχει σφάλµα ταξινόµησης (υπό
την προϋπόθεση ότι οι κλάσεις είναι γραµµικά διαχωρίσιµες) 

Γραµµικός ταξινοµητής
SVM (II)
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Το προηγούµενο είναι ένα πρόβληµα τετραγωνικής
βελτιστοποίησης υποκείµενο σε γραµµικούς περιορισµούς υπό τη
µορφή ανισοτήτων.
Για τέτοιου είδους προβλήµατα οι συνθήκες ΚΚΤ (Karush – Kuhh – Tucker) 
ορίζουν ότι η βέλτιστη λύση ικανοποιεί τις συνθήκες:   

(1) 

(2)

(3) 
(4)

Η συνάρτηση L(•,•,•) είναι µια συνάρτηση Langrange:

Γραµµικός ταξινοµητής
SVM (IIΙ)

0) , ,L( 0 =
∂
∂ λww
w

0) , ,( 0
0

=
∂
∂ λwwL
w

Nii ,...,2,1 ,0 =≥λ

( ) Niwxwy i
T

ii ,...,2,101)( 0 ==−+  ,λ

)]([
2
1) , ,( 0

1
0 wxwywwwwL i

T
i

N

i
i

T +−≡ ∑
=

λλ

Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions

ΚΕΣ 03: Αναγνώριση Προτύπων και Ανάλυση Εικόνας

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Η λύση του ανωτέρου προβλήµατος ικανοποιεί τις σχέσεις
(εφαρµογή των σχέσεων (1), (2) στη συνάρτηση Langrange):

και υπόκειται στους περιορισµούς: 

Στις παραπάνω σχέσεις προκύπτει µια µοναδική λύση για το διάνυσµα
βαρών w η οποία όµως µπορεί να αντιστοιχεί σε διάφορες τιµές των
πολλαπλασιαστών Langrange (λi)

Γραµµικός ταξινοµητής
SVM (IV)
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Οι πολλαπλασιαστές Langrange (λi) µπορεί να είναι είτε θετικοί είτε
µηδενικοί. Εποµένως:

(1)

όπου Νs≤N είναι ο αριθµός των µη µηδενικών πολλαπλασιαστών Langrange. 

Από τη σχέση:
προκύπτει ότι τα διανύσµατα τα οποία συνεισφέρουν στον υπολογισµό του
w σύµφωνα µε τη σχέση (1) ανωτέρω πληρούν τη σχέση:

είναι δηλαδή διανύσµατα υποστήριξης (support vectors)

Παρατηρήσεις σχετικά µε τη
βέλτιστη λύση
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Εφόσον υπολογιστεί το διάνυσµα w το κατώφλι w0 υπολογίζεται
από τις σχέσεις:

Οι επίλυση του προηγούµενου προβλήµατος τετραγωνικής βελτιστοποίησης
πραγµατοποιείται µε επαναληπτικές µεθόδους βελτιστοποίησης διότι δεν
υπάρχει µοναδική λύση για τους πολλαπλασιαστές Langrange

Μια πιο απλή µορφή του προβλήµατος µπορεί να διατυπωθεί µε τη βοήθεια
της αρχής της δυαδικότητας (duality principle)

Παρατηρήσεις σχετικά µε τη
βέλτιστη λύση (II)
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Με τη µεθοδολογία SVM που περιγράφηκε νωρίτερα ορίζεται ένα
πρόβληµα βελτιστοποίησης µε:
Κυρτή συνάρτηση κόστους (µοναδικό ελάχιστο)
Κυρτή περιοχή πιθανών λύσεων

Οι δύο προηγούµενες συνθήκες µας εξασφαλίζουν ότι το πρόβληµα µπορεί
να λυθεί µε δυαδικό τρόπο (µεγιστοποίηση της συνάρτησης Langrange ως
προς λ αντί ελαχιστοποίηση ως προς w, w0):

Μεγιστοποίηση της ως προς λ
Υποκείµενη στους περιορισµούς:

∆υαδικό πρόβληµα εύρεσης της
βέλτιστης λύσης
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Με συνδυασµό των πρώτων δύο σχέσεων:

Καταλήγουµε στο πρόβληµα:

υποκείµενο στους περιορισµούς:

το οποίο είναι εµφανώς απλούστερο στη λύση από το αρχικό

Παρατηρήστε ότι στη σχέση

τα διανύσµατα υποστήριξης υπεισέρχονται ανά ζεύγη

∆υαδικό πρόβληµα εύρεσης της
βέλτιστης λύσης (ΙΙ)

( )),,(maxarg 0
* λλ

λ
wwL=

ii

N

i
i xyw ∑

=

=
1

λ

)
2
1(maxarg

1 11

* ∑∑∑
= ==

−=
N

i
j

T
ijij

N

j
i

N

i
i xxyyλλλλ

λ

Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions

)
2
1(maxarg

1 11

* ∑∑∑
= ==

−=
N

i
j

T
ijij

N

j
i

N

i
i xxyyλλλλ

λ

0

0
1

≥

=∑
=

λ

λ i

N

i
i y



8

ΚΕΣ 03: Αναγνώριση Προτύπων και Ανάλυση Εικόνας

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Να βρεθεί η συνάρτηση
διαχωρισµού των κλάσεων του
σχήµατος (ω1 => κόκκινα
πρότυπα) µε τη µεθοδολογία SVM.
Θεωρήστε ότι είναι γνωστό ότι η
γραµµή διαχωρισµού περνά από το
σηµείο [0 2]
Προχωρήστε στην διατύπωση και
επίλυση των συνθηκών KKT
Τι θα συνέβαινε αν δεν γνωρίζαµε
ότι το σηµείο ικανοποιεί την
εξίσωση της συνάρτησης
διαχωρισµού; 

ΠαράδειγµαΕισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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Μπορεί η µεθοδολογία SVM να
εφαρµοστεί σε µη γραµµικά
διαχωρίσιµες κλάσεις ω1, ω2 (όπως
αυτές του σχήµατος);
Προφανώς σε αυτή την περίπτωση
δεν υπάρχει υπερεπιφάνεια για την
οποία να ισχύει:

Μη γραµµικά
διαχωρίσιµες κλάσεις

Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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Τα διανύσµατα εκπαίδευσης υπάγονται σε
µια από τις τρεις επόµενες κατηγορίες:
∆ιανύσµατα εκτός της περιοχής που ορίζεται
από το περιθώριο τα οποία έχουν
ταξινοµηθεί ορθά. Για τα διανύσµατα αυτά
ισχύει η σχέση:

∆ιανύσµατα εντός της περιοχής που ορίζεται
από το περιθώριο τα οποία έχουν
ταξινοµηθεί ορθά. Για τα διανύσµατα αυτά
ισχύει η σχέση:

Εσφαλµένα ταξινοµηµένα διανύσµατα. Σε
αυτή την περίπτωση ισχύει η σχέση:

Κατάταξη διανυσµάτων
εκπαίδευσης ως προς το
περιθώριο
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Οι τρεις προηγούµενες περιπτώσεις
µπορούν να περιγραφούν από µια ενιαία
σχέση:

(1) ξi = 0
(2) 0<ξi≤ 1
(3) 1<ξi

Οι µεταβλητές ξi είναι γνωστές ως «χαλαρές»
µεταβλητές (slack variables)

Κατάταξη διανυσµάτων
εκπαίδευσης ως προς το
περιθώριο (ΙΙ)

Εισαγωγή
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Kernel functions
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Η βελτιστοποίηση τώρα αφορά δύο επίπεδα
Μεγιστοποίηση του περιθωρίου
Ελαχιστοποίηση του αριθµού των προτύπων για τα οποία ισχύει ξi>0 
(δηλαδή πρότυπα είτε εσφαλµένα ταξινοµηµένα είτε εντός της περιοχής
του περιθωρίου) 

Σύµφωνα µε τα προηγούµενα µια κατάλληλη συνάρτηση κόστους
είναι:

όπου C είναι µια σταθερά που καθορίζει τη βαρύτητα της εσφαλµένης
ταξινόµησης στη συνολική βελτιστοποίηση και

Εύρεση βέλτιστης λύσηςΕισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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Στη προηγούµενη συνάρτηση κόστους η µεταβλητή I(•) δεν είναι
παραγωγίσιµη µε αποτέλεσµα να µην είναι εφικτή εύρεση της
βέλτιστης λύσης µέσω των συνθηκών KKT.
Για να αντιµετωπιστεί το προηγούµενο προσεγγίζουµε τη προηγούµενη
συνάρτηση κόστους µε τη συνάρτηση: 

η οποία είναι παραγωγίσιµη

Εφαρµόζοντας όµοια µεθοδολογία ορίζουµε τη συνάρτηση Langrange
µε δύο κατηγορίες πολλαπλασιαστών (µi, λi):

Εύρεση βέλτιστης λύσης (ΙΙ)Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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Οπότε οι συνθήκες ΚΚΤ υπολογίζονται µε παρόµοιο τρόπο όπως
προηγουµένως :

Εύρεση βέλτιστης λύσης (ΙΙI)Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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Το δυαδικό πρόβληµα ορίζεται όπως στην περίπτωση των γραµµικά
διαχωρίσιµων κλάσεων και καταλήγει στις σχέσεις:

το οποίο διαφέρει από το αντίστοιχο των γραµµικά διαχωρίσιµων
κλάσεων µόνο ως προς την παρουσία της σταθεράς C στους
περιορισµούς

∆υαδικό πρόβληµαΕισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται η επίδραση της σταθεράς C στον
ορισµό του περιθωρίου ανάµεσα σε δύο µη διαχωρίσιµες κλάσεις
(στο σχήµα (a) έχουµε µικρή τιµή για το C (C = 0.2) ενώ στη
περίπτωση (b) σαφώς µεγαλύτερη τιµή (C = 1000))
Για σκοπούς βελτίωσης της γενικευτικής ικανότητας (ικανότητα σωστής
ταξινόµησης άγνωστων διανυσµάτων) η περίπτωση (a) είναι γενικά
περισσότερο αξιόπιστη

ΠαράδειγµαΕισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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Παράδειγµα (ΙΙ)Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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Margin maximization - up to 4 misclassifications are allowed Στο παράδειγµα του σχήµατος:

Να βρείτε τα διανύσµατα
υποστήριξης (support vectors)
Να βρείτε τις εσφαλµένες
ταξινοµήσεις
Να βρείτε τα διανύσµατα που
έχουν ταξινοµηθεί σωστά και
ανήκουν στην περιοχή του
περιθωρίου
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Η µεθοδολογία SVM (είτε για περίπτωση γραµµικά διαχωρίσιµων
κλάσεων είτε για µη γραµµικά διαχωρίσιµες) µπορεί να εφαρµοστεί
σε περίπτωση που τα πρότυπα µας ανήκουν σε M κλάσεις (ω1, ω2, 
…, ωΜ).
Ο απλούστερος τρόπος είναι να θεωρήσουµε M προβλήµατα δύο κλάσεων
(πρότυπα στη κλάση ωi, I = 1,2,…M, σε σχέση µε όλα τα υπόλοιπα) 
Εναλλακτική, και πιο πολύπλοκη µέθοδος, υπολογίζει τα περιθώρια των
κλάσεων ανά δύο σχηµατίζοντας Μ*(Μ-1)/2 συναρτήσεις διαχωρισµού

Γενίκευση σε πολλαπλές
κλάσεις

Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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Ένας τρόπος αντιµετώπισης µη γραµµικά διαχωρίσιµων κλάσεων
είναι µε µετασχηµατισµό των διανυσµάτων εισόδου σε ένα χώρο
µεγαλύτερης διάστασης
Η πιθανότητα διαχωρισµού των ω1, ω2 µε πρότυπα διαστάσεων x є Rl

αυξάνει µε την αύξηση της διάσταση των προτύπων από l σε k (k>l).
Έστω ο µετασχηµατισµός
Μπορούµε να εφαρµόσουµε, τότε, τη µεθοδολογία SVM στο χώρο Rk

Το δυαδικό πρόβληµα βελτιστοποίησης γίνεται:

SVM µε συναρτήσεις
πυρήνα

Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions

lkRzRx kl >∈→∈   ,

)
2
1(maxarg

1 11

* ∑∑∑
= ==

−=
N

i
j

T
ijij

N

j
i

N

i
i zzyyλλλλ

λ

∑
=

=

=≤≤
N

1i
ii

i

0y

N,...,2,1i,C0

λ

λ   



14

ΚΕΣ 03: Αναγνώριση Προτύπων και Ανάλυση Εικόνας

© 2007 Nicolas Tsapatsoulis

Η συνάρτηση διαχωρισµού θα είναι:

Το πρόβληµα µε την πιο πάνω σχέση είναι ότι περιλαµβάνει Νs εσωτερικά
γινόµενα (zi

Tz) σε ένα χώρο µεγάλης διάστασης (Rk) και εποµένως είναι
υπολογιστικά πολύπλοκη.
Κάτω από ορισµένες προϋποθέσεις µπορούµε να υπολογίσουµε τα
ανωτέρω εσωτερικά ως συναρτήσεις των εσωτερικών γινοµένων (xi

Tx)
όπως φαίνεται στο επόµενο παράδειγµα:

Είναι εύκολο να δείξουµε ότι: 

SVM µε συναρτήσεις
πυρήνα (ΙΙ)

Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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ΘεώρηµαMercer

Το εσωτερικό γινόµενο στο χώρο Η δίνεται από τη σχέση:

όπου για τη συνάρτηση K(x,y) ισχύει:

για κάθε συνάρτηση g(x) τέτοια ώστε:

Η συµµετρική συνάρτηση Κ(x,y) είναι µια συνάρτηση πυρήνα (kernel 
function)

Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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Χρησιµότητα συναρτήσεων
πυρήνα

Το ενδιαφέρον µε τις συναρτήσεις πυρήνα είναι ότι αντιστοιχούν
πάντοτε σε εσωτερικό γινόµενο σε ΚΑΠΟΙΟ χώρο µικρότερης
διάστασης:

Παραδείγµατα συναρτήσεων πυρήνα:

Πολυωνυµικές:

Ακτινικές συναρτήσεις βάσης: 

Υπερβολική εφαπτοµένη:

για κάποιες κατάλληλες τιµές των παραµέτρων β, γ

5.0  ,1  ,1 021 −=== www

Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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SVM µε συναρτήσεις
πυρήνα

Η χρήση των συναρτήσεων πυρήνα µας βοηθά να µεταβούµε σε
κάποιο χώρο υψηλότερης διάστασης στον οποίο είναι πιθανό το
πρόβληµα µας να είναι γραµµικό.
Ο χώρος αυτός δεν µας είναι γνωστός (και στην πραγµατικότητα δεν θα
θέλαµε να είναι γνωστός)

Η µεθοδολογία συνοψίζεται στα πιο κάτω βήµατα:
Βήµα 10: Επιλογή κάποιων συναρτήσεων πυρήνα. Οι πιο συχνά
χρησιµοποιούµενες είναι οι ακτινικές συναρτήσεις (Radial Basis Functions)
Βήµα 20: Επίλυση του δυαδικού προβλήµατος

Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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SVM µε συναρτήσεις
πυρήνα (ΙΙ)

Το βήµα 2 στην ουσία οδηγεί σε έµµεσο συνδυασµό της µορφής:

Βήµα 30: Το διάνυσµα x ταξινοµείται σύµφωνα µε τον πιο κάτω κανόνα:

Αρχιτεκτονική SVM:

Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions
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Παράδειγµα

Το παράδειγµα του σχήµατος δείχνει
πως δυο γραµµικά µη διαχωρίσιµες
κλάσεις διαχωρίζονται µε τη χρήση
συναρτήσεων πυρήνα: 

8 συναρτήσεις πυρήνα (8 support 
vectors) – 5 αντιστοιχούν στην
κλάση ο και τρεις στην κλάση + 

Εισαγωγή
Γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Μη γραµµικά διαχωρίσιµες κλάσεις
Kernel functions


