
Τοπικά ακρότατα συνάρτησης δύο ή τριών μεταβλητών: 

ଵܦ ൌ ௫݂௫,   ܦଶ ൌ ฬ ௫݂௫ ௫݂௬

௬݂௫ ௬݂௬
ฬ,   ܦଷ ൌ ቮ

௫݂௫ ௫݂௬ ௫݂௭

௬݂௫ ௬݂௬ ௬݂௭

௭݂௫ ௭݂௬ ௭݂௭

ቮ 

Για δύο μεταβλητές: 

Αν  ܲ൫x0, ,0൯ݕ ௫݂ሺܲሻ ൌ 0, ௬݂ሺܲሻ ൌ 0, και 

i) ܦଶሺܲሻ ൐ 0, ଵሺܲሻܦ  ൐ 0 η ݂ έχει τοπικό ελάχιστο στο ܲ൫x0,  0൯ݕ

ii) ܦଶሺܲሻ ൐ 0, ଵሺܲሻܦ  ൏ 0 η ݂ έχει τοπικό μέγιστο στο ܲ൫x0,  0൯ݕ

iii) ܦଶሺܲሻ ൏ 0 το ܲ൫x0,  .0൯ είναι σαγματικό σημείοݕ

Για τρείς μεταβλητές: 

Αν  ܲ൫x0, ,0ݕ ,0൯ݖ ௫݂ሺܲሻ ൌ 0, ௬݂ሺܲሻ ൌ 0, ௭݂ሺܲሻ ൌ 0 και 

i)  ܦଵሺܲሻ ൐ 0, ଶሺܲሻܦ ൐ 0, ଷሺܲሻܦ  ൐ 0 η ݂ έχει τοπικό ελάχιστο στο ܲ൫x0,  0൯ݕ

ii)  ܦଵሺܲሻ ൏ 0, ଶሺܲሻܦ  ൐ 0, ଷሺܲሻܦ  ൏ 0 η ݂ έχει τοπικό μέγιστο στο ܲ൫x0,  0൯ݕ

 

Παράδειγμα1.  Να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα και τα σαγματικά σημεία 

της συνάρτησης   ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଷݔ െ ݕଷ  ൅  .  ݕݔ3

Λύση: 

௫݂ ൌ ଶݔ3 ൅ ,ݕ3   ௬݂ ൌ െ3ݕଶ ൅ ൝         ,ݔ3
݂߯ ൌ 0

ݕ݂ ൌ 0
֜ ቊ

ܲ0ሺ0,0ሻ
ܲ1ሺ1, െ1ሻ

 

௫݂௫ ൌ ,ݔ6 ௫݂௬ ൌ ௬݂௫ ൌ 3, ௬݂௬ ൌ െ6ݕ. 

Για το ଴ܲሺ0,0ሻ  είναι ௫݂௫ሺ ଴ܲሻ ൌ 0, ௫݂௬ሺ ଴ܲሻ ൌ ௬݂௫ሺ ଴ܲሻ ൌ 3,   ௬݂௬ሺ ଴ܲሻ ൌ 0, 

ଶሺܦ  ଴ܲሻ ൌ ቚ0 3
3 0

ቚ ൌ െ9 ൏ 0 .   Άρα το ଴ܲሺ0,0ሻ είναι σαγματικό σημείο. 

Για το ଵܲሺ1, െ1ሻ  είναι ௫݂௫ሺ ଵܲሻ ൌ 6, ௫݂௬ሺ ଵܲሻ ൌ ௬݂௫ሺ ଵܲሻ ൌ 3,   ௬݂௬ሺ ଵܲሻ ൌ 6, 

ଵሺܦ   ଵܲሻ ൌ 6 ൐ 0, ଶሺܦ ଵܲሻ ൌ ቚ6 3
3 6

ቚ ൌ 36 െ 9 ൌ 27 ൐ 0 .   Άρα η ݂ έχει 

τοπικό ελάχιστο στο  ଵܲሺ1, െ1ሻ,     το ݂ሺ ଵܲሻ ൌ 1ଷ െ ሺെ1ሻଷ  ൅ 3 ڄ 1 ڄ ሺെ1ሻ ൌ
െ1. 



Παράδειγμα 2.  Να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης 

 ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ݖݔ2 െ ଶݔ3 െ ଶݕ2 െ ଶݖ ൅ 7. 
 

Λύση: 

௫݂ ൌ ݖ2 െ ,ݔ6 ௬݂ ൌ െ4ݕ, ௭݂ ൌ ݔ2 െ ,ݖ2 ௫݂௫ ൌ െ6,   ௬݂௫ ൌ 0, ௭݂௫ ൌ 2, ௫݂௬ ൌ

0,   ௬݂௬ ൌ െ4, ௭݂௬ ൌ 0, ௫݂௭ ൌ 2,   ௬݂௭ ൌ 0, ௭݂௭ ൌ െ2,       

   

ە
۔

ݔ݂ۓ ൌ 0

ݕ݂ ൌ 0

ݖ݂ ൌ 0

֜ ܲ0ሺ0,0,0ሻ 

௫݂௫ሺ ଴ܲሻ ൌ െ6,   ௬݂௫ሺ ଴ܲሻ ൌ 0, ௭݂௫ሺ ଴ܲሻ ൌ 2, ௫݂௬ሺ ଴ܲሻ ൌ 0,   ௬݂௬ሺ ଴ܲሻ ൌ

െ4, ௭݂௬ሺ ଴ܲሻ ൌ 0, ௫݂௭ሺ ଴ܲሻ ൌ 2,   ௬݂௭ሺ ଴ܲሻ ൌ 0, ௭݂௭ሺ ଴ܲሻ ൌ െ2, 

ଵሺܦ  ଴ܲሻ ൌ െ6 ൏ 0, ଶሺܦ ଴ܲሻ ൌ ቚെ6 0
0 െ4

ቚ ൌ 24 ൐ ଷሺܦ ,0 ଴ܲሻ ൌ

อ
െ6 0 2
0 െ4 0
2 0 െ2

อ ൌ െ32 ൏ 0. 

Άρα η ݂ έχει τοπικό μέγιστο στο   ଴ܲሺ0,0,0ሻ,    το ݂ሺ ଴ܲሻ ൌ 2 ڄ 0 ڄ 0 െ 3 ڄ 0ଶ െ
2 ڄ 0ଶ െ 0ଶ ൅ 7 ൌ 7 

 


