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1. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ 
 
 H Θεωρία των Πιθανοτήτων έχει ως αντικείµενο τη µελέτη µαθηµατικών 
υποδειγµάτων (προτύπων ή µοντέλων), γνωστών ως στοχαστικών υποδειγµάτων, τα 
οποία χρησιµοποιούνται για την περιγραφή των στοχαστικών (ή τυχαίων) πειραµάτων 
(ή φαινοµένων). Βασικό χαρακτηριστικό των πειραµάτων αυτών είναι ότι οι 
συνθήκες κάτω από τις οποίες πραγµατοποιούνται δεν προκαθορίζουν το αποτέλεσµα 
αλλά µόνο το σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων. Στην αδυναµία προκαθορισµού 
του αποτελέσµατος έγκειται το στοιχείο της τυχαιότητας. Έτσι η ρίψη ενός 
νοµίσµατος ή ενός κύβου και η παρατήρηση του αποτελέσµατος, όπως και η 
παρατήρηση του φύλου νεογέννητου σε µία σειρά γεννήσεων αποτελούν στοχαστικά 
(τυχαία) πειράµατα (ή φαινόµενα). 
 Όταν οι συνθήκες κάτω από τις οποίες πραγµατοποιείται ένα πείραµα ή 
εµφανίζεται ένα φαινόµενο καθορίζουν το αποτέλεσµα, το πείραµα ή το φαινόµενο 
είναι γνωστό ως αιτιοκρατικό (ή προσδιοριστικό). Για την περιγραφή τούτων αρκούν 
τα αιτιοκρατικά (ή προσδιοριστικά) µαθηµατικά υποδείγµατα (πρότυπα ή µοντέλα) τα 
οποία αποτελούν το αντικείµενο της µελέτης άλλων κλάδων της επιστήµης. Οι νόµοι 
της βαρύτητας που περιγράφουν την πτώση ενός σώµατος αποτελούν ένα τέτοιο 
µαθηµατικό υπόδειγµα (µοντέλο). 
 
2. ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΟΣ ΧΩΡΟΣ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ 
 

Ας θεωρήσουµε ένα στοχαστικό (τυχαίο) πείραµα (ή φαινόµενο). Όπως έχουµε 
ήδη σηµειώσει, στην εισαγωγή, οι συνθήκες κάτω από τις οποίες πραγµατοποιείται 
δεν προκαθορίζουν το αποτέλεσµά του αλλά µόνο το σύνολο των δυνατών 
αποτελεσµάτων του. Σχετικά σηµειώνουµε ότι: 
Σύνολο καλείται µία καλώς ορισµένη συλλογή διακεκριµένων στοιχείων. Τα 

σύνολα συµβολίζουµε µε τα κεφαλαία γράµµατα του αλφαβήτου µε δείκτες ή χωρίς 
δείκτες και τα στοιχεία που τα αποτελούν µε τα µικρά (πεζά) γράµατα. Το γεγονός ότι 
το στοιχείο α ανήκει στο σύνολο Α σηµειώνουµε µε Aα∈ , ενώ το γεγονός ότι το 
στοιχείο α δεν ανήκει στο σύνολο Α σηµειώνουµε µε Aα∉ . Ένα σύνολο Α καλείται 
υποσύνολο ενός συνόλου Β αν και µόνο αν κάθε στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του 
Β. Το γεγονός αυτό συµβολίζεται µε . Αν  και υπάρχει στοιχείο του Β 
που δεν ανήκει στο Α, τότε το Α καλείται γνήσιο υποσύνολο του Β. Για την 
περίπτωση αυτή χρησιµοποιείται ο συµβολισµός 

BA ⊆ BA ⊆

BA ⊂ . Το  δεν αποκλείει 
και το . Στην περίπτωση που ισχύουν και οι δύο αυτές σχέσεις τα σύνολα Α 

BA ⊆
AB ⊆
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και Β αποτελούνται από τα ίδια στοιχεία και καλούνται ίσα και τούτο συµβολίζεται 
µε BA = . 

AA ∪1

AA ∪ 21

Μετά την εισαγωγή των εννοιών αυτών θέτουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 2.1. ∆ειγµατικός χώρος Ω ενός στοχαστικού (ή τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου) καλείται το σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων του. Ένα στοιχείο ω του 
δειγµατικού χώρου Ω καλείται δειγµατικό σηµείο. 
 Ας σηµειωθεί ότι σε ένα στοχαστικό πείραµα είναι δυνατό, ανάλογα µε τον 
καθορισµό των δυνατών αποτελεσµάτων, να ορισθούν περισσότερα από ένα σύνολα 
δυνατών αποτελεσµάτων. Στην περίπτωση αυτή ανάλογα µε τις απαιτήσεις του 
συγκεκριµένου προβλήµατος λαµβάνεται το καταλληλότερο απ’ αυτά ως δειγµατικός 
χώρος. Πολλά παράδοξα έχουν προκύψει από τη µη κατάλληλη επιλογή δειγµατικού 
χώρου. Το σηµείο αυτό διευκρινίζεται περισσότερο στα παραδείγµατα. Σηµειώνουµε 
ακόµη ότι ο δειγµατικός χώρος Ω ενός στοχαστικού πειράµατος είναι είτε 
πεπερασµένος: }...,,,{ 21 NωωωΩ =  είτε αριθµησίµως άπειρος: ...},,{ 21 ωωΩ =  είτε 
µη αριθµήσιµος. Στις δύο πρώτες περιπτώσεις ο δειγµατικός χώρος Ω καλείται γενικά 
διακριτός (ή απαριθµητός) και στην τρίτη περίπτωση συνεχής. 

Ορισµός 2.2. Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος ενός στοχαστικού πειράµατος. Ένα 
υποσύνολο Α του Ω καλείται ενδεχόµενο (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω). Ειδικά ο 
δειγµατικός χώρος Ω καλείται βέβαιο ενδεχόµενο και το κενό σύνολο  καλείται 
αδύνατο ενδεχόµενο. 

∅

 ΄Ενα ενδεχόµενο , που περιέχει ένα µόνο στοιχείο ω του δειγµατικού 
χώρου Ω, καλείται απλό ή στοιχειώδες ενδεχόµενο ενώ ένα ενδεχόµενο που περιέχει 
περισσότερα από ένα στοιχεία του δειγµατικού χώρου καλείται σύνθετο ενδεχόµενο. 

}{ωΑ =

 Σε µία εκτέλεση ενός στοχαστικού πειράµατος µε δειγµατικό χώρο Ω ένα 
ενδεχόµενο Α πραγµατοποιείται αν και µόνο αν το αποτέλεσµα της εκτέλεσης του 
πειράµατος αυτού είναι στοιχείο ω που ανήκει στο Α. 
 Ενδιαφέρον, τόσο από θεωρητική άποψη όσο και από άποψη εφαρµογών, 
παρουσιάζουν ενδεχόµενα τα οποία προκύπτουν µετά από συνολοθεωρητικές πράξεις 
µεταξύ ενδεχοµένων. Τα βασικότερα από τα ενδεχόµενα αυτά είναι τα ακόλουθα. 
 Η ένωση δύο ενδεχοµένων (συνόλων) Α και Β (ως προς ένα δειγµατικό χώρο Ω) 
είναι το ενδεχόµενο  

AωΩωBA ∈∈=∪ :{  ή ω }B∈ , 

της πραγµατοποίησης ενός τουλάχιστο από τα ενδεχόµενα Α και Β. Γενικότερα, η 
ένωση των ενδεχοµένων  είναι το ενδεχόµενο  νAAA ...,,, 21

jAωΩωA ∈∈=∪∪ :{2 νL  για έναν τουλάχιστο δείκτη , }...,,2,1 νj =

της πραγµατοποίησης ενός τουλάχιστο από τα ν ενδεχόµενα . 
Περαιτέρω, η ένωση των ενδεχοµένων  είναι το ενδεχόµενο 

νAAA ...,,, 21

...,...,,, 21 νAAA

jAωΩωA ∈∈=∪∪∪ :{LL ν  για έναν τουλάχιστο δείκτη , ...},2,1=j

της πραγµατοποίησης ενός τουλάχιστο από τα ενδεχόµενα . ...,...,,, 21 νAAA
 Η τοµή δύο ενδεχοµένων (συνόλων) Α και Β (ως προς ένα δειγµατικό χώρο Ω) 
είναι το ενδεχόµενο  

AωΩωΑΒΒΑ ∈∈≡=∩ :{  και }Bω∈ , 
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της πραγµατοποίησης και των δύο ενδεχοµένων Α και Β. Γενικότερα, η τοµή των 
ενδεχοµένων  είναι το ενδεχόµενο  νAAA ...,,, 21

νν ΑΑΑΑΑΑ LL 2121 ≡∩∩∩  

                                      jAωΩω ∈∈= :{  για όλους τους δείκτες }...,,2,1 νj = , 

της πραγµατοποίησης και των ν ενδεχοµένων . Περαιτέρω, η τοµή των 
ενδεχοµένων  είναι το ενδεχόµενο 

νAAA ...,,, 21

...,...,,, 21 νAAA

       LLLL νν ΑΑΑΑΑΑ 2121 ≡∩∩∩∩  

                                           jAωΩω ∈∈= :{  για όλους τους δείκτες , }...,2,1=j

της πραγµατοποίησης όλων των ενδεχοµένων . ...,...,,, 21 νAAA
Αν η τοµή των ενδεχοµένων Α και Β είναι το αδύνατο ενδεχόµενο, , 

τότε τα Α και Β καλούνται ξένα ή αµοιβαίως αποκλειόµενα (ή ασυµβίβαστα) 
ενδεχόµενα. Στην περίπτωση αυτή η πράξη της ένωσης παριστάνεται µε το σύµβολο 
+ ή ∑ αντί του συµβόλου . 

∅=∩ ΒΑ

U

 Το συµπλήρωµα ενός ενδεχοµένου Α (ως προς ένα δειγµατικό χώρο Ω) είναι το 
ενδεχόµενο  

}:{ AωΩωA ∉∈=′  , 

της µη πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α. Το ενδεχόµενο A′  καλείται αντίθετο 
του ενδεχοµένου Α. 
 Η διαφορά του ενδεχοµένου Β από το ενδεχόµενο Α (ως προς ένα δειγµατικό χώρο 
Ω) είναι το ενδεχόµενο  

AωΩωBA ∈∈=− :{  και }Bω∉  , 

της πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου Α και της µη πραγµατοποίησης του 
ενδεχοµένου Β. Σηµειώνουµε ότι BABA ′∩=− . 

 Σχηµατικά διαγράµµατα είναι συχνά χρήσιµα για την εποπτική παράσταση 
σχέσεων µεταξύ συνόλων (ενδεχοµένων). Τέτοια διαγράµµατα είναι τα γνωστά ως 
διαγράµµατα του Venn στα οποία το καθολικό σύνολο (δειγµατικός χώρος) Ω 
ορίζεται από µία περιοχή του επιπέδου που περικλείει τα στοιχεία του, τα οποία 
ορίζονται από γεωµετρικά σηµεία του επιπέδου αυτού. Τα υποσύνολα του Ω 
ορίζονται από υποπεριοχές του. Στα διαγράµµατα Venn των Σχηµάτων 2.1-2.4 
δίδονται σκιασµένα τα σύνολα BA∪ , BA∩ , ΑΩA −=′  και BA −  αντίστοιχα. 

 Το καρτεσιανό γινόµενο αποτελεί µία συνολοθεωρητική κατασκευή χρήσιµη τόσο 
στην έκφραση του δειγµατικού χώρου συνθέτου τυχαίου πειράµατος, το οποίο 
συντίθεται από ακολουθίες απλών τυχαίων πειραµάτων ή δοκιµών απλού τυχαίου 
πειράµατος, όσο και ενδεχοµένων ως προς αυτόν. Έστω  και  δύο σύνολα. Το 
καρτεσιανό γινόµενο των  και , συµβολιζόµενο µε 

1Ω

1Ω
2Ω

1Ω 2Ω 2Ω× , είναι το σύνολο των 
διατεταγµένων ζευγών στα οποία η πρώτη συνιστώσα είναι στοιχείο του  και η 
δεύτερη συνιστώσα είναι στοιχείο του , δηλαδή 

1Ω

2Ω

},:),{( 22112121 ΩωΩωωωΩΩ ∈∈=× . 

Ο ορισµός αυτός επεκτείνεται και για ν σύνολα Ω  ως εξής: νΩΩ ...,,, 21
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}...,,,:)...,,,{( 22112121 νν ΩωΩωΩωωωωΩΩΩ νν ∈∈∈=××× L . 

Ειδικά αν ΩΩΩΩ ν ≡=== L21  το καρτεσιανό γινόµενο συµβολίζεται µε νΩ . 

Ω 

Α Β 

Ω 

A B 

 
      Σχήµα 2.1: BA∪                             Σχήµα 2.2: BA∩  

A΄

Ω 

Α 

Ω 

Α Β 

 
 Σχήµα 2.3:                                   Σχήµα 2.4: A′ BA −  

Παράδειγµα 2.1. (α) Ας θεωρήσουµε το στοχαστικό (τυχαίο) πείραµα της ρίψης ενός 
νοµίσµατος. Ο δειγµατικός χώρος του στοχαστικού  αυτού πειράµατος είναι το 
σύνολο 

},{ κγΩ = , 

όπου σηµειώνεται µε γ η όψη γράµµατα και µε κ η όψη κεφαλή (ή κορώνα). Τα 
υποσύνολα του Ω 

}{γΑ =  και }{κΒ =  

είναι τα στοιχειώδη ενδεχόµενα εµφάνισης της όψης γράµµατα και κεφαλή 
αντίστοιχα. 
 (β) Ας θεωρήσουµε τώρα το στοχαστικό (τυχαίο)  πείραµα µιας ακολουθίας 2 
ρίψεων ενός νοµίσµατος. Τούτο είναι ένα σύνθετο στοχαστικό πείραµα συντιθέµενο 
από 2 δοκιµές του απλού στοχαστικού πειράµατος της ρίψης ενός νοµίσµατος. Το 
οποιοδήποτε αποτέλεσµα των 2 ρίψεων δύναται να παρασταθεί από ένα διατεταγµένο 
ζεύγος του οποίου το πρώτο στοιχείο είναι το αποτέλεσµα της πρώτης ρίψης και το 
δεύτερο στοιχείο το αποτέλεσµα της δεύτερης ρίψης. Έτσι ο δειγµατικός χώρος του 
σύνθετου στοχαστικού πειράµατος είναι το σύνολο 

)},(),,(),,(),,{(2 κκγκκγγγΩ = . 

Σηµειώνουµε ότι το  είναι το καρτεσιανό γινόµενο του }2Ω ,{ κγΩ =  µε τον εαυτό 
του. Τα υποσύνολα του Ω , 2

, γγ{(= )},{( κκ)}0Α , )},(),,{(1 γκκγΑ =  και 2Α =  
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είναι τα ενδεχόµενα εµφάνισης 0, 1 και 2 φορές της όψης κεφαλή, αντίστοιχα. 

Παράδειγµα 2.2. Ας θεωρήσουµε το στοχαστικό (τυχαίο) πείραµα της ρίψης ενός 
κύβου. Καταγράφοντας την ένδειξη της επάνω έδρας του κύβου ο δειγµατικός χώρος 
του στοχαστικού αυτού πειράµατος είναι το σύνολο 

}6,5,4,3,2,1{=Ω . 
Τα σύνολα 

}1{1 =Α , , }2{2 =Α }3{3 =Α , }4{4 =Α , }5{5 =Α  και  }6{6 =Α

είναι τα στοιχειώδη ενδεχόµενα της εµφάνισης του αριθµού 1, 2, 3, 4, 5 και 6 
αντίστοιχα, ενώ τα σύνολα 

}1{1 =Β , , }2,1{2 =B }3,2,1{3 =B , }4,3,2,1{4 =B ,  

}5,4,3,2,1{5 =B  και }6,5,4,3,2,1{6 =B  

είναι τα ενδεχόµενα εµφάνισης αριθµού µικροτέρου ή ίσου του 5 και 6 
αντίστοιχα. Ας σηµειωθεί ότι 

,4,3,2,1  

11 AB = , 212 AAB += , 3213 AAAB ++= , 

43214 AAAAB +++= , 543215 AAAAAB ++++= , . ΩB =6

Παράδειγµα 2.3. Ας θεωρήσουµε µία σειρά 3 γεννήσεων σ’ ένα µαιευτήριο των 
Αθηνών. Καταγράφοντας κατά σειρά γέννησης το φύλο των νεογέννητων ο 
δειγµατικός χώρος είναι το σύνολο 

)},,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,{( ααααακακακααακκκακκκακκκΩ = , 

όπου σηµειώνεται µε α η γέννηση αγοριού και µε κ η γέννηση κοριτσιού. Τα 
ενδεχόµενα , ,  και  της γέννησης 0, 1, 2 και 3 αγοριών, αντίστοιχα, 
περιλαµβάνουν τα εξής δειγµατικά σηµεία: 

0Α 1Α 2Α 3Α

)},,{(0 κκκΑ = , )},,(),,,(),,,{(1 ακκκακκκαΑ =  

)},,(),,,(),,,{(2 αακακακααΑ = , )},,{(3 αααΑ = , 

ενώ το ενδεχόµενο Β της γέννησης ενός τουλάχιστο αγοριού περιλαµβάνει τα εξής 
δειγµατικά σηµεία 

)},,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,{( ααααακακακααακκκακκκαΒ =  
και είναι 

321 ΑΑΑΒ ++= . 

Το συµπληρωµατικό (αντίθετο) του ενδεχοµένου Β είναι το ενδεχόµενο Β′  της 
γέννησης 3 κοριτσιών και περιλαµβάνει ένα µόνο σηµείο 

)},,{( κκκΒ =′ . 

Παράδειγµα 2.4. Μέτρο του φόρτου εργασίας σε ένα τηλεφωνικό κέντρο παροχής 
πληροφοριών αποτελεί τόσο ο αριθµός των τηλεφωνικών κλήσεων που φθάνουν σ’ 
αυτό στη διάρκεια ενός ορισµένου χρονικού διαστήµατος, όσο και ο χρόνος που 
µεσολαβεί µεταξύ διαδοχικών τηλεφωνικών κλήσεων. 
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 (α) Καταγράφοντας τον αριθµό των τηλεφωνικών κλήσεων, το σύνολο των 
δυνατών αποτελεσµάτων, το οποίο αποτελεί το δειγµατικό χώρο, είναι το 

}...,,1,0{1 ΝΩ = . 

Το ενδεχόµενο µιας τουλάχιστο τηλεφωνικής κλήσης είναι το υποσύνολο Α του  
µε 

1Ω

}...,,2,1{ ΝΑ = . 

Το συµπληρωµατικό (αντίθετο) του ενδεχοµένου Α είναι το ενδεχόµενο , καµµιάς 
τηλεφωνικής κλήσης, το οποίο περιλαµβάνει ένα µόνο σηµείο: 

Α′

}0{=′Α . 

Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση που ο µέγιστος αριθµός των τηλεφωνικών 
κλήσεων Ν είναι πρακτικά πολύ µεγάλος λαµβάνεται θεωρητικά ίσος µε  και έτσι ο 
δειγµατικός χώρος γίνεται 

∞

}...,,1,0{2 ∞=Ω . 

 (β) Καταγράφοντας το χρόνο µεταξύ διαδοχικών τηλεφωνικών κλήσεων, το 
σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων, το οποίο αποτελεί το δειγµατικό χώρο είναι το 
διάστηµα 

}0:{3 θtRtΩ <<∈= , 

όπου ο µέγιστος χρόνος θ είναι ένας θετικός αριθµός. Το ενδεχόµενο Α ο χρόνος 
µεταξύ διαδοχικών τηλεφωνικών κλήσεων να ξεπεράσει τα α δευτερόλεπτα είναι το 

}:{ θtRtΑ <<∈= α . 

 Σηµειώνουµε ότι το δειγµατικός χώρος  είναι πεπερασµένος ενώ δειγµατικός 
χώρος  αριθµησίµως άπειρος. Ο δειγµατικός χώρος  είναι υπεραριθµήσιµος και 
ειδικότερα συνεχής. 

1Ω

2Ω 3Ω

 
3. ΚΛΑΣΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ 

 Ο κλασικός ορισµός της πιθανότητας διατυπώθηκε αρχικά από τον De Moivre 
(1711) ως εξής: 
 Η πιθανότητα της πραγµατοποίησης ενός ενδεχοµένου είναι το πηλίκο µε αριθµητή 
τον αριθµό των περιπτώσεων ευνοϊκών για την πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου 
τούτου και παρονοµαστή το συνολικό αριθµό των περιπτώσεων µε την προϋπόθεση ότι 
όλες οι περιπτώσεις είναι εξίσου πιθανές (ισοπίθανες). 
 Η συνθήκη του ισοπιθάνου των περιπτώσεων είναι αναγκαία γιατί διαφορετικά 
θεωρώντας τις περιπτώσεις της πραγµατοποίησης και της µη πραγµατοποίησης 
ενδεχοµένου θα καταλήγαµε στο συµπέρασµα ότι η πιθανότητα οποιουδήποτε 
ενδεχοµένου είναι ίση µε 1/2. Το συµπέρασµα τούτο δεν ισχύει γενικά επειδή οι δύο 
αυτές περιπτώσεις δεν είναι πάντοτε εξίσου πιθανές. Η έννοια των εξίσου πιθανών 
(ισοπιθάνων) περιπτώσεων είναι απαραίτητο να ορισθεί ανεξάρτητα από την έννοια 
της πιθανότητας γιατί διαφορετικά ο κλασικός αυτός ορισµός θα οδηγούσε σε φαύλο 
κύκλο. Τούτο επιτυγχάνεται µε επίκληση της αρχής της έλλειψης επαρκούς λόγου. 
Έτσι αν σύµφωνα µε τα δεδοµένα δεν υπάρχει λόγος να θεωρηθεί κάποια από τις 
περιπτώσεις περισσότερο ή λιγότερο πιθανή από τις άλλες τότε όλες θεωρούνται 
εξίσου πιθανές. Για παράδειγµα κατά την ρίψη ενός κύβου υπάρχουν τόσα δυνατά 
αποτελέσµατα (περιπτώσεις) όσες είναι και οι έδρες του. Με την προϋπόθεση ότι οι 
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έδρες είναι ίσες και το βάρος του κύβου είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένο δεν υπάρχει 
λόγος να θεωρηθεί κάποια από τις περιπτώσεις περισσότερο ή λιγότερο πιθανή από 
τις άλλες, οπότε όλες οι περιπτώσεις θεωρούνται ισοπίθανες. Σηµειώνουµε ότι ο 
κλασικός αυτός ορισµός της πιθανότητας αφορά αναγκαστικά πεπερασµένους 
δειγµατικούς χώρους. 
 Η θεµελίωση του Λογισµού των Πιθανοτήτων µε βάση τον κλασικό ορισµό της 
πιθανότητας αποδίδεται στον Laplace (1812). Αξίζει να παρουσιάσουµε τις 
σηµαντικότερες ιδιότητες της κλασικής πιθανότητας, οι οποίες και ενέπνευσαν την 
κατάλληλη επέκταση της τόσο σε πεπερασµένους δειγµατικούς χώρους µε µη 
ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία (περιπτώσεις) όσο και γενικότερα σε αριθµήσιµους ή 
µη αριθµήσιµους δειγµατικούς χώρους. 
 Ας θεωρήσουµε έναν πεπερασµένο δειγµατικό χώρο Ω του οποίου τα στοιχεία 
(δειγµατικά σηµεία, περιπτώσεις), σύµφωνα µε την αρχή της έλλειψης επαρκούς 
λόγου, είναι εξίσου πιθανά (ισοπίθανα) και ένα οποιοδήποτε ενδεχόµενο Α (ως προς 
το δειγµατικό χώρο Ω). Η πιθανότητα του Α, συµβολιζοµένη µε ) , δίδεται από τη 
σχέση 

(AP

N
ANAP )()( =                                                   (3.1) 

όπου )  είναι ο αριθµός των στοιχείων του ενδεχοµένου Α και  είναι ο 
αριθµός των στοιχείων του δειγµατικού χώρου Ω. Η συνάρτηση )  η οποία σε 
κάθε ενδεχόµενο Α (στον Ω) αντιστοιχεί τον αριθµό (3.1) είναι 

(AN )(ΩNN ≡
(AP

 (α) µη αρνητική :  για κάθε ενδεχόµενο , 0)( ≥AP ΩA ⊆
 (β) νορµαλισµένη : , 1)( =ΩP

(γ) προσθετική : )()()( BPAPBAP +=+  για οποιαδήποτε ξένα ενδεχόµενα Α και 
. ΩB ⊆

Οι ιδιότητες αυτές προκύπτουν άµεσα από τον ορισµό (3.1) και τις αντίστοιχες 
ιδιότητες:  για κάθε σύνολο Α και 0)( ≥AN )()()( BNANBAN +=+  για ξένα 
µεταξύ τους σύνολα Α και Β, του αριθµού των στοιχείων πεπερασµένου συνόλου. 
Σηµειώνουµε ότι από την προσθετική ιδιότητα συνάγεται επαγωγικά η σχέση 

)()()()( 2121 νν APAPAPAAAP +++=+++ LL                     (3.2) 

για κατά ζεύγη ξένα (αµοιβαίως αποκλειόµενα, ασυµβίβαστα) ενδεχόµενα 
. Άµεσα συνάγονται από τον ορισµό (3.1) η σχέση ΩAAA ⊆ν...,,, 21

1)( ≤AP  για κάθε ενδεχόµενο . ΩΑ ⊆
όπως και η σχέση 

0)( =∅P . 

Επίσης, έστω νΩΩΩΩ ×××= L21

iΩ
ν...,,2,1=

 δειγµατικός χώρος συνθέτου στοχαστικού 
πειράµατος, όπου  είναι πεπερασµένος δειγµατικός χώρος µε  ισοπίθανα 
δειγµατικά σηµεία, i . Αν ισχύει 

iN

})({})({})({)}),...,,({( 221121 ννν ωωωωωω PPPP L=                    (3.3) 

για οποιαδήποτε δειγµατικά σηµεία ii Ω∈ω , νi ...,,2,1= , τότε ο δειγµατικός χώρος 
Ω  έχει ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία. 
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 Επέκταση της κλασικής πιθανότητας στην περίπτωση που ο δειγµατικός χώρος 
είναι συνεχής (µη αριθµήσιµος) αποτελεί η γεωµετρική πιθανότητα που ορίζεται ως 
εξής: Ας θεωρήσουµε ένα µη αριθµήσιµο δειγµατικό χώρο Ω οριζόµενο από µία 
περιοχή του (µονοδιαστάτου ή διδιαστάτου ή τριδιαστάτου) χώρου στην οποία 
οποιεσδήποτε στοιχειώδεις περιοχές είναι εξίσου πιθανές (ισοπίθανες) και ένα 
οποιοδήποτε ενδεχόµενο Α οριζόµενο από µία περιοχή του δειγµατικού χώρου Ω. Η 
πιθανότητα του Α δίδεται από τη σχέση 

)(
)()(

Ωµ
AµAP = ,                                                  (3.4) 

όπου )  και )  είναι το µέτρο (µήκος ή εµβαδό ή όγκος) των περιοχών Α και Ω 
αντίστοιχα. Η πιθανότητα (3.4), όπως εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί, έχει αντίστοιχες 
µε την πιθανότητα (3.1) ιδιότητες. 

(Αµ (Ωµ

Παράδειγµα 3.1. Ας θεωρήσουµε µία ακολουθία δύο ρίψεων ενός συνήθους 
νοµίσµατος και το ενδεχόµενο  της εµφάνισης σ’ αυτή j φορές της όψης κεφαλή, 

. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες , 
jA

2,1,0=j ) 2,1,0( jAP =j . 
 Παρατηρούµε ότι ο δειγµατικός χώρος του απλού τυχαίου πειράµατος της ρίψης 
ενός συνήθους (συµµετρικού) νοµίσµατος είναι το σύνολο 

},{ κγΩ = . 

Τα δειγµατικά σηµεία, λόγω της συµµετρίας του νοµίσµατος, είναι ισοπίθανα: 

2
1})({})({ == κPγP ii , 2,1=i . 

 Περαιτέρω, ο δειγµατικός χώρος του συνθέτου τυχαίου πειράµατος µιας 
ακολουθίας 2 ρίψεων ενός νοµίσµατος είναι το σύνολο 

)},(),,(),,(),,{(2 κκγκκγγγΩ = , 

το οποίο είναι το καρτεσιανό γινόµενο του },{ κγΩ =  µε τον εαυτό του. Στο τυχαίο 
αυτό πείραµα ισχύει η (3.3) και έτσι τα 4 δειγµατικά σηµεία του Ω  είναι ισοπίθανα: 2

4
1

2
1

2
1})({})({)}),({( 21 =⋅== γPγPγγP , 

4
1

2
1

2
1})({})({)}),({( 21 =⋅== κPγPκγP , 

4
1

2
1

2
1})({})({)}),({( 21 =⋅== γPκPγκP , 

4
1

2
1

2
1})({})({)}),({( 21 =⋅== κPκPκκP . 

Εποµένως, εφαρµόζοντας τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας (3.1) και επειδή 

)},{(0 γγΑ = , )},(),,{(1 γκκγΑ = , )},{(2 κκΑ = , 

συνάγουµε τις πιθανότητες 

4
1)( 0 =AP , 

2
1)( 1 =AP , 

4
1)( 2 =AP . 

Παράδειγµα 3.2. Έστω ότι ένα νόµισµα διαµέτρου r τοποθετείται τυχαία πάνω σε 
ορθογώνιο τραπέζι το οποίο είναι χωρισµένο σε Ν ορθογώνια µε πλευρές α και β, 
όπου  και βα ≤ αr < . Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως το νόµισµα τοποθετηθεί 
στο εσωτερικό ορθογωνίου. 
 Ο δειγµατικός χώρος Ω είναι το ορθογώνιο τραπέζι µε εµβαδό 
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Ναβµ(Ω) = . 

Για τον καθορισµό της περιοχής του τραπεζιού η οποία ορίζεται από το ενδεχόµενο 
Α, όπως το νόµισµα τοποθετηθεί στο εσωτερικό ορθογωνίου, ας θεωρήσουµε ένα 
ορθογώνιο  µε πλευρές α και β, όπου ΑΒΓ∆ βα ≤  και ένα δεύτερο ορθογώνιο 

 κείµενο στο εσωτερικό του πρώτου ορθογωνίου µε πλευρές παράλληλες στις 
πλευρές αυτού και σε απόσταση  απ’ αυτές (βλ. Σχήµα 3.1). 
ΕΖΗΘ

2/r

 
A  B β 

∆  Γ

 Ε rβ −  Ζ 

Θ  Η

α r/2 

.Ο 

r/2 

r−a

 
Σχήµα 3.1 

Ένα νόµισµα διαµέτρου r κείται στο εσωτερικό του ορθογωνίου  αν και µόνο 
αν το κέντρο Ο του νοµίσµατος κείται στο εσωτερικό του ορθογωνίου . Το 
εµβαδό του ορθογωνίου  είναι )

ΑΒΓ∆

. Η περιοχή του τραπεζιού η 
οποία ορίζεται από το ενδεχόµενο Α είναι η ένωση Ν τέτοιων ορθογωνίων και έτσι 

ΕΖΗΘ
ΕΖΗΘ )(( rβrα −−

))(()( rβrαΝΑµ −−= . 

Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό της γεωµετρικής πιθανότητας (3.4), 

αβ
rβrα

Ωµ
ΑµAP ))((

)(
)()( −−
== . 

Σηµειώνουµε ότι στη µερική περίπτωση τετραγώνων, αβ = , η πιθανότητα αυτή 
γίνεται 

2

1)( 





 −=

α
rAP . 

 
4. ΑΡΧΕΣ ΑΠΑΡΙΘΜΗΣΗΣ, ∆ΙΑΤΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΙ 
 
 Ο υπολογισµός της πιθανότητας ενός ενδεχοµένου Α στην περίπτωση 
πεπερασµένου δειγµατικού χώρου Ω του οποίου τα στοιχεία (δειγµατικά σηµεία, 
περιπτώσεις) είναι ισοπίθανα ανάγεται, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της 
πιθανότητας, , στον υπολογισµό του αριθµού )  των στοιχείων 
του Α και του αριθµού )  των στοιχείων του Ω. Στο εδάφιο αυτό 
παρουσιάζουµε µερικά βασικά στοιχεία της Συνδυαστικής τα οποία διευκολύνουν την 
αντιµετώπιση τέτοιων προβληµάτων απαρίθµησης. Η αρχή του αθροίσµατος και η 
αρχή του γινοµένου (ή πολλαπλασιαστική αρχή), οι οποίες αποτελούν τις δύο βασικές 
αρχές απαρίθµησης, µπορούν να διατυπωθούν ως εξής: 

NANAP /)()( =
N

(AN
(ΩN≡
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 Αρχή του αθροίσµατος. Αν  είναι πεπερασµένα και κατά ζεύγη ξένα 
µεταξύ τους σύνολα, τότε 

νAAA ...,,, 21

)()()()( 2121 νν ANANANAAAN +++=+++ LL  

Η αρχή αυτή µπορεί να διατυπωθεί και ως εξής: Αν ένα στοιχείο (αντικείµενο)  
µπορεί να εκλεγεί κατά  τρόπους, 

iα

iκ νi ...,,2,1=  και η εκλογή του  αποκλείει την 
ταυτόχρονη εκλογή του , 

iα

jα ν...,,ji 2,1, = , ji ≠  τότε το στοιχείο  ή , ..., ή  
µπορεί να εκλεγεί κατά 

1α 2α να

νκκκ ++L2+1  τρόπους. 

 Αρχή γινοµένου (ή πολλαπλασιαστική αρχή). Αν  είναι πεπερα-
σµένα σύνολα, τότε 

νAAA ...,,, 21

)()()()( 2121 νν ANANANAAΑN LL =××× . 

Η αρχή αυτή µπορεί γενικότερα να διατυπωθεί ως εξής: Αν ένα στοιχείο 
(αντικείµενο)  µπορεί να εκλεγεί κατά  τρόπους και για κάθε ένα από αυτούς 
τους τρόπους ένα άλλο στοιχείο  µπορεί να εκλεγεί κατά  τρόπους, ..., και για 
κάθε ένα από όλους αυτούς τους τρόπους ένα άλλο στοιχείο  µπορεί να εκλεγεί 
κατά  τρόπους, τότε όλα τα στοιχεία  και ,...,και  µπορούν να εκλεγούν 
(διαδοχικά) κατά  τρόπους. 

1α 1κ

1α

2α 2κ
α

ν

ν

Ω

νκ 2α α

νκκκ L21

 Ας θεωρήσουµε ένα πεπερασµένο σύνολο ν στοιχείων . 
∆ιάταξη των ν ανά κ καλείται µία διατεταγµένη κ-αδα )  µε  

. Συνδυασµός των ν ανά κ καλείται µία (µη διατεταγµένη) συλλογή κ 
στοιχείων }  µε , 

}...,,,{ 21 νωωω=
...,,2 κα Ωαr ∈,( 1 αα

κr ...,,2,1=
{α ...,,, 21 καα Ωαr ∈ κr ...,,2,1= . Τα στοιχεία µιας διάταξης ή ενός 

συνδυασµού είναι είτε διαφορετικά είτε όχι κατ’ ανάγκη διαφορετικά στοιχεία του Ω. 
Για την πρώτη περίπτωση διατηρούµε την ονοµασία διάταξη ή συνδυασµός των ν ανά 
κ ενώ στη δεύτερη περίπτωση όπου τα στοιχεία του Ω επιτρέπεται να 
επαναλαµβάνονται, χρησιµοποιούµε την ονοµασία διάταξη ή συνδυασµός των ν ανά κ 
µε επανάληψη. Η ειδική περίπτωση διάταξης των ν ανά ν (όλων των θεωρουµένων 
στοιχείων) καλείται ειδικότερα µετάθεση ν στοιχείων.  

 Σχετικά µε το πλήθος των διατάξεων και των συνδυασµών αποδεικνύουµε τα 
επόµενα θεωρήµατα. 

Θεώρηµα 4.1. (α) Ο αριθµός των διατάξεων των ν ανά κ, συµβολιζόµενος µε , 
δίδεται από τη σχέση 

κν)(

)!(
!)1()2)(1()(
κν
νκννννν κ −

=+−−−= L ,                        (4.1) 

όπου το γινόµενο όλων των ακεραίων από το 1 µέχρι το ν καλείται ν παραγοντικό και 
συµβολίζεται µε ν νν )1(321! −⋅⋅= L . 

(β) Ο αριθµός των συνδυασµών των ν ανά κ συµβολιζόµενος µε , δίδεται από 

τη σχέση 









κ
ν

)!(!
!

!
)(

κνκ
ν

κ
ν

κ
ν κ

−
==








,                                        (4.2) 
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Απόδειξη. (α) Σε µια οποιαδήποτε διάταξη )  των ν στοιχείων του 
 ανά κ, το πρώτο στοιχείο  µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο 

των ν στοιχείων, ενώ µετά την εκλογή του πρώτου στοιχείου, το δεύτερο στοιχείο α , 
επειδή πρέπει να είναι διαφορετικό από το , µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο των 
υπολοίπων  στοιχείων. Τελικά µετά την εκλογή των  στοι-χείων, το 
τελευταίο στοιχείο α , επειδή πρέπει να είναι διαφορετικό από τα  προηγούµενα 
στοιχεία, µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο των υπολοίπων 

...,,,( 21 κααα

1α

1 ,αα

}...,,,{ 21 νωωωΩ =

1−ν

2

+

1α

12 ...,, −κα
1−κ

(
κ

1)1 −=−− κνκν  
στοιχείων. Έτσι, σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή, συνάγεται η (4.1). 

(β) Σε κάθε συνδυασµό }{  των ν στοιχείων του Ω ανά κ αντιστοιχούν 
 διατάξεις των ν ανά κ, οι οποίες προκύπτουν µε µετάθεση των κ στοιχείων του 

κατά όλους τους  το πλήθος δυνατούς τρόπους. Εποµένως ο αριθµός των 
διατάξεων των ν ανά κ είναι ίσος µε  φορές τον αριθµό των συνδυασµών των ν ανά 
κ και έτσι χρησιµοποιώντας την (4.1) συνάγουµε την (4.2). 

...,,, 21 κααα

!κ

!κ
!κ

Θεώρηµα 4.2. Ο αριθµός των διατάξεων των ν ανά κ µε επανάληψη, συµβολιζόµενος 
µε U , είναι ίσος µε ),( κν

κνκνU =),( .                                                  (4.3) 

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι σε µία οποιαδήποτε διάταξη )...,,,( 21 κααα  των ν 
στοιχείων του }...,,,{ 21 νωωωΩ =  ανά κ µε επανάληψη οποιοδήποτε στοιχείο iα  
µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο των ν στοιχείων. Έτσι, σύµφωνα µε την 
πολλαπλασιαστική αρχή, συνάγεται η (4.3). 

Θεώρηµα 4.3. Ο αριθµός των συνδυασµών των ν ανά κ µε επανάληψη είναι ίσος µε 

)!1(!
)!1(

!
)1()1(1

−
−+

=
−++

=






 −+
νκ
κν

κ
κννν

κ
κν L .                      (4.4) 

Απόδειξη. Ας θεωρήσουµε ένα συνδυασµό }  των ν στοιχείων του 
 ανά κ µε επανάληψη και ας υποθέσουµε ότι οι κ δείκτες 

 είναι αριθµηµένοι από τον µικρότερο προς τον µεγαλύτερο. Η υπόθεση 
αυτή δεν περιορίζει τη γενικότητα εφόσον η οποιαδήποτε σειρά αναγραφής των 
στοιχείων ενός συνδυασµού δεν παίζει κανένα ρόλο. Τότε 

...,,,{
21 κiii ωωω

}...,,,{ 21 νωωωΩ =

κiii ...,,, 21

νiii κ ≤≤≤≤≤ L21

...,,,
21 jj ωωω

1  και 
αν στο συνδυασµό }{  αντιστοιχήσουµε το συνδυασµό {  
µε 

...,,,
21 κiii ωωω }

κj

11 ij = , ...,122 += ij , )1( −+= κij κκ , 

θα είναι 11 21 −+≤<<<≤ κνjjj κL

1−+ κν

, δηλαδή τα στοιχεία του δευτέρου 
συνδυασµού θα είναι διαφορετικά είτε είναι είτε δεν είναι διαφορετικά τα στοιχεία 
του πρώτου συνδυασµού και επιπλέον ο συνδυασµός  είναι ένας 
συνδυασµός των  στοιχείων του συνόλου 

}
}

...,,,{
21 κjjj ωωω

...,,,{ 21 + 1−= κνωωωW

ν

 ανά κ 
(χωρίς επανάληψη). Η αντιστοιχία αυτή συνεπάγεται ότι ο αριθµός των συνδυασµών 
των ν ανά κ µε επανάληψη είναι ίσος µε τον αριθµό των συνδυασµών των  
ανά κ (χωρίς επανάληψη). 

1−+ κ
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Παράδειγµα 4.1. (α) Κατανοµή διακεκριµένων σφαιριδίων σε διακεκριµένα κελιά. Ας 
θεωρήσουµε κ διακεκριµένα σφαιρίδια } τα οποία τοποθετούνται µέσα 
σε ν διακεκριµένα κελιά } . Ο αριθµός των τρόπων τοποθέτησης των κ 
διακεκριµένων σφαιριδίων µέσα στα ν διακεκριµένα κελιά, είναι ίσος µε 

...,,,{ 21 κσσσ
...,,,{ 21 νccc

κν , 

τον αριθµό των διατάξεων των ν ανά κ µε επανάληψη, επειδή το κάθε σφαιρίδιο 
µπορεί να τοποθετηθεί σε οποιοδήποτε από τα ν κελιά. 
 Ο αριθµός των τρόπων τοποθέτησης των κ διακεκριµένων σφαιριδίων µέσα στα ν 
διακεκριµένα κελιά έτσι ώστε το j κελί να περιέχει σφαιρίδια για όλα τα  

 µε 
jκ

νj ...,,2,1= κκκκ ν =+++ L21 , είναι ίσος µε 

!!!
!

21 νκκκ
κ
L

, 

επειδή τα  σφαιρίδια του πρώτου κελιού µπορούν να επιλεγούν από τα κ σφαιρίδια 
κατά 

1κ










1κ
κ

 

τρόπους. Μετά την επιλογή αυτή τα  σφαιρίδια του δευτέρου κελιού µπορούν να 
επιλεγούν από τα υπόλοιπα  σφαιρίδια κατά  

2κ

1κκ −








 −

2

1

κ
κκ

 

τρόπους. Συνεχίζοντας την ανάλυση αυτή, µετά την επιλογή των σφαιριδίων για τα 
 πρώτα κελιά, τα κ  σφαιρίδια του ν-οστού κελιού µπορούν να επιλεγούν από τα 

υπόλοιπα 
1−ν ν

νν κκκκκ =+++− − )( 11 L2  σφαιρίδια κατά ένα µόνον τρόπο και έτσι, 
σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή, συνάγεται ο ζητούµενος αριθµός, 








 −−−







 −







 −

ν

ν

κ
κκκ

κ
κκ

κ
κ 11

2

1

1

L
L  

                                    
)!(!

)!(
)!(!

)!(
)!(!

!

1

11

212

1

11 νν κκκκ
κκκ

κκκκ
κκ

κκκ
κ ν

−−−
−−−

−−
−

−
−

L

L
L=  

µετά από απλοποιήσεις. 
(β) Κατανοµή όµοιων σφαιριδίων σε διακεκριµένα κελιά. Ας θεωρήσουµε κ όµοια 

σφαιρίδια τα οποία τοποθετούνται µέσα σε ν διακεκριµένα κελιά . Σε 
κάθε τοποθέτηση των κ όµοιων σφαιριδίων µέσα στα ν διακεκριµένα κελιά 
αντιστοιχεί µία επιλογή κ κελιών } ανεξάρτητα σειράς και αντίστροφα 
όπου η τοποθέτηση ενός σφαιριδίου µέσα σε ένα κελί αντιστοιχεί στην επιλογή του 
κελιού αυτού. Εποµένως στην περίπτωση που κάθε κελί µπορεί να χωρέσει ένα µόνο 
σφαιρίδιο, ο αριθµός των τρόπων τοποθέτησης κ όµοιων σφαιριδίων µέσα σε ν 
διακεκριµένα κελιά είναι ίσος µε 

}...,,,{ 21 νccc

...,,,{
21 κiii ccc









κ
ν

, 
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τον αριθµό των συνδυασµών των ν ανά κ, ενώ στην περίπτωση που τα κελιά είναι 
απεριόριστης χωρητικότητας, ο αριθµός των τρόπων τοποθέτησης κ όµοιων 
σφαιριδίων µέσα σε ν διακεκριµένα κελιά είναι ίσος µε 








 −+
κ
κν 1

, 

τον αριθµό των συνδυασµών των ν ανά κ µε επανάληψη. 

 
5. ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ 
 
 Η προϋπόθεση του ισοπιθάνου των περιπτώσεων ή στοιχειωδών περιοχών που 
απαιτούν τόσο ο κλασικός ορισµός της πιθανότητας όσο και η γεωµετρική επέκτασή 
του περιορίζει σηµαντικά το πεδίο εφαρµογών της Θεωρίας των Πιθανοτήτων. Έτσι 
σε στοχαστικά πειράµατα (ή φαινόµενα) µε πεπερασµένο δειγµατικό χώρο στον 
οποίο τα δειγµατικά σηµεία δεν είναι ισοπίθανα ή µε αριθµησίµως άπειρο δειγµατικό 
χώρο, όπως για παράδειγµα η εκποµπή σωµατιδίων από ραδιενεργό ουσία, δεν µπορεί 
να εφαρµοσθεί ο κλασικός ορισµός της πιθανότητας. Επίσης σε στοχαστικά 
πειράµατα (ή φαινόµενα) µε µη αριθµήσιµο δειγµατικό χώρο στον οποίο οι 
στοιχειώδεις περιοχές δεν είναι ισοπίθανες, όπως για παράδειγµα ο χρόνος ζωής µιας 
µηχανής, δεν µπορεί να εφαρµοσθεί ο γεωµετρικός ορισµός της πιθανότητας. 
 Ο Von Mises στην προσπάθειά του να αντιµετωπίσει το πρόβληµα ορισµού 
πιθανότητας σε οποιουσδήποτε δειγµατικούς χώρους διατύπωσε τον ακόλουθο 
εµπειρικό ορισµό της πιθανότητας. 
 Ας υποθέσουµε ότι ένα στοχαστικό πείραµα (ή φαινόµενο) µε δειγµατικό χώρο Ω 
µπορεί να επαναληφθεί κάτω από τις ίδιες συνθήκες απεριόριστο αριθµό φορών και 
ας θεωρήσουµε ένα οποιοδήποτε ενδεχόµενο . Έστω ότι σε ν επαναλήψεις του 
στοχαστικού πειράµατος (ή φαινοµένου) το ενδεχόµενο Α έχει πραγµατοποιηθεί 

 φορές. Η σχετική συχνότητα του Α δίδεται από τo λόγο 

ΩA ⊆

)(Αnν

ν
Αn )(ν . 

Στην περίπτωση που υπάρχει το όριο της σχετικής συχνότητας όταν το ν τείνει στο 
άπειρο τούτο ορίζει, σύµφωνα µε τον Von Mises, την πιθανότητα του Α: 

ν
Αn

AP ν

ν

)(
lim)(

∞→
= .                                             (5.1) 

Σηµειώνουµε ότι, όπως εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί, και η εµπειρική πιθανότητα 
είναι 
 (α) µη αρνητική :  για κάθε ενδεχόµενο , 0)( ≥AP ΩA ⊆
 (β) νορµαλισµένη : , 1)( =ΩP

(γ) προσθετική : )()()( BPAPBAP +=+  για οποιαδήποτε ξένα ενδεχόµενα Α και 
. ΩΒ ⊆

 Η υπόθεση ότι ένα στοχαστικό πείραµα µπορεί να επαναληφθεί κάτω από τις ίδιες 
συνθήκες απεριόριστο αριθµό φορών αποτέλεσε το σηµείο κριτικής του εµπειρικού 
ορισµού της πιθανότητας. Επίσης η σύγκλιση στην (5.1) δεν µπορεί να νοηθεί µε την 
απόλυτη µαθηµατική έννοια αλλά µε πιθανότητα όπως θα δούµε στα θεωρήµατα 
σύγκλισης. 
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6. ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ 
 
 Επέκταση του κλασικού ορισµού της πιθανότητας ενδεχοµένου τόσο στην 
περίπτωση πεπερασµένου δειγµατικού χώρου µε όχι κατ’ ανάγκη ισοπίθανα 
δειγµατικά σηµεία όσο και στις περιπτώσεις αριθµησίµου ή µη αριθµησίµου 
δειγµατικού χώρου επιτυγχάνεται µε τον αξιωµατικό ορισµό της πιθανότητας. Ο 
ορισµός αυτός είναι αρκετά γενικός και ενσωµατώνει ως ειδική περίπτωση την 
κλασική πιθανότητα και ως οριακό θεώρηµα την εµπειρική πιθανότητα. 

Ορισµός 6.1. Έστω Ω ένας δειγµατικός χώρος στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή 
φαινοµένου). Μια συνάρτηση η οποία σε κάθε ενδεχόµενο  αντιστοιχεί 
(εκχωρεί) έναν πραγµατικό αριθµό  καλείται πιθανότητα αν ικανοποιεί τα 
αξιώµατα (συνθήκες): 

ΩA ⊆
)(AP

(α) µη αρνητικότητας:  για κάθε ενδεχόµενο , 0)( ≥AP ΩA ⊆
(β) νορµαλισµού: , 1)( =ΩP
(γ) αριθµήσιµης προσθετικότητας: 

LLLL ++++=++++ )()()()( 2121 νν APAPAPAAAP  

για οποιαδήποτε ακολουθία κατά ζεύγη ξένων ενδεχοµένων , i . ΩAi ⊆ ...,...,,2,1 ν=

Παρατήρηση 6.1. Στην περίπτωση πεπερασµένου δειγµατικού χώρου Ω αντί του 
αξιώµατος της αριθµήσιµης προσθετικότητας αρκεί το ασθενέστερο αξίωµα 

(γ΄) προσθετικότητας : )()()( BPAPBAP +=+
ΩBA ⊆,

 για οποιαδήποτε ξένα (αµοιβαίως 
αποκλειόµενα) ενδεχόµενα , 

από το οποίο συνάγεται επαγωγικά η σχέση 

)()()()( 2121 νν APAPAPAAAP +++=+++ LL , 

για οποιαδήποτε κατά ζεύγη ξένα ενδεχόµενα Ω⊆iA , νi ...,,2,1= . 
 Σηµειώνουµε ότι ο αξιωµατικός ορισµός της πιθανότητας δεν καθορίζει κάποια 
έκφραση (τύπο) υπολογισµού της (συνάρτησης) πιθανότητας )  για κάθε 
ενδεχόµενο . Απλώς περιορίζεται στον καθορισµό των συνθηκών που πρέπει 
να ικανοποιεί η συνάρτηση ,  για να είναι πιθανότητα. Η ύπαρξη 
πρόσθετων στοιχείων σχετικών µε το δειγµατικό χώρο Ω και τις πιθανότητες των 
στοιχειωδών ενδεχοµένων του δύναται να οδηγήσει στον προσδιορισµό µιας 
έκφρασης (τύπου) υπολογισµού της πιθανότητας οποιουδήποτε ενδεχοµένου. Τέτοιες 
περιπτώσεις εξετάζουµε στα επόµενα παραδείγµατα. 

(AP
ΩA ⊆

) ΩA ⊆(AP

Παράδειγµα 6.1. Πεπερασµένοι δειγµατικοί χώροι. Ας θεωρήσουµε έναν 
πεπερασµένο δειγµατικό χώρο }...,,,{ 21 ΝωωωΩ =  µε  και έστω 

 ένα οποιοδήποτε ενδεχόµενο. Η πιθανότητα )  δύναται 
να εκφρασθεί συναρτήσει των πιθανοτήτων των στοιχειωδών ενδεχοµένων του Ω: 

ΝΩΝ =)(
PΩωωωΑ iii ⊆= }...,,,{

21 κ
(A

ii pωP =})({ , i N...,,2,1= . 

Συγκεκριµένα, χρησιµοποιώντας το ότι }{}{}{
21 κiii ωωωA +++= L  συνάγουµε, 

σύµφωνα µε το αξίωµα της προσθετικότητας, την έκφραση 

})({})({})({)(
21 κiii ωPωPωPAP +++= L  
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και έτσι 

κiii pppAP +++= L
21

)( . 

Σηµειώνουµε ότι, σύµφωνα µε το αξίωµα του νορµαλισµού και επειδή 
, οι πιθανότητες των στοιχειωδών ενδεχοµένων ικανοποιούν 

τη σχέση 
NpppΩΡ +++= L21)(

121 =+++ Nppp L . 

Συµπερασµατικά, στην περίπτωση πεπερασµένου δειγµατικού χώρου, η γνώση των 
πιθανοτήτων των στοιχειωδών ενδεχοµένων επιτρέπει τον υπολογισµό της 
πιθανότητας οποιουδήποτε ενδεχοµένου. Οι αρχικές αυτές πιθανότητες δύνανται να 
προκύψουν από την εξέταση και ανάλυση των συνθηκών και των οργάνων εκτέλεσης 
του συγκεκριµένου στοχαστικού πειράµατος. Αξίζει να σηµειωθεί ότι στην 
περίπτωση ισοπιθάνων δειγµατικών σηµείων, 

N
ωPp ii

1})({ == , Ni ...,,2,1= , 

η ανωτέρω έκφραση της πιθανότητας )  απλοποιείται λαµβάνοντας τη µορφή (AP

N
ANAP )()( = , 

η οποία συµφωνεί µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας. 

Παράδειγµα 6.2. Ας θεωρήσουµε το τυχαίο πείραµα της ρίψης ενός κύβου. 
Καταγράφοντας την ένδειξη της επάνω έδρας του κύβου ο δειγµατικός χώρος του 
τυχαίου αυτού πειράµατος είναι το σύνολο 

}6,5,4,3,2,1{=Ω  

µε 6  δειγµατικά σηµεία. )( == ΩΝΝ
(α) Στην περίπτωση συνήθους κύβου, ο οποίος είναι συµµετρικός και  

κατασκευασµένος από οµοιογενές υλικό, όλες οι έδρες έχουν την ίδια πιθανότητα 
εµφάνισης: 

6
1})({ == jPp j , 6,5,4,3,2,1=j . 

H πιθανότητα οποιουδήποτε ενδεχοµένου Α δίδεται τότε από τον τύπο 

6
)()( ANAP = , 

της κλασικής πιθανότητας. Έτσι, αν Α είναι το ενδεχόµενο εµφάνισης αριθµού 
µεγαλύτερου ή ίσου του 5, τότε }6,5{=A  και 2)( =AN , οπότε 

3
1)( =AP . 

 (β) Στην περίπτωση κύβου µε ανοµοιογενές υλικό κατασκευής, τέτοιο ώστε η 
πιθανότητα εµφάνισης οποιασδήποτε έδρας να είναι ανάλογη του αριθµού (των 
κουκκίδων) που φέρει, τότε 

cjjPp j == })({ , 6,5,4,3,2,1=j , 
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όπου c ο συντελεστής αναλογίας. Όµως 1654321 =+++++ pppppp , οπότε 
1)654321( =+++++c  και έτσι 21/1=c . Εποµένως η πιθανότητα οποιουδήποτε 

ενδεχοµένου  δίδεται από τον τύπο Ωjκ ⊆}...,jjA = ,,{ 21

21
)( 21 κjjj

AP
+++

=
L

. 

Έτσι αν Α είναι το ενδεχόµενο εµφάνισης αριθµού µεγαλυτέρου ή ίσου του 5, τότε 
 και }6,5{=A

21
11

21
65)( =

+
=AP . 

 Στηριζόµενοι στα αξιώµατα (α), (β) και (γ) αποδεικνύουµε στα επόµενα 
θεωρήµατα βασικές ιδιότητες της πιθανότητας. 

Θεώρηµα 6.1. (α) Αν ∅  είναι το αδύνατο ενδεχόµενο, ως προς το δειγµατικό χώρο Ω, 
τότε 

0)( =∅P .                                                     (6.1) 

(β) Αν ,  είναι κατά ζεύγη ξένα (αµοιβαίως αποκλειόµενα) 
ενδεχόµενα, τότε 

ΩAi ⊆ νi ...,,2,1=

)()()()( 2121 νν APAAPAAAP +++=+++ LL                       (6.2) 

 (γ) Αν  είναι το συµπλήρωµα ενός ενδεχοµένου Α, ως προς το δειγµατικό χώρο 
Ω, τότε 

A′

)(1)( APAP −=′ .                                               (6.3) 

 (δ) Αν  είναι οποιαδήποτε ενδεχόµενα, τότε ΩBA ⊆ ,

)()()( ABPAPBAP −=−                                         (6.4) 

και αν A , τότε B ⊆

)()()( BPAPBAP −=− .                                         (6.5) 

 (ε) Αν  είναι οποιαδήποτε ενδεχόµενα, τότε ΩBA ⊆,

)()()()( ABPBPAPBAP −+=∪                                  (6.6) 
και 

)()()(1)( ABPBPAPBAP +−−=′′ .                               (6.7) 

Απόδειξη. (α) Θέτοντας , ∅=iA ...,2,1=i , έχουµε ∅=++++ LL νAAA 21  και 
χρησιµοποιώντας το αξίωµα (γ) συνάγουµε τη σχέση 

LLLL ++++=++++=∅ )()()()()( 2121 νν APAPAPAAAPP  

                        LL +∅++∅+∅ )()()( PPP= . 

Επιπλέον, σύµφωνα µε το αξίωµα (α) έχουµε 

0)( ≥∅P . 

Εποµένως η σειρά µη αρνητικών όρων, 

0)()( =+∅++∅ LL PP , 
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είναι µηδενική, οπότε . 0)( =∅P
 (β) Ας θεωρήσουµε και τα ενδεχόµενα ∅=iA , ...,2,1 ++= ννi . Τότε 
χρησιµοποιώντας το αξίωµα (γ) και την (6.1) συµπεραίνουµε ότι 

     )()( 12121 LLL +++++=+++ +ννν AAAAPAAAP  

            )()()()()()()( 21121 ννν APAAPAPAPAPAP +++=+++++=  + LLL

 (γ) Παρατηρούµε ότι τα ενδεχόµενα Α και A′  είναι ξένα (αµοιβαίως 
αποκλειόµενα), ∅=′∩ AA , και ΩAA =′+ . Εποµένως χρησιµοποιώντας την (6.2) 
µε 2=ν  και το αξίωµα (β) συνάγουµε τη σχέση 

1)()()( ==′+ ΩPAPAP  

η οποία συνεπάγεται την (6.3). 
 (δ) Παρατηρούµε ότι τα ενδεχόµενα ΒΑΒΑ ′∩=−  είναι ξένα µεταξύ τους: 

∅=∅∩=∩′∩=∩∩′∩ ABBABABA )()()(  
και επιπλέον 

                   ( ])[(])[()() BBAABABABA ∪′∩∩∪′∩=∩+′∩  

                                                  ABAABBBAA =∪∩=′∪∩∪∩= . )()]()[(

Εποµένως, χρησιµοποιώντας την (6.2) µε 2=ν , συνάγουµε την 

)()()]()[()( BAPBAPBABAPAP ∩+′∩=∩+′∩=  
και έτσι 

)()()()( ABPAPBAPBAP −=′∩=− . 

Στην περίπτωση που  έχουµε AB ⊆ BAB =  και εποµένως 

)()()( BPAPBAP −=− . 

 (ε) Τα ενδεχόµενα BABA ′∩=−  και Β είναι ξένα, ∅=∩′∩ BBA )( , και 
. Εποµένως σύµφωνα µε την (6.2), BABBA ∪=+′∩ )(

)()(])[()( BPBAPBBAPBAP +−=+−=∪  

και χρησιµοποιώντας την (6.5) συνάγουµε την (6.6). Επειδή )( ′∪=′′ BABA , 
εφαρµόζοντας την (6.3) συµπεραίνουµε την (6.7). 

Η πιθανότητα της ένωσης τριών οποιωνδήποτε ενδεχοµένων συνάγεται µε τη 
χρησιµοποίηση της (6.6) στο ακόλουθο πόρισµα. 

Πόρισµα 6.1. Αν  είναι οποιαδήποτε ενδεχόµενα, τότε ΩΓBA ⊆ , ,

)()()()()()()()( ABΓPBΓPAΓPABPΓPBPAPΓBAP +−−−++=∪∪  (6.8) 
και 

)()()()()()()(1)( ABΓPBΓPAΓPABPΓPBPAPΓBAP −+++−−−=′′′ . (6.9) 

Απόδειξη. Η πιθανότητα της ένωσης των ενδεχοµένων BA∪  και Γ , σύµφωνα µε 
την (6.6) εκφράζεται ως εξής: 

                ])[()()(])[( ΓBAPΓPBAPΓBAP ∪−+∪=∪∪  

                            )]()[()()()()( BΓAΓPΓPABPBPAP ∪−+−+= . 
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Επίσης, σύµφωνα και πάλιν µε την (6.6), 

)()()()]()[( ABΓPBΓPAΓPBΓAΓP −+=∪  

και έτσι συνάγεται η έκφραση (6.8). Επειδή )( ′∪∪=′′′ ΓBAΓBA , εφαρµόζοντας 
την (6.3) συµπεραίνουµε την (6.9). 

Θεώρηµα 6.2. Η πιθανότητα , λαµβάνει τιµές στο διάστηµα [ : ΩAAP ⊆  ),( ]1,0

1)(0 ≤≤ AP  για κάθε                                   (6.10) ΩA ⊆

και είναι αύξουσα συνάρτηση: 

)()( ΒPAP ≤  για κάθε µε .                       (6.11) ΩBA ⊆ ,  BA ⊆

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι, σύµφωνα µε το αξίωµα (α) της µη αρνητικότητας, 
έχουµε 

0)( ≥AP , 0)( ≥′AP  για κάθε  ΩA ⊆

οπότε χρησιµοποιώντας και την (6.3), )(1)( APAP −=′ , συνάγουµε την (6.10). 
Επίσης, σύµφωνα µε το αξίωµα (α) της µη αρνητικότητας, η πιθανότητα του 
ενδεχοµένου  είναι µη αρνητική, ΩAB ⊆−

0)( ≥− ABP , 
και επειδή σύµφωνα µε την (6.5), 

)()()( APBPABP −=− , 

εφόσον , συνάγουµε την (6.11). BA ⊆

 Οι βασικές ιδιότητες της πιθανότητας που αποδείχθηκαν στο θεώρηµα 6.1 και στο 
Πόρισµα 6.1 εκτός από το θεωρητικό ενδιαφέρον που παρουσιάζουν, είναι και 
υπολογιστικά χρήσιµες όπως φαίνεται στα επόµενα παραδείγµατα. 

Παράδειγµα 6.3. Ας θεωρήσουµε µία σειρά τριών γεννήσεων σ’ ένα µαιευτήριο και 
το ενδεχόµενο Β της γέννησης ενός τουλάχιστο αγοριού. Υποθέτοντας ότι η γέννηση 
αγοριού είναι εξίσου πιθανή µε τη γέννηση κοριτσιού, να υπολογισθεί η πιθανότητα 

. )(BP
 Παρατηρούµε ότι συµπληρωµατικό του ενδεχοµένου Β είναι το ενδεχόµενοB′  της 
γέννησης κοριτσιού και στις τρεις περιπτώσεις. Η πιθανότητα )  υπολογίζεται 
πιο εύκολα από την ) . Συγκεκριµένα, ο δειγµατικός χώρος περιλαµβάνει 8 
ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία (βλ. Παράδειγµα 2.3) από τα οποία µόνο ένα ανήκει στο 
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και σύµφωνα µε την (6.3) παίρνουµε 
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 Ένας άλλος τρόπος υπολογισµού της πιθανότητας )  είναι να θεωρήσουµε το 
ενδεχόµενο Β ως ένωση των κατά ζεύγη ξένων ενδεχοµένων  και  της 
γέννησης 21  και 3 αγοριών, αντίστοιχα. Τότε 
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