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1ο  ΚΕΦΑΛΑΙΟ

ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ
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Θεωρούμε ένα φανταστικό  αριθμό  i   τέτοιον ώστε
· Κάθε  αριθμός της μορφής  β(i   είναι ένας  φανταστικός  αριθμός.
· Για παράδειγμα , οι αριθμοί 2i , -5i , 
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, κ.λ.π. είναι φανταστικοί

· Οι  αριθμοί  της μορφής  α+ β(i   α, β (( ,   ονομάζονται μιγαδικοί αριθμοί.
· Για παράδειγμα , οι αριθμοί 5+2i , 3-5i , 8+
[image: image2.wmf]i
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, κ.λ.π. είναι μιγαδικοί 
· Το σύνολο C={z=α+βi / α , β ((} είναι το σύνολο των μιγαδικών  αριθμών.
· Το  σύνολο C περιέχει το  (. Κάθε πραγματικός αριθμός α  γράφεται με τη μορφή α=α+0i , ενώ κάθε φανταστικός αριθμός γράφεται με τη μορφή z=0+βi
· Για παράδειγμα ο αριθμός –1 γράφεται –1=–1+0i , ενώ ο αριθμός 3i γράφεται 3i=0+3i
· Οι  πράξεις  της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού έχουν τις ίδιες ιδιότητες και στο C. To 0 είναι το ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης , ενώ το 1 είναι το ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασιασμού. Δηλαδή ισχύουν:
z+0=z   και   z (1=z  για κάθε  z ( C
· Κάθε  μιγαδικός αριθμός  z  γράφεται κατά  μοναδικό  τρόπο με τη μορφή z=α+βi , όπου α, β ((.
Ο αριθμός α ονομάζεται πραγματικό μέρος του μιγαδικού z , ενώ ο αριθμός β  ονομάζεται φανταστικό  μέρος του μιγαδικού z. Συμβολικά γράφουμε:      Re(z)=α   ,  Im(z)=β

· Για παράδειγμα αν z=-3+5i είναι Re(z)=-3 ,  Im(z)=5
· [image: image36.png]



· Για παράδειγμα αν (χ-2)+3ι=1-(ψ-1)i τότε θα είναι χ-2=1 και –(ψ-1)=3 , οπότε χ=3 και ψ=-2
· Αν (χ+3)+(ψ+1)i=0  τότε χ+3=0 και ψ+1=0 , οπότε χ=-3 και ψ=-1
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ  ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ

· Κάθε μιγαδικός αριθμός  z=α+βi  μπορεί να αντιστοιχιστεί στο σημείο Μ(α,β) ενός καρτεσιανού επιπέδου και αντίστροφα , σε  κάθε σημείο Μ(α,β) του καρτεσιανού επιπέδου  μπορούμε να αντιστοιχίσουμε τον μιγαδικό αριθμό z=α+βi. Το σημείο Μ(α,β) λέγεται εικόνα του μιγαδικού z=α+βi  και το συμβολίζουμε με Μ(z).
· Για παράδειγμα η εικόνα του μιγαδικού z=-3+i είναι το σημείο Μ(-3,1),ενώ το σημείο Ν(-1,4) είναι εικόνα του μιγαδικού –1+4i. 
· Ένα καρτεσιανό επίπεδο του οποίου τα σημεία είναι εικόνες μιγαδικών αριθμών λέγεται μιγαδικό επίπεδο.
· Οι εικόνες των πραγματικών  αριθμών (z=α+0i)  είναι σημεία της μορφής Μ(α,0) και επομένως θα βρίσκονται πάνω στον άξονα χ΄χ , γιαυτό και ο  άξονας αυτός ονομάζεται πραγματικός άξονας, ενώ οι εικόνες των φανταστικών   αριθμών  (z=0+βi)  είναι σημεία της μορφής Μ(0,β) και επομένως θα βρίσκονται πάνω στον άξονα ψ΄ψ γιαυτό και ο  άξονας αυτός ονομάζεται  φανταστικός  άξονας
· Για παράδειγμα η εικόνα του αριθμού 2 (2=2+0i) είναι το σημείο Μ(2,0) του άξονα χ΄χ, ενώ η εικόνα του αριθμού –3i (-3i=0-3i) είναι το σημείο Ν(0,-3) του άξονα ψ΄ψ. 
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ΠΡΑΞΕΙΣ   ΣΤΟ  C
· Αν  z1=α+βi  και z2=γ+δi  τότε z1+ z2=(α+γ)+(β+δ)I

[image: image39.png]o) o
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· Για παράδειγμα αν z1=1+2i  και z2=-4+i   τότε 
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· Αν  z1=α+βi  και z2=γ+δi  τότε z1- z2=(α-γ)+(β-δ)I
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· Για παράδειγμα αν z1=1+2i  και z2=-4+i   τότε 
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· Για  τον πολλαπλασιασμό δύο μιγαδικών κάνουμε κανονικά πράξεις:

(α+βi)(γ+δi)=αγ+αδi+βγi+βδi2=αγ+(αδ+βγ)i-βδ=(αγ-βδ)+(αδ+βγ)i
· Για παράδειγμα αν z1=1+2i  και z2=-4+i   τότε 
      z1z2=(1+2i)(-4+i)=-4+i-8i+2i2=-4-7i-2=-6-7i

Ειδικότερα: (α+βi)(α-βi)=α2-(βi)2=α2-β2i2=α2+β2
· Για παράδειγμα αν z1=1+2i  και z2=1-2i   τότε
  z1z2=(1+2i)(1-2i)=12-(2i)2=1+4=5 
· Ο αριθμός α-βi  λέγεται συζυγής του α+βi και συμβολίζεται με 
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 . Δηλαδή: 
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· Για παράδειγμα o συζυγής του z=5+2i  είναι ο 
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, ενώ συζυγής του z=1-3i  είναι ο 
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      Έτσι έχουμε:  
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· Για  παράδειγμα 
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[image: image11.wmf]i
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· Οι δυνάμεις  ενός μιγαδικού αριθμού με εκθέτη ακέραιο  , καθώς και οι ιδιότητές τους  , ορίζονται ακριβώς  όπως και στους πραγματικούς αριθμούς.

· Ειδικά για τις δυνάμεις του i   και επειδή i4=(i2)2=(-1)2=1 
[image: image12.wmf]για κάθε ν>4 έχουμε: 
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 EMBED Equation.3  [image: image14.wmf]u
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· Για παράδειγμα i2003=i4(500+3=i3=-i
                                           i29=i4(7+1=i

· Στο μιγαδικό επίπεδο οι εικόνες Μ(α,β) και Μ΄(α,-β) δύο συζυγών μιγαδικών είναι σημεία συμμετρικά ως προς τον πραγματικό άξονα.
· Αν  z1=α+βi  και z2=γ+δi  είναι δύο μιγαδικοί αριθμοί τότε :
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Αν ο z1 είναι  πραγματικός  τότε α=0 , οπότε 
[image: image15.wmf]1

1

1

1

0

z

z

z

z

=

Û

=

-


[image: image49.wmf]z

z

=

[image: image50.wmf]z

z

-

=


Άρα   

Αν ο z1 είναι  φανταστικός  τότε β=0 , οπότε 
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· Ισχύουν ακόμη οι ιδιότητες:
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· Για παράδειγμα: Αν ο μιγαδικός 
[image: image17.wmf]1
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 είναι πραγματικός, να βρεθεί  ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z.

Έστω z=x+yi  Επειδή w((  ισχύει : 
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[image: image19.wmf]1
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Αυτό σημαίνει ότι z(( , οπότε ψ=0  ή  (x+yi)(x-yi)=0( x2+y2=1  που είναι κύκλος με κέντρο το σημείο (0,0) και ακτίνα 1.

 Πρέπει z2+1(0((z2-i2) (0((z-i)(z+i) (0( z(i   και z(-i  άρα  (x,y)( (0,1)  και (x,y) ( (0,-1)

Δηλαδή  εξαιρούνται τα σημεία A(0,1) και B(0,-1)  του κύκλου που βρήκαμε.
Συνεπώς οι εικόνες των μιγαδικών z θα βρίσκονται είτε πάνω στον άξονα χ΄χ (ψ=0) , είτε σε κύκλο με κέντρο το σημείο (0,0) και ακτίνα 1 με εξαίρεση τα σημεία A(0,1) και B(0,-1)
· Για την εξίσωση αz2+βz+γ=0  , α
[image: image20.wmf]0

¹
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Ονομάζω Δ=β2-4αγ  (διακρίνουσα)

Η επίλυσή της στο C  γίνεται σύμφωνα με το παρακάτω λογικό διάγραμμα.
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Αν z1, z2  είναι οι ρίζες της εξίσωσης  αz2+βz+γ=0  , α
[image: image21.wmf]0
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 στο C  τότε:
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ΜΕΤΡΟ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ

· Αν  Μ(χ,ψ) η εικόνα  του μιγαδικού z =χ+ψi στο μιγαδικό επίπεδο, ορίζουμε ως μέτρο του z την απόσταση του σημείου Μ από την αρχή των αξόνων και το συμβολίζουμε |z|. Δηλαδή είναι : 
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· Για παράδειγμα αν z=3-2i θα είναι : 
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· Αν  z =χ+ψi , τότε ως γνωστόν είναι 
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z

y

c

-

=

, 
[image: image24.wmf]i

z

y

c

-

-

=

-

 αλλά 
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,  ενώ (χ+ψi)(χ-ψi)=χ2+ψ2 . Άρα 
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· Ισχύουν επίσης  οι παρακάτω ιδιότητες:
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ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ
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· Δεν ορίζεται όρισμα για το μιγαδικό z=0. Γιαυτό στη συνέχεια όταν αναφερόμαστε  σε όρισμα μιγαδικού θα θεωρούμε ότι z(0.

· Με βάση  το παραπάνω σχήμα είναι : 
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  οπότε  
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Άρα  z=|z|συνθ+|z|iημθ=|z|(συνθ+iημθ)  


Δηλαδή : 

      Αυτός ο τρόπος γραφής του μιγαδικού z  λέγεται τριγωνομετρική μορφή ή πολική μορφή του z.


· Για παράδειγμα για τον μιγαδικό z=-1+
[image: image28.wmf]3

i  έχω:
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τότε είναι θ=
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Έτσι o z  σε τριγωνομετρική μορφή είναι 
[image: image32.wmf])

3

2

3

2

(

2

p

hm

p

sun

i

z

+

=


· Αν δύο μιγαδικοί αριθμοί  z1  και  z2  είναι ίσοι τότε έχουν το ίδιο μέτρο , ενώ τα ορίσματά τους διαφέρουν κατά 2κπ ,  κ(Ζ  Δηλαδή:

· Ισχύουν  ακόμα οι παρακάτω ιδιότητες:


·  Οι παραπάνω σχέσεις  γεωμετρικά ερμηνεύονται ως εξής:
· Ο  πολλαπλασιασμός του μιγαδικού z1=|z1|(συνθ+iημθ) με  τον μιγαδικό z2=|z2|(συνφ+iημφ)  σημαίνει στροφή της διανυσματικής ακτίνας του μιγαδικού z1 κατά γωνία φ και μετά πολλαπλασιασμό της με  |z2|. 
· Ειδικότερα ο πολλαπλασιασμός του μιγαδικού z1=|z1|(συνθ+iημθ) με τον 
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 σημαίνει στροφή απλά της διανυσματικής ακτίνας του z1 κατά γωνία 
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· Η διαίρεση του μιγαδικού z1=|z1|(συνθ+iημθ) με  τον μιγαδικό z2=|z2|(συνφ+iημφ)  σημαίνει στροφή της διανυσματικής ακτίνας του μιγαδικού z1 κατά γωνία –φ και μετά πολλαπλασιασμό της κατά  
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Όταν υπάρχουν  αλγεβρικές παραστάσεις με μεγάλες δυνάμεις μιγαδικών αριθμών προτιμούμε  να γράφουμε τους μιγαδικούς  σε τριγωνομετρική μορφή.





Αν z=|z|(συνθ-iημθ)  γράφουμε z=|z|[συν(2π-θ)+iημ(2π-θ)]





Αν z= -|z|(συνθ-iημθ) γράφουμε z=|z|[συν(π+θ)+iημ(π+θ)]





z=|z|(-συνθ+iημθ)  γράφουμε z=|z|[συν(π-θ)+iημ(π-θ)]








Αν z1=α+βi  και z2=γ+δi  τότε :  z1= z2 ( α=γ και β=δ





                 Αν  α+βi=0  τότε:   α=0   και β=0





� EMBED PBrush  ���





Το διάνυσμα � EMBED Equation.3  ��� είναι η διανυσματική ακτίνα  του μιγαδικού αριθμού z=α+βi





� EMBED PBrush  ���





Η  διανυσματική ακτίνα του αθροίσματος  των μιγαδικών z1=α+βi  και z2=γ+δi είναι το άθροισμα των διανυσματικών ακτίνων τους.











� EMBED PBrush  ���





Η  διανυσματική ακτίνα της διαφοράς   των μιγαδικών z1=α+βi  και z2=γ+δi είναι η διαφορά των διανυσματικών ακτίνων τους.








� EMBED Equation.3  ���=� EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���=� EMBED Equation.3  ���





Οι    � EMBED Equation.3  ��� , � EMBED Equation.3  ���  λέγονται συζυγείς μιγαδικοί.





� EMBED Equation.3  ���





i0=1


i1=i


i2=-1


i3=i2i=-1i=-i


υ είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του ν με το 4








� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





z(((� EMBED Equation.3  ���








z(Ι(� EMBED Equation.3  ���








Όταν θέλουμε να δείξουμε ότι ένας αριθμός είναι πραγματικός  αποδεικνύουμε ότι : � EMBED Equation.3  ���





Όταν θέλουμε να δείξουμε ότι ένας αριθμός είναι φανταστικός αποδεικνύουμε ότι : � EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3  ���  και  γενικότερα  � EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���     και  γενικότερα  � EMBED Equation.3  ���


                                                                          οπότε


� EMBED Equation.3  ���                                              � EMBED Equation.3  ���                 





Όταν  ζητείται ο  γεωμετρικός τόπος των εικόνων  μιγαδικών αριθμών , γράφουμε το μιγαδικό με τη μορφή z=x+yi και από τις δοσμένες σχέσεις βρίσκουμε την εξίσωση που ικανοποιούν οι μεταβλητές χ, y. Από τη μορφή της εξίσωσης αναγνωρίζουμε τη ζητούμενη γραμμή.





                           





                               


























                                                  Αρχή








                                                                             ΝΑΙ


                                     ΕΙΝΑΙ Δ=0;                               Μοναδική λύση� EMBED Equation.3  ���


                                        ΟΧΙ





                                                              


                                                                                ΟΧΙ


                              ΕΙΝΑΙ  Δ>0; 


                                    


                       


                                    ΝΑΙ





                            Έχουμε δύο λύσεις  R


                    � EMBED Equation.3  ���








  


                                                                                                  ΤΕΛΟΣ





Έχουμε δύο λύσεις  στο  C      � EMBED Equation.3  ���





z1+ z2=� EMBED Equation.3  ���          


z1( z2=� EMBED Equation.3  ���           








Για παράδειγμα  έστω η εξίσωση: 2z2+x+4=0


Είναι Δ=1-4(2(4=1-16=-15<0 , οπότε 


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���  � EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3  ���         και         � EMBED Equation.3  ���















































� EMBED Equation.3  ���


                     και γενικότερα � EMBED Equation.3  ���                      οπότε  � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���


Από τη σχέση αυτή μπορούμε να βρούμε την ελάχιστη και τη μέγιστη τιμή του � EMBED Equation.3  ���


Η απόσταση των εικόνων Μ1 , Μ2 των μιγαδικών  z1, z2  είναι:





� EMBED Equation.3  ���














Η εξίσωση  |z-z0|=α  , α>0 παριστάνει κύκλο με κέντρο την εικόνα του μιγαδικού z0 και ακτίνα α.


Για παράδειγμα αν |z-(3+2i)|=5  η εικόνα του μιγαδικού z  θα βρίσκεται σε κύκλο με κέντρο το σημείο Κ(3,2) και ακτίνα 5





 Η εξίσωση |z-z1|=|z-z2| παριστάνει τη μεσοκάθετο του ευθυγράμμου τμήματος με άκρα τα σημεία Α(z1) και Β(z2)








� EMBED PBrush  ���





Στο διπλανό σχήμα το σημείο Μ είναι η εικόνα του μιγαδικού z=x+ψi . Μπορούμε να θεωρήσουμε  ότι η ημιευθεία Οχ περιστρέφεται κατά τη θετική φορά έως ότου συναντήσει το σημείο Μ. 


Αν θ είναι η γωνία περιστροφής,  είναι προφανώς 0(θ<2π 


Η γωνία αυτή ονομάζεται πρωτεύον όρισμα του μιγαδικού z και συμβολίζεται : θ=Arg(z)


Κάθε  γωνία φ=2κπ+θ ονομάζεται όρισμα του μιγαδικού z.





z=|z|(συνθ+iημθ)





Για να γράψουμε έναν μιγαδικό από τη μορφή z=χ+ψi σε τριγωνομετρική μορφή.


α. βρίσκουμε το |z|


β. βρίσκουμε γωνία θ τέτοια ώστε � EMBED Equation.3  ���


γ. γράφουμε το μιγαδικό στη μορφή z=|z|(συνθ+iημθ)





  Αν  z1=|z1|(συνθ+iημθ)   και z2=|z2|(συνφ+iημφ)  τότε 





z1=z2  (      (    |z1|=|z2|  και   φ-θ=2κπ,     κ(Ζ  )














α.    z1z2=|z1||z2|(συν(θ+φ)+iημ(θ+φ))





β.   � EMBED Equation.3  ���





γ.   � EMBED Equation.3  ���             θεώρημα του De Moivre





Για να  εκφράσουμε το πηλίκο  � EMBED Equation.3  ���  , όπου γ+δi(0  στη μορφή  κ+λi, πολλαπλασιάζουμε τους όρους του κλάσματος με τον συζυγή του παρονομαστή.
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