AKOAOYOIEZ - ZEIPEZ

1. AKOANOYOIEZ

Oplopog 1. Mua “1-1" (éva tpocg éva) cuvaptnon pe nedio optopol to N kat medio
TLLWV €va urtooUvoAo X tou R, dnAadn pia 1-1 cuvaptnon

AN—XCR (1

Aéyetal akoAouBia mpaypaTikwy aplBpuwy A payuatiky akolouBia r} akoAouBia kal
ouppoAiletal wg {a,; n € N} j amAa {a,}.

Oplopog 2. H akoloubia {a,} Aéyetal av§ouoa (avtiotola avotnpwg avfouca) av
elvat

a, < apy1, YNEN (avtictoxaa, < apyq, Yn€EN)
KoL Aéyetal pBivovoa (avtictolya avotnpwe pBivouca) av eival
a, = any1, YN EN (avtictoxaa, > ap.q, Yn€EN)
Oplopog 3. A€pe OtL pa akolouBia {a,} elval dpayuévn ek Twv avw av
AiMeRa, <M, VneN

TNV nepimtwon autr AEUe OTL 0 TIPAYUATIKOC aplOUog M eival £va avwtepo Gppayua tng
akoAouBiag.

Oplopog 4. Aéue Ot pa akodouBia {a,} elval dpaypévn ek Twv KATW v
ImeRiag,=2m, VneN

TNV nepintwon autr AEUe OTL O TIPAYUATLIKOC aplBUOG m lval €va KOTWTEPO GpayUa TNG
akoAouBiag.

Oplopog 5. A€pe otL pa akohouBia {a,} eival dpayuévn, av elval ppaypevn ek Twv
AVW Kal K TWV KAtw, SnA. av

AImMeR m< a, <M, vVneEN.

Oplopog 6. Aépe Ot pa akolouBia {a,} éxeLdploto £ € R 1y 6tL ouykAivetoto £ € R
Kal ypadoupue

lim, ,,a,=4¢ 1 a, — £, 0tav n — +oo,
av Ve>03Iny=ny(e) ENin>ny=la,—¢ < Vnen,
Mua akolouBia {a, } Aéyetal pndevikr, av ouykAivetoto 0 € R.

Oplopog 7. A€pue Ot pa akolouBia {a,} €xel 6pLo to 400 kat ypddouue



lim, ,;0a, =+ i a, — 400, 0tav n — oo,

av VM>03In,=ny,(M)eEN:n>ny,= a,>M, VneN.
Oplopog 8. Ag€pue Ot pa akolouBia {a,} €xel 6plo o —oo kat ypddouue
lim, ,;0a, =—% i a, — —oo, 0tav n — oo,
av VM>03In,=n,(M)eEN: n>ny,= a, <—-M, Vn €N,
Oplopog 9. Muwa akolouBia {a,} Aéyetat ouykAivouoa av €xeL oplo £ kat eivat £ € R.

Oplopog 10. Mua akolouBia {a,} Aéyetal anmokAivouoa av Sev €XEL OPLO i} AV EXEL OPLO
TO 400 1) T0 —00.

Oewpnual.  (Kpttrplo ovykAlong akolouBiag (Cauchy)). Mia akolouBia {a,} elval
ouyKAivouoa av, KoL Hovo av,

Ve>03Iny,=ng(e) ENinm>ny= |la, —an| <e Vn,meN.
Oswpnua 2.
A. KaBe av&ouvoa (avtiotolya dpOivouoa) kat dpayuévn ek Twv dvw (avtiotolya

dpayuévn ek Twv KATw) akoAouBia elval cuykAivouoa.
B. KaBe ouykAivouoa akolouBia £xel £va kal povo oplo.

r. Mua cuykAivouoa (avtiotolya anokAivouoa) akolouBia mapapével cuykAivouoa
(avtioTolya amokAivouoa) av petaBAnBouv ol k mpwtol époL tng, omou k € N.

n
Mpotaon 1. lNa tnv akohoubia {a,} omou a, = (1 + %) , Loxuouv:

1) a,<an;1,YneEN,
2) 2<a,<3,VneN,

Emopévwe n akohouBia autr elvat cuykAivouaoa.

To 6plo g mapanavw akolouBioag cupBoAiletal pe e kat Aappavetal we Bach Twv

n
Neméptwv AoyapiBuwv. Evat SnAash lim,, e (1 + %) = e, uee = 2,7182818284.

Oewpnua 3.  AvoLakolouBieg {a,} kai {b,} elvaL cuykAivouoeg kat k € R, tote:

a. HaxohoubBia {ka,}elval emiong ouykAlvouoa kat LOYVEL
lim ka, =k[ lim a,]
n—+oo n—-+oo
b. HakolouBieg {a, + b, } eilvat eniong cuykAivouoeg kat LoxUEeL
lim a,+b,= lim a,+ lim b,
n—+oo n—+oo n—+oo
c. Haxohoubia {a, * b,} elvar eniong ocuykAivouoa kat LoxUEeL
lim (a,-b,) = lim a,- lim b,
n—+oo n—+oo n—+oo



a
d. Avevatb, #0, Vn €N kot lim,_,,, b, # 0, td1€ n akohoubia {b—n} elvat
n

emniong ouykAivouoa kot LoxUEL

. lim a,

lim (-—) = note

n—+o0 bp lim b,
n—-+oo

e. Aveival|a| > 1, tote eivat kat
lim |a|® = 400

n—+oo
f. Aveilval|a| < 1, tote eival kat
lim a® =0
n—+oo
2. 2EIPEZ
Oplopog 1. Oewpolpe tnv akolouBia mpayuatikwy aplBpwv {a,} (1)
KOLL OTTO QLUTH KATAOKEUA{OUUE Lo VEQ akoAouBia {sn} (2)
Bétovtag s, =aq, S, =a,+ay, Ss3=a;+a,+as,.., sp,=a,+a+--+a,.

H akolouBia (2) Aéyetal akohouBia pepkwv abpolopdtwy tng akohouBiog (1) f anelpn

oelpd N (am\@) oelpa kal cupPoAiletal pe a,+a, +-+a,+ - (3) n
oo
2, a
n=1
Oplopog 2. Otav n akohouBia (2) cuykAivel oto s € R toTe Aépe OTL N oElpa (3)

ouykAivel oto s () OTL elval cuykAlvouoa Kal £xeL aBpolopa s) Kot ypddoupe
[ee)
n=1

Oplopog 3. Otav n akohouBia (2) €xeL OpLo TO 400 1] TO —00 1| OTAV TO

lim s,

n—+oo

Oev UTtAPXEL, TOTE AEpE OTL N oslpd (3) amokAivel i} OTL eival amokAivouoa.

Mpodtaon 1. Av ulo oslpa

oo
n=1

OUYKALVEL, TOTE 0 YEVIKOG 0pOG TNG Telvel oto undev, SnAadn

lim a, =0.

n—+oo

Moplopa 1. ATO TNV MapaAmavw mpoTach TPOKUTITEL OTL AV SEV UTTAPXEL TO



lim a,

n—+oo

oV UTTAPXEL KOl glvat
lim a, #0.

n—-+oo

TOTE N O€lPA OMOKALVEL.

Oplopog 4. N€pe OTL pLa oelpd

0o
n=1

OUYKALVEL AmOAUTWCE av GUYKALVEL N OELPA UE OPOUC TLG ATIOAUTEC TLUEG TWV 0pWV NG, SNA. n

o]
> lanl
n=1

Oswpnual.  Av pa oelpd cUYKALVEL ATOAUTWG, TOTE CUYKALVEL KoL OTIWG £XEL.

Oplopog 5. Mo oslpd

oo
X
n=1
Aéyetal tnAeokomikn oglpa av umdpyet akolouBia {b,} Té€Tola wote va glvat
a, = bn _bn+1, vVneN,
AEloONUELWTEC OELPEC:

a) H apuovikn oelpa:

NgE
S

b) H p-ceipa:

c) H yewpetpikn oslpa:

ormou a,w ER, n€N, pe a#0,w # 0.



3. 2EIPEZ ME OETIKOYZ OPOY2

Mua oglpd e BeTikoUg Opoug eival avotnpwg avéouaa.

Oswpnua l.  (1° kputiplo clykAlong). Mia oelpd pe Betikolg dpouc cUYKALVEL av, Kot
povo av, n akohouBia {s,} Twv pepkwV abBpolopdtwy Tng elval ppaypévn K TWV AVW.

Qswpnua 2.  (2° kputrplo cUYKALONG - KPLTAPLO cUyKpLong). Av gival
Z a,, Z b,
n=1 n=1

600 oelpeg pe BeTikoUG OpouG TETOLEG Wote a, < b,, Vn € N.

[oe]

[ee)
a) Avn oelpa Z b,, , ouykAivel TdOTE GUYKAIVEL KOLT) OEPA Z a,

n=1 n=1

oo (0.0)
B) Avn cepd Z a,, , ATIOKAIVEL TOTE ATOKAIVEL KAL T CEP& Z b,

n=1 n=1

Mpotaon 1. H p-oepd ouykAlvelyla p > 1 kot anokAivetyiap < 1.

Qewpnua 3.  (3° kprtrplo olYKALONC - KpLTAPLo Tou Adyou 1 tou D’ Alembert). Av eivat

[ee]
E ayn ,
n=1
an+1

HLo OLpd e BeTIKOUC OpOoUG TETOLA WOTE N aikoAouBia {
a

} tou mnAikou twv

SLadoxLkwv TG 6pwv va cuykAivetoto 1 € R, &nAadn av

a
n+1) 1

lim (
n—+o Qp

[oe]

o) Av elvat A < 1, N oepd Z a,, OUYKALVEL

n=1

oo
B) Av givai A > 1, N oepd Z a, omoKAlvel
n=1
[e0)
Y) Av elvai A = 1,1 oepd 2 a, €ivat Suvatd va CUYKAIVEL IAAQ KAl VO ATTOKALVEL.
n=1

ITnv nepintwon y) To kpurrplo dev edpapuoletal.



Oswpnua 4.  (4° kpttriplo cUYKALONG - KPLTAPLO TG N—0oTH¢ pilag ri tou Cauchy). Av givat

oo
E an,
n=1

pla o€lpd pe BeTIkoUG OpoUG TETOLO WOTE N akoAouBia tNg n—ooth G piag Tou yevikol tTne
0pou va cuykAivetoto 1 € R, &nAadn av

lim ( Y/a,) =2

n—+oo
o

o) Av elvat A < 1, 1 GEPA Z a, OUYKALvEL

n=1

B) Av etvat A > 1, n gEPA z a, OToKAivel

n=1
oo
Y) Av elvat A = 1,1 oelpa Z a, elval uvatd va CUYKAIVEL OAAQ KOL VO ATTOKALVEL,
n=1

oTnV Mepilntwon autr To KpLtiplo tou Cauchy dev epapuodletal.

4, 2EIPEZ ENAAANAZOMENOY ZHMEIOY

Oplopog 1. Mua oglpd NG popdng

an—l)“* a,

ornou a, >0, Vn €N, Aeéyetal oelpd evaAAaGoOpPEVOU ONEiOU.

Oswpnua 1. (Leibnitz) Av pa akolouBia Betikwy 6pwv eivat yvnoiwg dpBivouoa kat
pundevikn, dnAadn av eivat  a, > ayyq, YN EN kat lim a, =0,

n—+oo
o

TOTE 1) 0P EvaAAaoGopévou onpeiov Z (—1)™ 1 a, ovykAivel

n=1

5. AYNAMOZEIPEZ (ZEIPEZ AYNAMEQN)

Oplopog 1. Mo oglpd th¢ popdng

[o0]

Z A1 (6 = x0)" 1 = ag + a3 (x — xq) + ay(x — x¢)? + az(x — x0)% + -+, (1)

n=1

omou a; ER, Vi=0,1,23,.., Aéyetal oelpd SUVAPEWV TOU X — X I} SuVApOOELPA.



Oswpnual. T kaBe Suvapooelpd (1) pia amo TG TPELC MTAPAKATW TTPOTACELS LOXVEL:

i) H Suvapooelpd cuykAlvel povo ylo x = X,. (oktiva ouykAlong ton pe 0)
i) H Suvapooelpd cuykAivel yla kaBe A € R . (aktiva 6UYKALONG LoN UE +o0)
iii) Yrniapxel p € R, p > 0 t€T010¢ WOTE N SUVAOCELPA CUYKALVEL ATTOAUTWG

yla kdBe x € Rpe | x — x9| < p koL amokAivel yio kaBe x € R pe | x — x4| > p.
(aktiva ouykAlong ion pe p > 0)

OQswpnua 2.  Av umapxeL To 6plo

lim %/|a,|

n—+oo
[e3)

TOTE 1] AKTIVa CUYKALONG P TNG SUVAUOCELPAS Z Ap_1(x — x5)™ 1 Sivetau amd tov TOTO

n=1

1
p=x
lim 40 n\/ |an|

(Av Iim 400 A/ |ay| =0 TOTEP = +0 kAL OV liM 5,100 1/ |ap| = +0 TOTE D = 0)

Napatrpnon 1. H Suvapooelpd (1) yia xy = 0 yivetat
oo
Z Ap_1 X" = ag + agx + azx?® + azxd + -
n=1

Mapatripnon 2. Av po SUVAUOCELPA EXEL aKTVa oUYKALONG p > 0, TOTE CUYKALVEL YL
Xo—p <x<xp+p KaramokAivetylax < xo —p Nyax >xg+p. Max =x,tp n

Suvapooelpa ivat Suvatd va cuyKAIVEL ) va armtoKALVEL.

MNapatnpnon 3. Av UTIAPYXEL TO OPLO

an+1|

lim
n—+oo aTl

o)

TOTE N AKTIVX CUYKALOTG P TNG SUVAUOOELPAS Z a1 (x — x0)™ 1 Sivetau amd tov TOTO

n=1

1
p=

T an+1
lim 40 |

an




